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Mit  dem  Erscheinen  von  Cauchy*s  algebraischer  Ana- 
tysis  hat  eine  neue  Epoche  in  der  Behandlang  dieses  Theils 
der  Mathematik  begonnen.  Die  Darstellungsweise»  welche 
diese  Schrift  charakterisirt,  ist  für  die  späteren  Bearbeiter  der 
Analysis  darchans  massgebend  geworden.  In  der  Thai  hat 
Kuerst  Cauchy  in  vielen  Beziehungen  eine  Schftrfe  der  Be* 
griiTslfestimmungen  und  eine  Gründlichkeit  der  Beweise  ange*- 
strebt,  deren  Ifolh wendigkeit  erst  die  neuere  Entwickelung 
der  Mathematik  zum  klaren  Bewusstseyn  gebracht  hatte,  und 
die  man  in  alteren  Behandlungen  der  Analysis,  wie  namentlich 
in  Euler's  klassischem  Werke  miroducHo  in  analysin  infini- 
iorum.  noch  nicht  findet. 

Andererseits  herrscht  in  Cauchy's  Darstellung  eine  Künst- 
lichkeit, welche  dem  Leser  fortwährend  die  Ueberzeugung  auf- 
drängt, dass  auf  diesem  Wege  die  bewiesenen  Wahrheiten 
nicht  gefunden  worden  sind.  Gewiss  hat  jeder  Lehrer  die 
Erfahrung  gemacht,  wie  schwer  es  dem  Lernenden  fällt  s|ch 
in  diese  Darstellung  hinein  zu  arbeiten,  und  dass,  wo  es  ge- 
schehen, sich  doch,  und  zwar  vorzugsweise  bei  Wissenschaft 
liehen  Köpfen,  keine  Befriedigung  einstellt.  Sieht  man  sich 
auch  gezwungen  das  Bewiesene  als  ein  mathematisches  Kunst- 
stück zuzugeben,  so  yermisst  man*  durchaus  den  natürlichen 
Zusammenhang  der  aufeinanderfolgenden  Entwickelungen. 
Cauchy's  Darstellung  hat  hierin  eine  gewisse  Aehnlichkeit 
mit  der  Euklidischen  und  bildet  einen  schroffen  Gegensatz  zu 
der  einfachen  und  durchsichtigen  Behandlung  in  dem  vorher 
erwähnten  Werke  Euler's. 

Hätte  Cauchy  die  überall  angestrebte  Gründlichkeit  auch 
wirklich  überall  erreicht,  so  müsste  man  die  Künstlichkeit  der 
Darstellung  so  lange  ertragen,  als  es  keine  ebensogründliche 
aber  einfachere  BehandlungsWeise  gäbe.     Dem  ist  aber  nicht 


IV 

80«  Cfluchy's  Analysis  beruht  —  um  nur  dies  eine  hervor- 
zuheben  —  in  ihren  wesentlichsten  Theilen  auf  einem  Satze, 
dessen  Unrichtigkeit  (wenigstens  in  der  Ailgemeinheit  in  wel- 
cher ihn  Cauchy  ausspricht)  längst  anerkannt  ist.  Ich  meine 
den  Lehrsatz  (Kap.  6  §.  1]  nach  welchem,  wenn  die  Glieder 
einer  Reihe  Funktionen  einer  Verflnderlichen  x  sind,  und  zwar 
stelige  Funktionen  in  der  Nähe  eines  gewissen  Werthes,  für 
welchen  die  Reihe  convergirt,  auch  die  Summe  der  Reihe 
in  der  Nähe  dieses  Werthes,  eine  stetige  Punktion  von  x 
ist.  Giebt  man  diesen  Satz  zu,  so  folgt  daraus  allerdings, 
dass  wenn     man     durch    (fm    den   Werth    der    Blnomialreihe 

1  -|-  MX  4"  — \ — -^  a?*  +  •  •  •    bezeichnet,    indem    man 

I      & 

das  reelle  x  zwischen  —  l  und  -f- 1 ,  oder  d?  =  z  [co$S'  -|-  •  sin  9) 
gesetzt,  s  zwischen  — 1  und  -f~  1  nimmt,  (pm  eine  stetige 
Funktion  von  m  ist.  Nimmt  man  dann  den  Satz  zu  Hülfe, 
dass,  wenn  fpm  eine  stetige  Funktion  von  m  ist  und  die 
Gleichung  ^m.g>m'  =  g)  {m-\-tnrj  statt  hat,  auch  97m=(^lp 
aes  (I  -[-  4r)*",  so  ergiebi  sich  daraus  der  Werth  der  Blno- 
mialreihe auf  eine  unzweideutige  Weise,  sowohl  für  ein  reelles 
als  für  ein  complexes  o?,  wie  dies  Cauchy  ausführlich  er- 
örtert hat. 

Die  Unrichtigkeit  des  erwähnten  Salzes  hat  aber  schon 
Abel  nachgewiesen  (Grelle  Journal  f.  d.  Math.  Bd.  1  p. 316), 
in  einem  Aufsatze,  welcher  die  Umrisse  einer  neuen  Bearbei- 
tung dieses  Theils  der  Analysis  enthält.  Diese  ebenso  origi- 
nelle als  inhaltreiche  Arbeit  des  grossen  Mathematikers  hätte 
jedenfalls,  wenn  auch  Einiges  zu  erinnern  seyn  möchte,  mehr 
Berücksichtigung  bei  späteren  Bearbeitungen  der  Analysis  ver- 
dient, als  ihr  geworden  zu  seyn  scheint.  Man  hat  nemlich  in 
den  bekannteren  Werken  über  Analysis,  welche  nach  dieser 
Zeit  in  Deutschland  erschienen  sind,  statt  zu  untersuchen,  ob 
nicht  der  erwähnte  Cauchy* sehe  Satz  unter  gewissen  Be- 
schränkungen beibehalten  werden  kann,  denselben  vielmehr 
ganz  entfernt,  im  Uebrigen  aber  Cauchy's  Darstellung  un- 
verändert beibehalten.  Man  scheint  also  diesen  Satz  als  eine 
blosse  Verzierung  angesehen  zu  haben,  die  man  ohne  Gefähr- 
dung des  analytischen  Baues  auch  wegnehhien  könne,  und  hat 


nicht  bemerkt,  dass  es  sich  um  eine  Grandmaner  handelte, 
die  man  nicht  entfernen  konnte,  ohne  den  grössten  Theil  des 
Gebäudes  in  die  Luft  zu  stellen.  Hat  man  nemlich  nicht  zu- 
erst bewiesen,  dass  q>m  eine  stetige  Grösse  ist,  solässtsich 
auch  aus  der  Gleichung  g>m  =  (1  -|-  xf^  der  Werth  Ton  qm 

nicht  ableiten,   da  (1  -f~  x)^.,  sobald  m   ein   Bruch  ==  —  ist, 

wenn  es  sich  um  reelle  Werthe  handelt,  sobald  jr  gerade  ist^ 
zwei  Werthe  ausdrückt,  wenn  aber  auch  imaginäre  Werthe 
zulässig  sind,  q  verschiedene  Werthe  bezeichnen  kann,  so 
dass  es  ganz  unentschieden  bleibt,  weiche  dieser  q  Grössen 
den  wahren  Werth  von  gm  ausdrückt. 

Oder,    um   dies  von  einer    anderen    Seite    darzustellen, 
suctft  man,  nach  Cauchy,  die  Summe  der  Reihe 

1  4-  fnz{co8&  -1-  i8in»)+  '"'^~    »*(co«2^ -f  isin 2&)+... 

■i  •  ^ 

welche,  nach  seinem  erwähnten  Satze,  zwischen  s= —  1  und 
z  =  l  eine  stetige  Funktion   von   «  ist,    so  findet   man   dafür 

m 

den  Werth  (1 -f-2»  ^0«  ^-f"**)'  •  (co$  mt-^isinmfjy  wo  t  durch 
die  Formel  ^=#±i2A7r  gegeben  ist,  in  welcher  ^zuarctoz r 

und  k  eine  ganze  Zahl  ist,  die  nar  von  si  und  &  abhängen 
kann.  Insofern  aber  die  Reihe  eine  stetige  ist,  muss,  wie 
Cauchy  weiter  schliesst,  der  Werth  von  t  mit  s  zugleich 
unmerklich  zu  und  abnehmen,  und  es  muss  daher  tz=:g±J2kn 
ebenfalls  eine  stetige  Funktion  von  z  seyn.  Da  aber  s  sich 
stetig  mit  z  ändert,  während  k  sich  nur  sprungweise  ändern 
kann,  so  kann  t  nur  dann  stetig  seyn,  wenn  k  constant 
ist^  d.h.  k  ist  von  »  unabhängig,  und  kann  daher  bestimmt 
werden,  indem  man  »ssO  setzt,  woraus  /r  =  0  folgt.  Dies  ist 
Gauchy's  Schlussfolge  (Kap.  9  §.2],  welche  vollkommen  con-* 
sequent  ist,  sobald  man  die  Stetigkeit  der  Reihe  zugiebt.  In 
neueren  Werken  wird  aber,  ohne  dass  von  Stetigkeit  der  Reihe 
die  Rede  ist,  aus  dem  Umstände,  dass  für  s=0  auchArcnO 
ist,  geschlossen,  dass  allgemein  k=0  seyn  muss,  was  durch- 
aus unrichtig  ist ,  da  k  eine  Funktion  von  s  seyn  könnte.  Und 
so  bleibt  der  grösste  Theil  der  Analysis,  insofern  er  auf  der 
Werthbestimmung  der  binomischen  Reihe  beruht,  unbewiesen. 


Wftre  es  meine  Absicht  eine  Kritik  der  bisherigen  Behand- 
lungen der  Analysis  zu  geben,  so  liessen  sich  noch  mehr  Bei- 
spiele einer  solchen  nur  scheinbaren  Gründlichkeit  anführen. 
Das  Gesagte  wird  aber  genügen  um  zu  zeigen,  dass,  rücksicht* 
lieh  der  strengen  Beweisführung,  die  neueren  Lehrbücher  der 
Analysis  nicht  so  hoch  über  den  filteren  stehen,  als  ein  grosser 
Theil  des  mathematischen  Publikums  zu  glauben  scheint. 

Ich  habe,  in  der  folgenden  Bearbeitung  der  Analysis,  den 
Versuch  gemacht,  wieder  zu  einer  natürlicheren  und  einfacheren 
Behandlung  zurückzukehren,  ohne  die  Strenge  der  Beweisfüb« 
rung  aufzugeben.  Ich  setze  eine  wissenschaftlich  entwickelte 
Arithmetik  voraus,  und  fasse  die  Aufgabe  der  Analysis  so  auf, 
dass  sie  das  Zwischenglied  zwischen  Arithmetik  und  Differen- 
tialrechnung bildet,  indem  sie  die  Untersuchungen  der  AHth- 
metik  von  bestimmten  Zahlen  auf  allgemeinere  Formen  zu  über- 
tragen hat,  soweit  dies  geschehen  kann,  ohne  auf  den  Begriff 
der  Stetigkeit  einzugehen ,  mit  dessen  Einführung  die  Differen- 
tialrechnung beginnt.  Bringt  man  den  Begriff  der  Stetigkeit 
schon  in  den  ersten  Betrachtungen  der  Analysis  an,  wie  es 
Cauchy  thut,  seist  es  gewiss  viel  besser,  diesen  Begriff  auch 
vollständig  zu  entwickeln,  und  die  damit  zusammenhängende 
Bezeichnung  einzuführen,  d.  h.  unmittelbar  auf  die  Arithmetik 
die  Differentialrechnung  folgen  zu  lassen.  Welche  praktische 
Bedenken  sich  einer  solchen  Behandlungsweise  entgegenstellen, 
ist  hinlänglich  bekannt. 

Die  Anwendung  der  Combinationslehre  auf  die  Analysis  ist 
in  Deutschland,  ihrem  Vaterlande,  so  sehr  ausser  Mode  ge- 
kommen, dass  man  sich  fast  entschuldigen  muss,  wenn  man  sie 
wieder  einführt.  Nach  meiner  Ueberzeugung  kann  eine  na- 
türliche Entwickelung  der  algebraischen  Analysis,  in  dem  Sinne, 
wie  ich  diesen  Theil  der  Wissenschaft  auffasse,  der  combina- 
torischen  Betrachtungen  nicht  entbehren;  abgesehen  davon, 
dass  man  mit  diesen  auch  eine  Menge  interessanter  analytischer 
Sätze  zu  entfernen  gezwungen  ist. 

Ich  habe  dem  Buche  die  Einrichtung  gegeben,  dass  ich 
zuerst  dasjenige  zusammengestellt  habe,  was  einen  Ueberblick 
über  die  nothwendigsten  Lehren  der  Analysis  darbietet.  Die 
weiteren  Ausführungen  habe  ich  in  einzelnen  Noten  abgehandelt. 


Iihali 


Erstea  Kapit«L     Erklärang   der  algebraiseben  Analytis 

S.  1-0.  S-  1—6. 
Zweites  Kapitel.    Die   filemeBte   der  Combiaationslehre. 

S.  9-^27. 

Kuasjtautdräeke  und  Besei<?hooDf  %.  7.      Cembiiiiren  $.  8—10. 

Varüreo  $.11.     ConlbiDiren  und  Variirea  tu   bestiramteii  Summen 

S.  12— la 

Drittes  Kapitel.    Addiren,  S  ubtrahir  en   und  Multipltei* 
ren  der  Reihen  S.  27 — 33. 

Bezeichnung  der  ^Reihen  $«  19.    Addtreo,  das  Zeichen  des  Ent* 
sprechens  §.  20.     Subtrahiren  $.21.    BluUipliciren  $.  22'-23. 
Viertes  Kapitel.    DiTidiren  der  Reihen  S.  33^0. 

Rekurrirendes  Verfahren   $.  24—25.     Independentes   Verfahren 
§.  26^29. 
Fünftes  Kapitel.    Potenziren  der  Reihen.  Polynomischer 
und  binomischer  Lehrsatz  S.  40-^58. 

Polynomischer  Lehrsatz ,  independente  und  rekurrirende  Ent- 
wickelung  $.  30—32.  Binomischer  Lehrsatz  $.  33.  Binomialcoeffi- 
cienlen  $.34—37.  ForlseUung.  Faktoriellen  oder  Fakultäten  $.38. 
Einfachere  Form  des  Binoms  $.  39.  Binomialcoef6oienten  für  Ex- 
ponenten, die  keine  ganze  positire  Zahl  sind  $.40.    Bedeutung  ron 

(1  +  «)«»  4=  £^^''  für  jedes  rationale  m  $.  41. 
Sechstes  KapiteL  Die  Conyergenz  der  Reihen  S.59— 141. 
Reihe  in  allgemeinerem  Sinne  $.  42.  Endliche,  unendliche 
Reihen.  Die  unendliche  Reihe  conTcrgirt,  oscillirt  oder  divergirL 
Das  Zeichen  Um  $•  43.  Kennzeichen  der  Beschaffenheit  der  Reihen 
$.  44 — 45.  Einfluss  der  ersten  Glieder.  Ein  Satz  über  Produkte 
$.  46.  Kennzeichen  der  Confergenz  oder  Divergenz  der  Reihen 
$.  47 — 50.  Doppelreihen  $.51.  Wann  das  Gleichheitszeichen  bei 
der  Addition  und  Subtraktion  der  Reihen  zu  brauchen  ist  $•  52. 
Wann  das  Gleichheitszeichen  bei  der  Multiplikation  und  DiTision  der 

Reihen  zu  brauchen  ist  $.  53—55.      In   welchen  Fillen   die  Formel 

r 
(1  +  a?)*»  =  JS^^x''  Statt  hat,    wenn  m  reell    und  x  nicht  ±:  1  ist 

$.  56 — 57.      Bedingungen    der  GonTergenz    der  Reihen,    wenn    der 


Quotient  iweier  «creioaDder  fnlgeiider  Glieder  sich  (abgeteben  toib 
Zeicb«o)    der    Einbeit    nihert       lo    welchen    FiHen     die    Formel 

(I  -f  «)M  =  J?  "»»«?r  Btttt  bat,    wenn    »  sz  ±  i  §.  58—64.      Ob 

(t  -{-  ^)^  Terschiedene  Wertbe  haben  kann.  Berecbnnng  too  y  A 
durch  cooTergirende  Reiben  $.6a.  Weitere  Regeln  nber  die  Con- 
rergeni  der  Reihen,  die  Gaussische  Regel  $.  66-- 71.  Andere  Re- 
geln S.  72--  76. 

Siebentes  Kapitel.  Die  Exponentialgrössen  mit  reellen 
Exponenten  nnd  die  reellen  Logarithmen.  S.  142— 163. 
Das  natürliche  Potenzens^stem,  die  natürlichen  Logarithmen 
$.77—79.  Irrationalität  der  Zahl  e  $.80.  Berechnung  ron  e^  $.81. 
te"  ist  immer  positiT  $.  82.  Verschiedene  Potentensjsteme ,  Reihe 
für  log  [\  4"  ^)  S  ®'^*  Formeln  fur  Berechnung  der  Logarithmen 
$.  84—85.    Modul,  Proportionaltheile  $.  86. 

Achtes  Kapitel.  Addiren,  Subtrahiren,  Multipliciren, 
Dividiren  nnd  Potenziren  imaginirer  Reiben.  CouTer« 
genz  imaginärer  Reiben.     S.  164—175. 

Imaginftre  Reiben  $.  87.  Addiren,  Subtrahiren,  Mnltiplictren, 
DiTidiren,  Potenziren  solcher  Reiben  $.  88.  Imaginire  Reiben  in 
allgemeinerem  Sinne,  ihre  Terschiedene  Beschaffenheit.  Norm,  Mo^ 
dul,  Modalreihe  $.  89.  Imaginäre  Do^ipelreiben  $.  90.  Wann  das 
Gleichheitszeichen  bei  der  Addition,  Subtraktion ,  Multiplikation  und 
DiTision  imagin&rer  Reihen   zu    setzen  ist.     In  welchen  Pillen    die 

Formel  (l  +  x}^  =:  S^fdixr  gilt,  wenn  9  =^  u  +  tfi. 
Neuntes  Kapitel.     Die  Exponentialgrössen    mitimagini— 
ren  Exponenten,     Sinus    nnd    Cosinus    reeller  Zahlen. 
S.  175-  193. 

Bedeutung  Ton  e  wenn  w  nicht  reell  $.93,  e^  .  e^  =  e"*^ 
$.  94.  nn  x  und  cot  x  als  Reihen ,  Eigenschaften  dieser  Reihen, 
sie  sind  periodische  Funktionen  Tun  x^  die  Zahl  n  $.  95 — 99.  Be- 
rechnung von  ft»  und  cos  $.  tOO — 101« 
Zehntes  Kapitel.  Die  imaginären  Logarithmen,  allge- 
meine Theorie  der  Warze  la  uszie  hung.     S.   193  —  218. 

Allgemeine  Bedeutung  des  Logarithmen  J.  102.  Jede  Zahl  hat 
unzählig  viel  Logarithmen  §.  103—104.  Bedeutung  von  Are  ig  und 
seine  Anwendung  $*  105  —  106.  Die  arithmetischen  Operationen  an 
complexen    Zahlen   mit  Hülfe    der   Logarithmen    ausgeführt   §.  i07. 

1  1 

Die  Werthe  von  1».    Bedeutung  Ton  1"  $•  108—110.    Die  Werthe 

V 
▼on  1  **  $•  1 11.  Die  allgemeine  Theorie  der  Wurzelaasziehung  $.1 12-1 13, 


Elftes  Kapitel.  Anwendong  des  Vorher^ ebende«,  htr 
sonders  •  of  Summirii  nir  tod  Bf^ilieo.  Sious  uodConinat 
imaginärer  Zshlen  S,  2t8— 25t. 

SummiruDg  yerscbiedoner  Reiben,  in  welchen  sin  und  co$  Tor* 
kommen  $.  114 — 117.  £ntwickelung  Ton  eosna  and. nnna.  (wenn  p 
eine  ganze  pos.  Zahl)  in  Reihen,  die  nach  Potenzen  Ton  co$  a  and 
atn  a  fortgelien  $.  118.  Cpnyergenz  gewisser  Reiben  die  mh  und  cos 
enthalten  j.  119—121.  Andere  Reiben  für  cQ$na  und  sin  na  %,  122— 
125.  (sin  a)^  un^d  (cos  aj**  in  Reihen  entwickelt^.  126.  Sinus  und 
Cosinus  complexer  Zahlen  $.  127^130. 

Zwölftes  Kapitel.  Die  unendlichen  Produkte  S.  251^263. 
Einleitung 'S*  131.  Convergenz,  Oscillationi^  Direr^ens  unend* 
lieber  Produktiv  ^  lß2.  Kennzeichen  der  Beschaffenheit  eines  Pro* 
duktes  $.133*  Produkte,  deren  Faktoren  sich  der  Einheit  nähern  $.13.4 — 
135.  Andere  Regeln  für  solche  Produkte  Svl36*  Vergleich  der  zw^ri 
Regeln  $.  137.    Verwandlung  eines  Produktes  ii)  eine  Reihe  $.  1^8. 

Dreizehntes  Kapitel.     Die  Kettenbröche   S.  264-328. 

Allgemeine  Eigenschaften  der  Kettenbräche  J.  130 — 141.  Dif- 
ferenz zweier  Niberupgswerthe  $.  142.  Conrergenz  der  Kettenbruche 
mit  nur  positiTen  TfaeilzSbleni  und  Tbetlnennern.  Verwandlung  eig- 
nes Rettenbruches  in  eine  Reihe  %.  143 — 149.  Einfache  Kelten- 
brache  $.  150—152.  ConTergeoz  der  Kettenbrücke  mit  negatiren 
Elementen  %.  153—156-  Wertli  eines  Ketteobruches  $.  1^7.  Ver^ 
Wandlung  von  Reihen  in  Kettenbräche  $.  158.  Verwandluo|(.  eines 
Kettenbrucbes  in  ein  Produkt  and  amgekebrt  $.  159 — 160, 

Note  I.    Ueber  dieEntwickelung  des  Poljnoms,  wenn  der 

Exponent  keine  ganze  positire  ZabI  ist.  S.  329—333. 
Note  II.    Zu  S.  44.     S.  333-338. 

Einfluss  der  Stellung  der  Glieder  auf  den  Werth  einer  Reihe. 
Note  in.     Zu  §.  76.     S.  338—342. 

Allgemeine  Bedingungen  der  ConTergenz  einer  Reihe« 
Note  IV.    Zug.  8  0.     S.  342— 343. 

Beweis ,  dass  die  Zahl  c  keine  Wurzel  einer  quadratischen  Glei- 
chung ist. 
Note  y.    Zu  $«  122  bis  125.    S.  343—354. 

Andere  Herleitung   ei.n^er   Formeln    $•  1—5.      Merkwürdiger 
Werth  einer  Reibe  %,  6.     Allgemeinere  Formeln  $.  7. 
Note  VI.    Entwickelung  Tersehiedener  Produkte  und  da- 
mit in  Verbindung  stehender  Reiben.     S.  354 — 386. 

Einleitung  $.  1.  cos  na  und  sin  na  als  Produkte  $.  2 — 4.  cosa 
ond  5t»  a  als  unendliche  Produkte  %.  5—8.  Die  Zahl  n  durch  Pro- 
dukte dargestellt  $.  9.  cosai  und  sin  a%  als  Produkte  $.  10.  An- 
dere Produkte  für  cos  na  und  sin  na  %.  W  — 13. 


Nbte  VI!.    8.  3W-3M, 

BntwieVelang  von  e  *    '^^     ■*"*  in  eine  nach  Poteoieo  von  jp 
lortgclieiidi;  Reibe  $.  1.     Entwicieloaf  too  log  (i  +  J^^r  -f- ...)  ia 
" '^ine  solche  Reibe  $.2.    AnWenduDgeD»  der  Wilioa'tcbe  SaCxS#3. 
Rote  VIIL    Za  $.  113.  $.  118.  $.  126.    S.  394-412. 

SCetige  reeHe  Fuoktiooen  $•  1—2.  Anweoduag  auf  die  Bino- 
niialreibe $. 3.  Stetige  imagioire  Punktionen  $.4.  Anwen- 
'  dang  aaf  die  Binomiaireibe  $.  5.  Weitere  Anwendaagea.  Entwicke- 
ftuig  Ton  cos  qa  and  mm  qa »  eos  cA  nnd  wn  «9^,  wenn  q  Irgend  eine 
reelle  Zahl  $.6 — 9.  Entwickelüog  von  «  aacb  Polenien  Ton  it«  m 
und  ^  «  S*  10,  Entwickeloog  höherer  Piptenien  von  a.  $.  lt. 
Note  IX,    Deber  Berechnang  der  Zahl  n.    S*  412—425, 

Tersehiedene  Reihen  f&r  n^  Reihe  fnr  «  nach  l^otenien  Ton  ^  « 
fortgehend  $.  1— S.    Allgemeine  Formeln  $.  6. 
N'Dte  X.    Die  reciproken  Potenzreihen  und  die  Bernool- 
liaeben  Zahlen  S.  425-452. 

Reknnrirende  «nd  independeinte  Formeln  zur  Bereehncng  iron 
S^r  $.1.  Die  Bernoalllschen  Zahlen,  reknnrirende  und  independente 
Formeln  mr  Bereefaoiing  von  &r  $.2.  Etgeoscharten  ron  2r%  Sonw 
mirung  Terschiedener  Reihen.  Eio  Sets  von  Euler  nnd  dessen  Br- 
gSntnng  $.3—7*  Zueammeflstenonrg  der  wichtigsten  Sitce  $.8. 
Fernere  Snmmirang  von  Reihen  $.9—10. 
Note  XI.  l^ibt  Cotealsche  nnd  MoiTre'sehe  Lehrsatz. 
S.  412-461.  . 

Der  Cotesische  Lehrftatz'^.  1—3;    Der  Moitresche  Lehrsatz  $.  4. 
Note  Xil.      Verwandlung   der    bjpergeometrische a  Reiiie 
in  einen  Kettenbruch.      Beweis  der  Irrationaljtit  rer* 
schiedener  Ausdräck  e.     S.  461 — 486.. 

Die  hjpergeometrische  Reihe  und  die  Bedingungen  ihrer  Con- 
Tergenz  $.1*  Verwandlung  derselben  in  einen  Retteabrucb  $.2 — 3^ 
Anderer  Ketteobrrjcb  $.  4.  Unter  welchen  Bedingungen  der  Ket- 
tenbruch ein  unendlicher  se^n  kann  $.  S^    Beispiele.     Verwandlung 

ton  uAd  lg  »  in  Kettenbrttrhe  $.'  6-^9.     Kennzeichen  der  Ir- 

e  -f-e 
rationalitat  unendiicber  Kettenbräche  g.  tO.      Wenn   %  rational   ist« 

ist  e«  und  ig  %  trraliottal.     Die  Zahl  w  oäd  Ihr  Quadrat  ist  irrational. 


Verbesserung.     S.  218  Z.  12  r.  o.  statt  Nöte  VII  I.  Note  VIIL 


Erstes  Kapitel. 

Erklämg  der  «Igebraisclm  Aiulysis. 


1. 

Die  Arithmetik  beschflftigt  sich  mit  der  Ausführung  ge- 
wisser Operationen  an  bestimmten  Zahlen.  Diese  Operatio- 
nen werden  auf  eine  Anzahl  Grundoperationen  zurückgeführt, 
welche,  in  der  Ordnung  ihrer  Aufeinanderfolge,  dasAddiren, 
Subtrahiren,  Multipliciren,  Dividiren,  Potenzirei^ 
mit  ganzen  Exponenten,  Wurzelausziehen  oder  Potenziren 
mit  gebrochenen  Exponenten,  und  Auffinden  der  Logarith- 
men sind.  Die  fünf  ersten  dieser  Operationen  kann  die  Arith- 
metik an  gegebenen  Zahlen  vollständig  ausführen,  die  zwei 
letzten  dagegen  nur  mangelhaft.  Was  zunächst  das  Wurzel- 
ausziehen  betrifft,  so  zeiigt  die  Arithmetik,    dass  wenn  ein 

Werth  X  gesucht  wird,  welcher  dem  Ausdrucke  x=  ya,  oder, 
was  dasselbe  sagt,  der  Gleichung  xH=za  genügt,  wo  a  und  q 
bestimmte  Zahlen  sind,  es  immer  einen  solchen  Werth  von 
X  gicbl,  wenn  q  ungerade  ist,  dagegen  zwei,  der  Grösse 
nach  gleiche  aber  mit  entgegengesetztem  Zeichen  versehene, 
wenn  q  gerade  ist.  In  einzelnen  Fftllen  zeigen  jedoch  schon 
die  Mittel,  welche  der  Arithmetik  zu  Gebot  stehen,  dass  es 
ausser  diesen  Werthen  noch  andere  giebt,  welche  allerdings 
nicht  reell  sind.  Sucht  man  z.  B.  den  Werth  von  x  welcher 
der  Gleichung  x^^^^l  genügt,  so  findet  man  dass  man  nicht 
blos  17  SIS  1  und  xzc  —  1  sondern  auch  x  :^  >/" —  1  und 
1?  =  —  y^ —  1  setzen  kann.    Es  entsteht  daher  die  Frage,  wie 
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viel  (reelle  oder  imaginflre]  Wertbe  von  x  giebt  es  überhaupt, 
die  für  jedes  bestimmte  q  der  Gleichung  xiz=a  genügen,  und 
wie  hängen  diese  Werthe  zusammen? 

Die  Arithmetik  findet  femer  grosse  Schwierigkeiten,  in- 
dem sie  Regeln  zu  geben  sucht,  nach  welchen  man  die  Werthe 

q 

von   y/a^    deren  Existenz   sie  nachweist,    wirklich   berechnen 
kann.      Sie  stützt  sich  hierbei  auf  die  Ent Wickelung  des  Aus- 
drucks [a  -f-  6)^,    wo  q  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  in 
eine  Reihe,  die  nach  Potenzen  von   a  und  6  fortgehl.     Wenn 
es   auch'  möglich  ist  diese  Entwickelung  mit    den  Hülfsmitteln 
der  Arithmetik,  zu  welchen  auch  die  Buchstabenrechnung  ge- 
hört  auszuführen,  so  zeigt  sich  doch,    dass  selbst  unter  Vor- 
aussetzung  dieser  Entwickelung,   die  ^Ausziehung    der  Wurzel, 
sobald   q  eine   einigermassen    grosse  Zahl  ist,   so   verwickelte 
Rechnungen  erfordert,  dass  deren  wirkliche  Ausführung  so  gut 
wie  unmöglich  ist,  weswegen  in  der  Regel  auch  nur  die  ein- 
fachsten Fälle  behandelt  werden,   wo  gr  =  2   oder  =  3  ist. 
Aber  jedenfalls  ist  die  Arithmetik   nicht  im  Stande   in   einer 
allgemeinen  Formel  auszudrücken,  auf  welche  Weise  die  ge- 
gebenen Werthe   a  und  q  zusammengesetzt  werden   müssen, 

damit  der  Werth  des  Ausdrucks  y/a  erhalten  wird. 

In  ähnlicher  Weise  verhält  es  sich  mit  den  Logarithmen. 
Die  Arithmetik  kann  nur  nachweisen,  dass  man  sich  durch 
eine  fortgesetzte  Reihe  Operationen  (Wurzelausziehungen)  einem 
Werthe  nähern  kann,  welcher,  nach  der  Definition  des  Begriffs 
Logarithme,  auf  diesen  Namen  Anspruch  machen  kann, 
aber  sie  kann  nicht  nachweisen,  wie  der  Werth  dieses  Loga- 
rithmen durch  eine  allgemeine  Formel  aus  der  jedesmal  ge- 
gebenen Zahl  zusammengesetzt  werden  kann.  Auch  lässt 
die  Arithmetik  die  Frage  unbeantwortet^  ob  es  ausser  dem 
Werthe,  welchen  sie  als  Logarithme  bezeichnet,  nicht  noch 
andere  giebt,    welche  ebenfalls   auf  diesen  Namen   Anspruch 

machen  können,  d.  h.  ob  die  Gleichung  a'ssb  nicht  verschie- 
dene Lösungen  hat,  wenn  man,  wie  bei  der  Wurzelausziebung, 
auch  imaginäre  Werthe  von  x  zulässt. 


2. 

Diese  Lücken  auszufüllen  ist  der  nächste  Zweck  der  al- 
gebraischen Analysis.  Seinen  Ausgangspunkt  nimmt 
dieser  auf  die  Arithmetik  folgende  und  sie  voraussetzende 
Theil  der  Wissenschaft  von  folgenden  Betrachtungen.  Da  die 
Arithmetik  bestimmte  Zahlen  zu  möglichst,  einfachen  Resultaten 
zu  verknüpfen  sucht,  wonach  die  ursprünglich  gegebenen  Zah- 
len so  mit  einander  verbunden  werden,  dass  sie  in  dem  er- 
haltenen Resultate  nicht  mehr  zu  erkennen  sind,  so  wird  die- 
ses  Resultat  auch  nicht  mehr  zeigen,  wie  es  durch  das  Zu- 
sammenwirken der  gegebenen  Zahlen  entstanden  ist. 

Die  Arithmetik  sieht  sich  daher  schon  bei  den  einfachsten 
Operationen,  da  wo  sie  deren  allgemeine  Gesetze  in  Zeichen 
ausdrücken  will,  genöthigt,  die  Buchstabenrechnung  zu  Hülfe 
zu  rufen,  d.  h.  statt  der  bestimmten  Zahlen  allgemeine  Sym- 
bole zu  wählen,  welche  jede  Zahl  vorstellen  können,  aber 
ebendeswegen  sich  nicht  mehr,  wie  bestimmte  Zahlen,  zusam- 
menziehen lassen.  Diese  Bezeichnung  unbestimmter  Zahlen 
durch  Buchstaben  entbehrt  aber  ihrerseits  des  grossen  Vor- 
zugs, durch  welchen  unsere  gegenwärtige  Arithmetik  ihre 
wissenschaftliche  Ausbildung  erlangt  hat  und  der  bekanntlich 
darin  besteht,  dass  alle  Zahlen  durch  ein  bestimmtes  Zahlen- 
system ausgedrückt  sind.  In  unserer  Arithmetik  ist  hierbei 
zufällig  die  Zahl  Zehn  als  Grundzahl  gewäldt  worden. 
Eine  jede  ganze  Zahl  wird  durch  Vielfache  von  Potenzen  der 
Zahl  10  ausgedrückt,  indem  man  von  dem  Vielfachen  irgend 
einer  höchsten  -in  der  Zahl  enthaltenen  Potenz  von  10  bis  zu 
dem  Vielfachen  der  niedrigsten  (nullten]  Potenz  herabgeht. 
Jede  ganze  Zahl  wird  auf  diese  Weise  durch  eine  Summe  von 
Vielfachen  der  abnehmenden  Potenzen  von  10  ausgedrückt. 
So  z.  B.  hat  man  5364  =  5  .  10'  +  3  .  10»  -f  6  .  10^ 
-(-  4  ._  10^.  Offenbar  liegt  in  dieser  Art  die  Zahlen  zu  schrei- 
ben eine  Willkühr,  da  man  sich  mit  demselben  Rechte  der 
aufsteigenden  Potenzen  hätte  bedienen  können.  Was  gegen- 
wärtig 5364  heisst,  hätte  nach  Uebereinkunft  auch  4365  = 
4  .  lOO  -f"  6  .  10*  +  3  .  10«  +  5  .  105  heissen  können. 

In  ihrer  weiteren  Entwickelung  sieht  sich  die  Arithmetik 
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veranlasst  auch  Brüche  so  auszudrücken,  dass  ihr  Werth  nach 
abnehmenden  Potenzen  der  Zahl  10  geordnet  ersebeint,  was 
wir  Decimalbrücbe  nennen.  Sie  bedient  sich  hierzu  der 
negativen  Potenzen  der  ZaM  10.    So  ist  z.B.  der  Decimal- 

bruch  0,123  =  1  .  10""*+  2  .  lO''^^  3  .  lOT^  Während 
aber  die  ganzen  Zahlen  immer  aus  einer  end liehen  Anzahl 
nach  Potenzen  der  Grundzahl  geordneter  Glieder  bestehen, 
muss  die  Arithmetik,  bei  den  Decioiiaibrüchen,  in  den  meisten 
Fällen  ,eine  ins  Unendliche  fortlaufende  Giiederreihe  zulassen, 
wodurch  der  für  ihre  weitere  Entwiokelnng  so  fruchtbare  6e« 
danke  der  unendlichen  Reihe  entsteht.  So  kann  z.B.  dar 
Bruch  ^  als  Decimalbruch  nur  durch  die  unendliche  Reihe 
i  =  3(^)  +  3(^)*  +  3[^)^  + ausgedrückt  werden. 

3. 

Die  algebraische  Analysis  geht  nun,  um  zu  ihrem  Ziele 
zu  gelangen,  von  einer  Grundlage  aus,  welche  die  Vorzüge 
der  Arithmetik  und  der  Buchstabenrechnung  vereinigt.  Sie 
beginnt  nemlich  damit,  dass  sie  eine  jede  Zahl  durch  eine 
Reihe  Glieder  ausdrückt,  die  nach  Potenzen  einer  Grundzahl 
geordnet  sind;  zu  dieser  Grundzahl  nimmt  sie  aber  nicht,  wie 
die  Arithmetik,  eine  bestimmte  Zahl,  sondern  vielmehr  ein 
unbestimmtes  Zeichen,  etwa  o?,  unter  welchem  man  sich  eine 
jede  beliebige  Zahl  denken  kann.  Lttsst  man  zunächst  nur 
solche  Ausdrücke  zu,  welche  ganze  positive  Pote«zen  von 
w  enthalten,  so  werden  die  Zahlen  entweder  durch  eine  Reiba 
von  der  Form 

m  m — l  m — 2  ^ 

A)  ax      ~\r  bx  -{-ex  +  •  •  .   +  &P 
ausgedrückt  werden,    wenn  man  nach  fallenden  Potenzen  von 
X  ordnet,    o^er  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

B)  aa?o  ^  bx^  +  cx^  +  ,  .  .  , 
wenn  man  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ordnet. 

Die  Grössen  a,  b,  c,  ,  ,  ,  mit  welchen  die  verschiedenen 
Potenzen  von  x  multiplicirt  sind,  nennt  man  Coefficienten, 
sie  bedeuten  nicht  mehr,  wie  die  ihnen  entsprechenden  Zah- 
len in  der  Arithmetik,  nur  ganze  positive  Zahlen,  sondern 
können  jeden  beliebigen  Zahlcnwerth  haben. 


An  und  Ar  sieb  aind  die  beideii  Foroiea  A)  und  B)  voU^ 
kommen  gteich  berechttgi,  indessen  hat  die  zweite  Form  einen 
wesentlichen  Vor»ig.  Dureb  die  Formel  A)  kann  man  nem- 
lich  nur  einen  ans  einer  endlMien  Glied/erzahl  bestehenden 
Ausdruck  darstellen,  da  man  mit  einer  bestimmten  Potenz  (der 
m<«")  begmnt  nnd  bis  zur  nullten  fortgeht  Die  Form  B)  da- 
gegen kann  aber  nicht  blos  ebenfalls  Ausdrücke  darstellen, 
welche  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehen,  sondern  sie 
kann  ausserdem  auch  eine  unendliche  Reihe  darstellen,  indem 
man  sich  die  Glieder  bis  zu  jeder  noch  so  hohen  Potenz  Yon 
X  fortgesetzt  denken  kann. 

Da  nun  schon  die  Arithmetik,  wie  oben  erwähnt  wurde, 
die  unendlichen  Reihen  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zie- 
hen muss,  so  wird  dies  um  so  mehr  bei  der  algebraischen 
Analysis  der  Fall  seyn.  Aus  diesem  Grunde  soll  im  Folgen- 
den die  Form  B)  vorzugsweise  benutzt  werden. 

Indem  nun  die  algebraische  Analysis  von  der  Darstellung 
der  Zahlen  durch  Reihen  dieser  form  ausgeht,  muss  ste  naick-* 
weisen,  ob  und  wie  die  Operationen,  welche  die  Arithmetik 
an  bestimmten  Zahlen  ausgeführt  h^t,  sich  auch  auf  solche 
Reihen,  ausdehnen  lassen.  Man  kann  daher  die  algebraische 
Analysis  dadurch  definiren,  dass  man  sagt,  sie  lehrt  das  Rech- 
nen mit  Reihen  die  nach  positiven  (steigenden]  Potenzen  einer 
Grundgrösse  geordnet  sind.  Man  hat  sie  mitunter  bezeich- 
nender die  allgemeine  Arithmetik  genannt,  da  es  sich 
in  der  That  um  eine  Verallgemeinerung  der  Arithmetik  han- 
delt, doch  ist  dieser  Name  wenig  in  Gebrauch  gekommen. 

4. 

Es  kann  den  Anschein  liaben  als  sey  der  algebraischen 
Analysis  mit  dieser  DefiniMon  eiiie  zu  beschränkte  Qrundlage 
gegeben.  Denn  da  schon  in  dem  speciellen  Fa)le,  w/elchen 
die  4i'i^hmetik  behieiddeU,  Reihen  zugelassen  werden  müssen, 
welche  «ach^  negativen  Potenzen  der  Grundzahl  fort^cbrei- 
ten^  sa  ndisßte  dies  «19  so  mehr  in  den ;  aligemeineren  Betrach-* 
langen  der  algebraisohen  Analysii^  der  F^ll  seyn.  Indessen 
isl  leipht  ^«ci|zawe|isen>|^  4a^s  sqlche  Reiben  immer  in  4indere 


6 

verwandelt  werden  können,   die   nach  den  positiven  Potenzen 
einer  Grundgrösse  fortgelien.    Man  denke  sich  die  Reihe 


sey  a  positiv  und  h  negativ,  so  wird  a  -{"  6  positiv  seyn 
wenn  a  >>  6,  zugleich  ist  a  -)-  6  <;  a;  ist  auch  a  >>  26,  so 
wird  a  4"  2fr  ebenfalls  positiv  seyn  aber  zugleich  a-{- 2fr  <la-}- fr. 
Die  Reihe  wird  also  in  ihrem  Anfange  nach  abnehmenden 
positiven  Potenzen  von  x  fortgehen.  Ist  a^  rh  und  zu- 
gleich a  <!  (r  +  1)^»  so  wird  der  Exponent  a  '^^  rh  noch 
positiv  seyn,  dagegen  wird  der  Exponent  a-^tr-^Ijfr  wie 
alle  folgenden  negativ  seyn.  Diese  Reihe  wird  also  dem  arith- 
metischen allgemeinsten  Falle  entsprechen,  wo  ein  Zahlenaus- 
druck BUS  einer  ganzen  Zahl  und  einem  Decimalbruche  zu- 
sammengesetzt ist.  Schreibt  man  aber  statt  dieser  Reihe  den 
gleichgeltenden  Ausdruck 

X    [A  +  Bx      +     Cb^*  +  ö«^*  +  •  -  t  ) 
so  ist  nun  die  ursprüngliche  Reihe  in  zwd  Faktoren  zeriegl, 

wovon  der  eine,  nemlich  x  ,  eine  einfache  Potenz  von  x  ist, 
von  welcher  man  absehen  kann,  wenn  es  sich  um  das  Rech- 
nen mit  Reihen  handelt.     In  dem  anderen  Faktor  aber  setze 

man  das  Zeichen  y  für  o; ,  dann  geht  er  in 

il  +  ßy  +  C^»  +  i>y5  +  .  .  . 
über,  welches  wieder  eine  Reihe  von  der  Form  B)  ist,  so  dass 
man  mithin,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  bei  dieser 
Form  stehen  bleiben  kann.  Aus  diesem  Grunde  werden  wir 
im  Folgenden  unter  dem  Worte  Reihe  immer  eine  Reihe  von 
der  Form  B)  verstehen. 

6. 

Es  steOt  sich  aber  dem  Rechnen  mit  Reihen  gleich  im  er- 
sten Anfange  eine  grosse  Schwierigkeit  entgegen.  In  der 
Arithmetik  haben  wir  es  nur  mit  ganz  bestimmten  endlichen 
Zahlenwerthen  zu  thun,  deren  Verknüpfung,  was  wir  eben 
Rechnen  nennen ,  wieder  auf  bestimmte  endliche  Zahlen- 
werihe  führt,  wenn  man  von  besonderen  Ausdrücken,  wie  z.  B. 
^  oder  ^,  absieht.    Auch  diejenigen  Zafalenausdrücke^  welche 


aas  einer  u«eiidliebeji  GliecLarreiher  bestehen  ^  sind  doch  immer 
endlicke  ftwisohen  bestimmten  Grenzen  eingeschlossene  Werthe. 
So  z.  B.  die  in  das  Unendliche  fortlaufenden  Dedmalbrüche,^  die 
sich  desle  mehr  einer  bestimmten  Grenze  nfthern,  je  mehr  rh^, 
rer  ersten  Glieder  man  znsammenzfthlt 

Hat  man  dagegen  einen  in  das  Unendliche  fortlaufenden 
Ausdrudi  von  der  Form 

wo  sowohl  die  Coefficienten  wie  die  Qrundzahl  x  ganz  tinbe^ 
stimmte^  wenn  auch  endliche  Werthe,  slnd^  so  ist  es  sehr  wohl 
möglich  dass  ein  solcher  Ausdruck,  obgleich  er  nur  alle  denk-^ 
baren  Zahlen  in  allgemeinster  Form  angeben  soll,  wenn  man 
für  die  Coefficienten  und  die  Grundzahl  bestimmte  Werthe 
setzt,  durchaus  keinen  bestimmten  Werth  mehr  hat,  sondern 
etwas  alle  Grenzen  üeberschreitendes  darstellt.  Setzt  man  z.  B. 
a;:=l,  a:=l,  fts=2,  c  =  3  und  so  fort  für  die  folgen- 
den Coefificienten  die  auf  einander  folgenden  ganzen  Zahlen, 
so  geht  die  Reihe  in 

1^.2  +  3  +  44-5  +  ... 

über  und  man  sieht  sogleich,  dass  diese  Reihe,  je  mehr  ihrer 
ersten  Glieder  man  zusan^mennimmt,  einen  desto  grösseren 
Werth  giebt,  welcher  zuletzt  über  jeden  angebbaren  Zahlen- 
werth  hinauswächst.  Diese  Reihe  drückt  also  gar  keinen  be- 
stimmten Zahlenwerth  aus  und  man  kann  ebendeswegen  mit 
ihr  nicht  im  Sinne  der  Arithmetik  rechnen,  obgleich  sie  als 
einzelner  Fall  in  der  allgemeinen  zu  Grund  gelegten  Form  B) 
enthalten  ist. 

Wollte  man  sagen  dass  man  mit  Reihen  von  der  Form  B 
nur  linier  der  Beschränkung  rechnet,  dass  sie  einea  bestimm* 
ten  Zahlenwerth  haben ,  so  würde  hierdurch  die  Allgemeinheit 
det  Betrachtung,  welche  ja  d^  wieseniUpbe  Vorzug  der  algor* 
brnischen  Aaalysis  seyn  soll,  aufgehoben,,  dsmüssten  zugleich 
sofort  beim  Beginn  der  Untevsuchiuigen  die  Kennzeichen  9p- 
gegeben  werden  durch  welche  man  die  FäUe,  in  denen  die 
Form  B)  einen  beslimmt^n  Werth  ausdrü^t,  von.  jenen  unter- 
s^eiden  könnte,  wo  dies  nicht  der.  Fall .  ist ,  während  diese 
Kennzejiehen  erst  sj^Mer  aus  der  bis  zu  einer  gewissen .  Stufe 
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etitwfokellea  algebraischen  Analyds  abgeleilel  tretden  sollen. 
Es  wird  daher  nothwendig  seyn  die  Definitionen  d^er  Opera- 
tionen der  Arithmetik  so  zu  modificiren,  das«  sie  aaf  Rethm 
von  der  Form  B),  auch  wenn-  diese  in  ihrer  g$mzm  Allge*- 
meinheit  belassen  werden,  anwendbar  aind.  Die  nach  Anlei<~ 
tnng  solcher  Definitionen  gestifteten  Verknttpfnngen  der  Reihen 
wird  das  Rechnen  mit  Reihen  ausmachen.  Es  wird  aber 
zugleich  spflter  nachzuweisen  sep,  Wie  diese  Definitionen  mit 
den  als  bekannt  vorausgesetzten  Definitionen  der  Arithmetik 
dann  zusammenstimmen^  wenn  jene  Reihen  wirklieb  bestimmte 
ZaUenwerthe  ausdrücken. 

6. 

Zwischen  dem  Rechnen  mit  Reihen  und  dem  Rechnen  mit 
Zahlen  findet  zugleich  ein  wesentlicher  formeller  Unterschied 
statt.  Verknüpft  man  Zahlen  mit  einander,  so  setzt  man,  statt 
der  Summe  zweier  Zahlen,  die  Zahl  welche  die$e  Summe  aus* 
drückt,  statt  der  Differenz  zweier  Zahlen,  die  Zahl  welche  diese 
Differenz  ausdrückt  u.  s.  w.  Man  schreibt  z.  B.  4  statt  2  -|-  2 
und  1  statt  3 — 2.  In  dem  Resultate  der  Verknüpfung  gewisser 
Zahlen  kommen  also  diese  Zahlen  nicht  mehr  unmittelbar  vor, 
im  Gegentheil  ist  es,  wie  schon  oben  hervorgehoben  wurde, 
eine  wesentliche  Eigenschaft  des  Rechnens  mit  Zahlen,  dass 
man  diese  zusammenzieht  und  in  andere  verwandelt.  Man 
kann  also  auch  aus  dem  Resultate  nicht  mehr  die  Zahlen  er- 
kennen, durch  deren  Zusammenwirken  es  entstanden  ist.  An- 
ders verhält  es  sich  bei  dem  Rechnen  mit  Reihen.  Verknüpft 
man  mehrere  solche  mit  einander,  so  kann  eine  Zusammen- 
ziehung nur  in  sofern  in  dem  Resultate  statt  finden,  dass  man 
die  einzelnen  Theiie,  welohe  dieselbe  Potenz  röw  m  enibalten, 
in  ein  einziges  Glied  Zusammenstellt.  Eine  Zusammenziehung 
der  Coefflcienten  ist  afoe^  nätürHdi  nicht  möglieb.  Diese  wer- 
den vielmehr  unveründert  in  dem  Resultate  wieder  zu  erken- 
nen seyn,  und  das  eigentliche  Wesen  des  Rechnens  wird  also 
hier  darin  bestehen,  da^  man  das  Gesetz  erkennt  nach  iwel- 
chem,  bei  einer  gewissen  Operation,  die  Goefficienten  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Reiben  in  dDm  Resultate  zusammentreten. 
Es  wird  sich  ali^  jedesmal  um  einen  einiselnen  Fall  aus  dem 
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allgemeinen  Gebiete  jener  Wissenschaft  handeln,  welche  man 
die  Combinatianslehre  nennt,  deren  Anrgtthe  es  ist,  die 
▼ersehledenen  möglichen  Zasammenstellnngen  nebst  deren  ge««> 
setMmftssiger  Ausfllhrang  zu  bestimmen,  wddie  bei  einer  ge« 
gebeiten  Anzahl  Gegenstttnde  statt  finden  können.  Insofern 
daher  die  Combinationslehre  eine  nnentbehriiehe  Hälfswissen« 
Schaft  der  algebraischen  Anaiysis  ist,  soll  dieselbe  eunftchsl 
soweit  entwickelt  werden,  als  es  für  die  spftteren  analytiscben 
Beiracbtungen  erforderlich  ii4v 


Zweites  Kapitel. 

ici.  Blenieiite  der  Combmatiraslelm« 


-tt- 


7. 

In  der  Combinationslehre  werden  die  fiegenstinde,  welche 
in  einer  gewissen  Ordnung  znsammengesteRt  werden  sollen^ 
Elemente  genannt  und  jede  solche  Zusammenstellvng  eine 
Form.  Da  es  hierbei  gar  nicht  darafaf  ankommt,  welcher 
Art  diese  Gegenstände  sind,  so  kann  man  sie,  was  auch  ihre 
sonstige  BeschaiTenheit  sey,  durch  Symbole  bezeichnen,  welche 
dazu  dienen  die  einzelnen  Gegenstände  oder  Elemente  von 
einander  zu  unterscheiden.  Am  einfachsten  geschieht  dies  da- 
durch, dass  man  sie  numerirt  d.  h.  dass  man  irgend  ein  Ele- 
ment durch  die  Ziffer  1,  ein  anderes  durch  die  Ziffer  ^  U  s.  w. 
bezeichnet.  Man  spricht  alsdann  ron  einem  Elemente  1,  einem 
Elemente  2  u.  s.  w. ,  wobei  jedoch  durchaus  nicht  an  den 
Zahlenwerth  dieser  Ziffer  gedacht  werden  darf,  da  sie^  wie 
geisagt,  nur  dazu  dienen  die  verschiedenen  Elenrente  einzeln 
SU  bezeichnen.  Mitunter  ist  es  vortheiihtft  auch  die  Null  als 
Symbol  eines^  Elements  anzuwenden. 

Diese  Bezeichnung  der  Elemente  ist  ausreichend,  wenn 
man  sich  nur  ein^  einzige  Elementenreihe  denkt.  Mitunter 
aber  können  die  Elemente  in  verschiedene  Reihen  vertheilt 
seyn  und  esT  kann  nothwendig  seyn  nicht  blos  die  einzelnen 
Hi^ibente*  einer  jeden  Reihe   von  einander  m 


aondern  durch  die  B^ieichnuag  auch  attuadrttdi^n  w  wdcher 
Rmhe  irgend  ein  Element  .gehört.  In  diefem  Falle  mius  ür 
alle  2U  derselben  Reihe  gehörenden  Elemente  ein  geroeinsaBiea 
Symbol  angewandt ,  mit  diesem  aber  noch  ein  »weites  verbnn- 
den  werden ,  durch  welches  wieder  die  einaelnan  Elemente  der 
Reihe  unterschieden  werden.  Am  hAufigsten  bedient  man  sieb, 
om  die  Reihen  zu  unterscheiden ,  d^r  Bachslaben.  Man  be- 
zeichnet also  z.  B.  alle  Elemente,  welche  zu  einer  bestimmten 
Reihe  gehören,  durch  den  gemeinsamen  Buchstaben  a.  Um 
aber  die  einzelnen  Elemente  von  einander  zu  unterscheiden, 
benutzt  man  wieder  die  Ziffer,  welche  man  mit  dem  Buch- 
staben zusammenstellt,  so  dais  etwa  die  einzelnen  Elemente 
durch  Oq)  (h)  ^  "  *  bezeichnet  werden.  Ebenso  werden  die 
Elemente,  die  einer  zweiten  Reihe  angehören,  durch  &o,  fri,  62-*- 
ausgedrückt  werden  können  u.  s.  w.  Jede  den  Buchstaben 
beigesetzte  Ziffer  pflegt  man  einen  Index  zu  nennen. 

Obgleich  diese  Bezeichnungsweise  einen  sehr  ausgedehu'^ 
len  Gebranch  zulftsst,  giebt  es  doch  Fälle  in  welchen  sie  un- 
zureichend ist.  Schon  der  Umstand  dass  jedes  Aiphabet  nur 
eine  beschränkte  Anzahl  Buchstaben  enthält,  also  bei  einer 
grösseren  Anzahl  Elementenreihen  nicht  mehr  ausreicht,  zeigt 
ihre  Mangelhaftigkeit.  Sie  wird  aber  gänzlich  unbrauchbar, 
wenn  es  darauf  ankommt,  ein  Symbol  für  irgend  eine  Reihe 
anzugeben,  deren  Stellung  unbestimmt  bleiben  soll,  so  dass  es 
nicht  die  erste  oder  die  zweite  Reihe  u.  s.  w.  sondern  irgend 
eine  Reihe  seyn  soll.  Denn  gerade  die  Buchstaben  sind  es, 
welche*  wir  in  der  Algebra  zur  Bezeichnung  einer  unbestimm- 
ten Zahl  anwenden,  während  wir  hier  schon  jeden  einzelnen 
Buchstaben  zur  Gharakterialrung  einer  einzelnen  Reihe  anwenden. 

Der  Natur  der  Sache  angemessener  ist  es  die  Reihen  eben- 
falls ^urch  Ziffer  zu  bezeichnen.  Jedes  Element  wird  dann 
durch  zwei  Ziffer  bezeichnet,  wovon  die  eine  die  Stellung 
der  Reihe,  zu  welcher  das  Element  gehört,  die  andere  die 
Stellung  des  Elements  in  der  Reihe  angiebt*  Pestimmt  man 
etwa,  dass  von  zwei  neben  einander  gesetzten. Ziflbrn,  die 
erste  auf  die  Reihe  und  die  zweite  auf  das  Element  deutet, 
so  würde  z.  B.  [1,  2]  das  zweite  Element  der  ersten  Reihe 
s^yii  tt.  s«  w.     Vermöge  dieser  Bezeiahnungsweise  kann  man 
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mithin  «in  unbestimmtes  Element  einer  unbertioimten  Beilie 
ausdrücken  und  es  wird  z.  B.  [r,  «]  da»  «te  Element  der  Heft 
Reihe  seyn.  Bei  manchen  Untersuchungen  kann  ein  selehea 
allgemeines  Symbol  gar  nicht  entbehrt  werden.  Für  die  firi-» 
genden  analytischen  Betrachtungen  reicht  die  Beseichnui^  der 
Reihen  durch  Buchstaben  und  der  Elemente  durch  Indfoea 
fast  immer  aus,  und  iVir -werden  dieselbe  beibehidten,  wdl 
sie  in  Schrift  und  Druck  bequemer  ist  *). 

8. 

Die  combinatorischen  Untersuchungen  ^  welche  nur  eine 
einzige  Elementenreihe  voraussetzen,  zerfallen  in  zwei  Haupt- 
klassen. Entweder  sollen  aus  den  gegebenen  Elementen  For- 
mcR  gebilddt  werden,  so  4$i$6  in  jeder  Form  a 1 1  e . Elemente 
vorkommen,  und  es  sollen  alle  mögUchea  Formen  angegeben 
w^en ,  welche  «us  einer  Aenderung  in  der  Aufeinanderfolge 
der  Elemente  entstehen.  Die  Ausführung  dieser  combinatori- 
schen Operation  nennt  man  Permutiren  und  die  einzelnen 
Formen  Permutationen.  Bei  dem  Permutiren  liegt  also  die 
Versclttedeiiheit  der  Formen  blos  in  der  Verschiedenheit  der 
Stellung  der  Elemente,  während  diese  selbst  in  allen  Formen 
die^  nämlichen  sind. 

Betrachtet  man  dagegen  die  Verschiedenheit  der  Stellung 
als  gleichgültig,  so  dass  zwei,  dieselben  Elemente,  wenn  auch 
in  verschiedene  Stellung,  enthaltenden  Form^  als  identisch 
angesehen  werden,  und  verlangt,  dass  die  Elemente  einzeln, 
'  oder  zu  zweien ,  zu  dreien  u.  s,  w.  znsanimengestellt  werden, 
80  dass  alle  Formen  gebildet  werden,  welche  nicht  genau  die- 
selben Elemente  enthalten,  so  nennt  man  die  Ausführung  die- 
ger  combinatmschen  Operation  C o m b i niren,  im  engten  Sinne 
des  Wortes,  und  die  einzelnen  Formen  Combinationen. 

Man  untersch^det  höhere  Elemente  und  niedrigere. 
Je  nachdem  nemlich.  dto  Elemente  durch  Ziffer  oder  durch 
Buchstaben  mit  angehängten  Indices  bezeichnet  werden,  nennt 
man  von  zwei  Elementen  dasjenige  das  höhere^  welches  durch 


*)   In  $•  5  t  ff,  ist  jedoch  von  dem   allgemeineren    Sjrmbol  Ge- 
brauch gemaeht.  ^ 


eine  Ziffer  von  grösserem  ZaUettweiibe,  Oiler  dur^  einen 
Bochstahen  mit  angebtagtem  Index  van  grosserem  Eahlen«- 
werllie  beseiobnet  wird.  Ebenso  untenrfloheideU  mstn  böfaiere 
Formen  ind  niedrigere,  indem  mtn  von  zwei  Forfn^n, 
mögen  sie  eine  gleiche  oder  ver$ebiedfne  Anxuhl  Bl^eiite 
enthalten,  diejenige  als  die  höhere  ansieht,  in  welcher,  vo» 
Aer  Linhoa  nach  der  Rechten  gezählt,  früher  als  in  der  ande- 
ren ein  höheres  Element  yorkommtw  Die  niedrigste  Form 
ist  mithin  diejenige,  in  welcher  jede  Stelle  durch  das  nie- 
drigste Element  eingenommen  wird,  welches  möglicher  Weise 
in  derselben  stehen  kann. 

9. 

Als  Zeichen  für  die  Operation  des  Permnlirens  nebHieii 
wir  den  Buchstaben  P.  Sollen  z.  B.  aus  den  Elementen  1,  2,  ..«j» 
sämmtliche  Permutationen  gebildet  werden,  se  wird  deren  G^^ 
ffammtheit  durch  F(l,  2  .  . .  n)  angedeutet.  Um  nnn  diesieTev^ 
mntationen  vollständig  zu  finden,  bilde  man  zuerst  die  Peraiix^ 
ffttlonen  aus  den  zwei  Elementen  1,  2/  Dves  giebt  die  zwei 
Formen  12,  21  welche  mitbin  durch  F(l,  2)  ang^dentet  wer- 
den. Man  nehme  nun  das  Element  9  und  setze  es  in  j.eider 
dieser  Formen  an  jede  der  drei  Stellen  die  es  einnehmen  kann, 
so  erhält  man  die  sechs  Formen  812,  132,  128,  321,  231,  213, 
dies  sind  alle  in  P(l,'2,  3)  enthaltenen  Formen.  Setzt  man 
nun  wieder  in  jeder  dieser  Formen  das  Element  4  an  jede 
der  4  Stellen  die  es  einnehmen  kann,  so  erhält  man  P(l,2, 3,  4) 
und  indem  man  so  fortführt,  erhält  man  zuletzt  P  (1,  2  . . .  n). 

Dies  Verfahren  zeigt  zugleich  wie  gross  die  Anzahl  der 
Permutationsformen  welche  aus  n  Elementen  gebftiet  'werden 
können,  oder,  wie  man  sagt,  die  Permuialionszahl  fttr  n 
Elemente,  ist.  Bezeichnet  man  diese  Zahl  durch  iVP(l,2...«), 
so  hat  man  NP  (l,  2J  =1.2.  Nun  fißdei  man  P  (1,  2,  3)  aus 
P(l,2)  indem  man  in  jeder  darin  enthaltenen  Foran  das  Ele«- 
ment  3  an  drei  verschiedene  Stellen  setzt,  mithin  ist  M^(  1,2^31 
=  1.  2.  3.  Ebenso  folgt  NP  (ly  2,  3,  4)  ^  1:  2.  3.  4  wad 
allgemein  NP  (1,  2,  .  .  .  n)  =  1.  2.  3  . .  n. 

Im  Varhergehex\den  wurde  vorausgesetzt^  dai^  die  Ele- 
mente sämmtlich  unter  einander   verschieden   sind.     Mitunter 


IB 

kommt  es  aber  smcli  ver,  4aBs  man  sieh  mebrere  Blemenle 
als  identisch  vorstellt  ^  die  mitiuii  auch  durch  dasselbe  Zeichen 
angedeutet  werdea  laüsseo.  Bei  dieser  Yoraussetziuig  fallen 
alsa  alle  die  Formen  in  eine  zosammen ,  welche  bis  jetzt  nur 
deswegen  als  verschiedene  erschienen,  weil  die  jets^t  gleich- 
geltenden Elemente  ihre  Stellen  unter  einander  vertauscht  hat- 
ten. Es  vermindert  sich  daher  die  frühere  Permutationszahl 
für  n  Elemente  im  Verhältniss  der  Zahl,  welche  angiebt,  wie 
oft  man  die  jetzt  gleichen  Elemente,  wenn  sie  als  verschie- 
dene angesehen  würden,  unter  einander  permutiren  könnte. 
Hat  man  mithin  unter  n  Elementen  q  gleiche,  so  ist 

1)        WP(1,2  ...  n)  =  14^  =  (<?+!)  («^^^  •••  • 

1,1   ...  9 

Hat  man  unter  n  Elementen  eine  Gruppe  von  q  unter 
sich  gleichen,  und  eine  andere  Gruppe  von  r  unter  sich  glei- 
chen Elementen,  so  ist 

^  '  '         1.2..y.l.2...r  1.2  ..  r 

_  (r  +  l)  {r-j-2)...n    ») 
~  1.2  ...  y 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Permntationszahl,  wenn 
mehr  als  zwei  Gruppen  gleicher  Elemente  vorhanden  sind.      ^ 

10. 

Als  Zeichen  für  die  Operation  des  Combinirens  (im  en- 
geren Sinne)  nehmen  wir  den  Buchstaben  C  und  bezeichnen 
durch  C  (1,  2,  . . .  n]  den  Inbegriff  aller  aus  diesen  Elemehteti 
gebildeten  Combinationen.  Man  unterscheidet  hier  verschiedene 
Combinationsklassen.  Die  Elemente  einzeln  genommen  bilden 
die  erste  Klasse,  die  Zusammenstellung  zu  zweien  die  zweite 


*)  Üieie  Formel  enth&lt  zugleich  eiDen  intereissnteii  arithaeti- 
sehen  Lehnnti^  Da  nemiich  eine  Permutatioasiahl  der  Natur  der 
Sache  iiaeh  otir  eine  ganze  Zahl  «ey 0  kann ,  so  sagl  diese  Formel, 
dass  wenn  9 -^  r  nicht  grösser  als  n  ist,  sowohl  das  Produkt  (f-f".!) 
^  4~  2)  .  .  .  n  durch  1  .  2  . ,  r  als  auch  das  Produkt  (r  -|-  U  («*  "h  '^)  *  *  *  ^ 
durch  1  .  2  . .  ^f  theilbar  ist.  Aehnliche  Sätze  folgen  aus  der  Permu- 
tationszahl ,  welche  bei  mehr  als  zwei  gleichen  Elementengruppen  an- 
zuwenden ist. 


u 

Klasse  u.s.w.     Die  Klasse  wird  durch  eiaea  ül^er  das  Combi- 

r 

nationszeichen  gesetzten  Index  angedeutet;  so  heisst  C(l,  2  ...  ü) 


c  • 


die  rte  Combinalionsklasse  aus  den  n  Elementen  1,  2, 
Auch  hier  kann  es  vorkommen  dass  mehrere  in  einer  Form 
erscheinenden  Elemente  als  identisch  betrachtet  werden.  Darf 
das  Element  1  z.  B.  *  mal  in  derselben  Form  rorkommen ,  so 
soll  dies  durch  Ik  angedeutet  werden,   und   so  in  alten  ilha- 

r 

liehen  Fällen.  Es  wird  also  z.  B.  durch  C  (U,  2i,  3m  .  .  .) 
der  Inbegriff  der  Formen  bezeichnet,  welche  zur  rlen  Classe, 
gebildet  aus  den  Elementen  1,  2,  3  . . .,  gehören,  wobei  je- 
doch in  derselben  Form  imal  das  Element  1,  ferner  /mal  das 
Element  2  u.  s.  w.  vorkommen  kann.  Für  die  Analysis  sind 
besonders  die  zwei  flussersten  Fälle  wichtig,  wo  nemlich  ent- 
weder  gar  kein  Element  wiederholbar  ist,  was  man  Combi- 
nationen  ohne  Wiederholung  nennt,  oder  wo  jedes 
Element  so  oft  wiederholbar  ist,  als  es  überhaupt  der  Grad 
der  Klasse  ierlaubt,  was  man  Combinationen  mit  unbe- 
schränkter Wiederholung  nennt. 

Da  bei  den  Combinationen  die  Stellung  der  Elemente  in 
der  Form  gleichgültig  ist,  so  macht  man  es,  um  eine  bestimmte 
Ordnung  zu  beobachten,  zum  Gesetz ,  die  Formen  so  zu  schrei- 
ben, dass  die  Elemente  in  ihrer  natürlichen  Ordnung  stehen, 
d.  h.  dass  kein  höheres  Element  einem  niedrigeren  vorausgeht. 

Dies  vorausgesetzt  kann  man  durch  folgendes  Verfahren 
die  sämmtlichen  zu  irgend  einer  Combinationsklasse  gehören- 
den Formen  finden.  Man  nehme  nemlich  an,  es  seyen  be- 
reits die  zur  r— Iten  Klasse  gehörenden  Formen  gebildet.  Um 
nun  die  Formen  der  nächst  höheren  rten  Klasse  zu  finden,  setze 
man  allen  Formen  der  r— Iten  Klasse  alle  zur  Verfügung  ste- 
henden unter  einander  verschiedenen  Elemente  vor,  welche 
niedriger  sind  als  die  Anfangselemente  dieser  Formen,  wenn 
es  nicht  gestattet  ist,  dieses  Anfangselement  nochmals  zu  wie- 
derholen ,  oder  welche  nicht  höher  sind ,  wena  dieses 
Anfangselement  nochmals  wiederholt  werden  darf.  Hierdurch 
erhält  man  offenbar  alle  Combinationen  der  rten  Klasse.  Da 
nun  die  Combinationen  der  ersten  Klasse  sich  von  selbst  er- 
geben, indem  sie  nichts  Anderes  sind,  als  die  einzelnen  ver- 
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schiedenen  Elemente ' selbst ,  se  kann  man,  Ton  Ihnen  aitas^ 
bend ,   die  €embiniitionen  eiaer  jeden  anderen  Klasee  finden. 

So  hat  man  z.  B.  C  (I2,  2]  =  1^  t.     Daraus  folgt  b  (I2,  2) 

=  11,  12;  e(l2,  2)  =  112. 

Die  Frage  nach  der  Anzahl  der  Combinationen  aus  einer 
bestimmten  Elementenzahl  und  einer  bestimmten  Klasse  hat 
für  die  folgenden  Untersuchungen  nur  in  dem  besonderen  Falle 
Wichtigkeit,  wenn  die  Elemente  als  nicht  wiederholbar  gedacht 
werden.    Bezeichnet  man  dann  die  Anzahl  der  Combinationen 

r 

zur  Klasse  r  aus  den  Elementen  1,  2,  ...  n  durch  NC (l,  2  ...  n) 
so  findet  man  diese  Zahl  auf  folgende  Weise.   Da  die  erste  Klasse 

die  n  einzelnen  Elemente  enthfllt,  so  ist  offenbar  iVC(l|  2  ...  n] 
s=:  n.  Man  setze  nun  jedes  der  n  Elemente  den  übrigen  n — 1 
Elementen  vor,  so  giebt  dies  n  .  n — 1  Formen.  Dies  sind  aber 
die  Combinationen  der  zweiten  Klasse  nebst  ihren  Permit- 
tationen,  da  jedes  der  n  Elemente  jedem  anderen  sowohl 
vorangeht  als  nachfolgt.  Dividirt  man  daher  n  ,  n  —  1  mit 
der  Permutationszahl  zweier  Elemente,  also  mit  1  .  2,  so  er- 
hillt  man 

Setzt  man  vor  jede  der  n  . » —  1  Formen  die  einzelnen  nicht 
darin  enthaltenen n — 2  Elemente, 'so  erhält  man  fi.fi<—l.fi  —  2 
Formen,  dies  sind  aber  die  Combinationen  der  dritten  Klasse 
nebst  ihren  Fermutationen,  mithin 

Ffthrt  man  so  fort^  so  findet  man  allgemein 

ft.n — 1  ...n-r-r-j-l 


2)        iVC  (1,  2,  ...  II)  = 


1  .  2 


11.. 
Während  bei  den  vorher  betrachteten  combinätorischen 
Operationen  nur  eine  einzige  ElementenreHie  vorausgeset;tt 
wird,  erfordert  die, Operation  desVariirens  das  Vorhanden- 
aeyn  mehrerer .  getrennter  Elementenreihen.  Es  wird  nemlich 
bei   dieaer  Operation   verlangt  dass  man  alle  Formen   bildet, 
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welohe  dadurch  entsteken,  dliss  aus  jeder  Reihe  ein  und  nur 
ein  Element  in  jeder  Form  vorkoaint.  Dia  eiMelnen  Formen 
nennt  man  Variationen.  Die  Stellung  der  Elemente  in  der 
Form  ist  hier  wieder  gleichgültig,  wie  bei  den  Combinationen, 
und  die  Verschiedenheit  zweier  Formen  wird  auch  hier  wieder 
dadurch  bedingt,  dass  sie  nicht  genau  dieselben  Elemente 
enthalten.  Bf  an  macht  es  daher  zum  Gesetz,  dass  die  Elemente 
der  ersten  Reihe  immer  die  erste  Stelle,  die  Elemente  der 
zweiten  Reihe  die  zweite  Stelle  u.  s.  w.  einnehmen  sollen,  ' 
Da  mithin  schon  durch  die  Stelle,  welche  ein  Element  ein- 
nimmt, die  Reihe  zu  welcher  es  gehört,  bezeichnet  ist,  so 
kann  man,  obgleich  verschiedene  Reihen  zu  unterscheiden  sind, 
doch  die  sämmtlichen  Elemente  durch  eine  einzige  Zahlenreihe 
ausdrücken.  Man  bezeichne  nemlich  das  nullte  Element  aus 
jeder  Reihe  durch  0,  das  Ite  Element  aus  jeder  Reihe  durch 
1  u.  'S,  w.,  so  zeigt  schon  die  Stelle ,  in  welcher  das  Element 
steht,  zu  welcher  Reihe  es  gehört.  Als  Zeichen  für  die  Ope- 
ration des  Variirens  dient  der  Buchstabe  V.  Sind  m  Reihen 
vorhanden,  so  enthält  jede  Variationsform  m  Elemente,  den 
Inbegriff  dieser  Formen  nennt  man   die  Variationen  der 

m 

mten  Klasse,  und  hat  dafür  das  Zeichen  F.    Die  einzelnen 

Elemente  der  ersten  Reihe  bilden  die  erste  Klasse.    Um  V  zu 

finden,  suche  man  zuerst  V  d.  h.  die  aus  den  zwei  ersten  ge- 
gebenen Reihen  zu  bildende  zweite  Variationsklasse.  Dies 
geschieht  dadurch,  dass  man  allen  einzelnen  Elementen  der 
ersten  Reihe  alle  einzelnen  Elemente  der  zweiten  Reihe  zu- 
setzt. Setzt  man  ferner  zu  allen  so  gebildeten  Formen  alle 
einzelnen  Elemente  der  dritten  Reihe,'  so  erhält  man  die  Va- 
riationen der  dritten  Klasse  und  kann,  indem  man  so  fortfährt, 
die  Variationen  jeder  Klasse  finden.  Da  alle  Elemente  jeder 
Reihe  mit  allen  Elementen  jeder  anderen  zusammengestellt 
werden,  so  ist  es  offenbar  ganz  gleichgültig  in  welcher  Ord- 
nung man  die  Reihen  verbindet,  d.h.  die  Variationen  aus 
m  Reihen  bleiben  immer  dieselben,  in  welcher  Ord- 
nung dfe  Reihen   auf   einander  folgen    mögen. 

Enthält  die  erste  Reihe  a  Elemente,  die  zweite  b  Elemente, 
die  dritte  e  Elemente  u.  s.  w.,  so  enthält  die  erste  Variations- 
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Masse  a  Formen ,  die  zweite  ab^  die  dritte  abc  n.  s.w.  Hat 
man  mithin  m  Reihen  und  enthält  jede  a  Elemente,  so  ist  die 

Anzahl  der  Formen  a  . 

/  • 

12. 

Für  die  analytischen  Untersuchungen  hat  der  Fall,  wenn 
alle  Reihen  identisch,  also  alle  ersten  Elemente  diesel- 
ben, alle  zweiten  Elemente  dieselben  sind  u.  s.  w.,  besonderes 
Interesse.  Dann  behält  jede  ein  Element  bezeichnende  Ziffer 
denselben  Werth,  in  welcher  Stelle  einer  Form  sie  stehen 
mag.  Alle  Variationsformen,  welche  dieselben  Ziffern,  nur  in 
anderer  Stellung,  enthalten,  werden  also  identisch  seyn,  und' 
man  Gndet  sie  mithin  alle,  wenn  man  eine  herausnimmt  und 
diese  permutirt.  Für  die  zu  permütirende  Form  wühlt  man, 
am  angemessensten ,  diejenige  in  welcher  die  Elemente  in  ihrer 
natürlichen  Ordnung  stehen ,  d.  h.  die  entsprechende  Combi- 
nationsform  mit  unbeschränkter  Wiederholung,  tfan  hat  daher 
die  Regel:  Sollen  aus  m  identischen  Reihen  die  Variatipnen 
gebildet  werden^  so  bilde  man  zuerst  die  Combinationen  der 
mten  Klasse  mit  unbeschränkter  Wiederholung  aus  der  gege- 
benen Elementenreihe  und  permutire  dann  jede  dieser  Formen 
vollständig.  Die  Gesammtheit  der  auf  diese  Weise  erzeugten 
Formen  giebt  die  gesuchten  Variationen. 

Bei  dem  Gebrauch  dieser  Variationen  in  der  Analysis  tritt 
noch  gewöhnlich  die  Bestimmung  hinzu,  dass  die  einzelnen 
Variationsformen  durch  Addition  und  die  einzelnen  Elemente 
jeder  Form,  durch  Multiplikation  verbunden  werden  sollen. 
Dann  braucht  man  mithin  nur  jede  der  Combinationen  mit  der 
dazu  gehörenden  Permutationszahl  a^u  muitipliciren.  Sind  die 
Elemente  jeder  der  identischen  Reihen  1,  2  • .  »  und  bezeich-^. 

net  Cjp(l,2  ...n)  die  Summe  der  aus  diesen  Elementen  ge^ 
bildeten  Combinationen  zur  mten  Classe  mit  unbeschränkter 
Wiederholung,  jede  Combkiation  mit  der  dazu  gehörenden 
Permntationszabl  moltiplicirt ,  so  hat  man  unter  der  eben  ge- 
machten Voraussetzung 

3)         y  (1,  2  . . .  «)  =  Cp  (1,  2  . . .  n) 
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Ebenso  findet  man,  wenn  die  Elemente  durdi  0, 1^  2  . .  n 
bezeichnet  werden, 

4)  V  (0,  1,  2  ..  «)  =  Cp  (0,  1,  2  ..  n) 

Es  sollen  z.  B.  die  Variationen  aus  den   drei  identischen 
Reiben 

Oq  Ol  02 
Oq  Gl  02 
flo      ^l       Ö2 

gebildet  werden.    Hier  werden  die  Elemenle  jeder  Reihe  zu- 

nfichst  durch  0,  I,  2  ausgedruckt.    Man  bildet  C  (O3,  I5,  25), 
dies  giebt  000,  001,  002,  011,  012,  022,  111,  112,  122,  222. 

Nun  ist  (nach  $.  9)  NP  (000)  =  1,  NP  (001)  =  i^  =  3, 

NP  (002)  =  L^  =  3,  NP  (011)  =  1|^  =  3, 
NP  (012)  =  1.2.3  =  6,  NP  (022)  =  il^  =  3,  iVF(lll)  =  l, 

AP(112)  =  il^  =  3,  iVP(122)  =  l^  =  3,AP(222)  =  l, 

Setzt  man  nun  wieder  o^  statt  0,  «i  statt  1,  02  statt  2,  so  fin- 
det man  für  die  gesuchten  Variationen 

+  3  «0^2%  +  «1  «1  flj   +3  Ol  ai  02  +3  ai  02%  +  020202. 

13. 

In  der  letzten  Betrachtung  wurde  zum  ersten  Male  eine 
Verbindung  zwischen  einer  combinatorischen  und  einer 
arithmetischen  Operation  vorgenommen.  Hier  wurden  die 
einzelnen  Formen  durch  Addition  verbunden,  die  ein- 
zelnen Elemente  jeder  Form  durch  Multiplikation.  Man 
kann  sich  ebenso  denken,  dass  die  einzelnen,  in  jeder 
K#rm  erscheinenden  Elemente  djirch  irgend  eine  andere 
arithmetische  Operation  verbunden  sind.  Unter  den  mancherlei 
merkwürdigen  Untersuchungen,  auf  welche  dieser  Gedankt 
führt,  ist  für  die  algebraische  AnaJysis  besonders  diejeoiffe 
wichtig,  wo  man  aus  sämmtlichen  Formen  diejenigen  heraus- 
hebt, bei  welchen  die  Summe  der  die  Elemente  vertretenden 
Ziffern  (oder   der  Indices,  wenn  die  Elemente  durch  Buchsta- 
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ben  mit  Indices  bezeichnet  werden]  in  jeder  Form  eine  gege- 
bene ist.  Handelt  es  sich  um  Combinationen ,  so  nennt  man 
dies  Combinationen  za  bestimmten  Summen,  ist  von 
Variationen  die  Rede,  so  sind  dies  Variationen  zu  be- 
stimmten Summen.  Sollen  aus  den  Combinationen  der 
tuten  Klasse,  gebildet  aus  den  Elementen  1,  2,  ...  n,  diejeni- 
gen herausgehoben  werden ,  bei  welchen  die  Summe  der  Ele- 
mente  in  jeder  Form  den  Werth  r  giebt,   so  bezeichnen  wir 

m 

deren  Gesammtheit  durch  ^C7(l,  2  .  ,  n).     Ebenso  bezeichnet 

''F  (1,2  . .  n)  die  Gesammtheit  der  Variationen  aus  m  Reihen, 
bei  welchen  die  Summe  der  Elemente  in  jeder  Form  den 
Werth  r  hat ,  wenn  in  jeder  aus  n  Elementen  bestehenden 
Reihe  das  erste  Element  durch  1,  das  zweite  durch  2  u.  s.  w. 

8 

bezeichnet  wird.  Während  also  z.  B.  C  (I5,  23,  85)  die  For- 
men 111,   112,   113,   122,  123,  133,  222,  223,  233,  333  efit- 

8 

hält,  kommen  in  ^C  (I5,  25,  3^)  nur  die  Formen  113, 122  vor* 
Offenbar  würde  man  sehr  viel  überflüssige  Operationen 
vornehmen  und  also  unwissenschaftlich  verfahren,  wenn  man 
zuerst  alle  Formen  entwickeln  und  dann  diejenigen  heraus- 
suchen wollte ,  bei  welchen  die  Summe  der  Elemente  die  vei^- 
langte  Zahl  giebt.  Es  müssen  vielmehr  die  Combinationen 
und  Variationen  zu  bestimmten  Summen    unabhängig  von   den 

Formen,  welche  andere  Summen  geben,  gefunden  werden. 

/■ 

14. 

Was  die  Combinationen  betrifll,  so  ist  es  für  das  Fol- 

gende  nur  nötbig  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  ^C{Om,  Im, . . .  um) 

oder  ^C  (Im,  2m,  ...  «m)  gesucht  wird,  also  jedes  Element  un- 
beschränkt wiederholbar  ist.  Um  alsdann  aus  einer  bereits 
gebildeten  Form  die  nächst  höhere  zu  finden ,  suche  man  in 
ihr  das  späteste  Element  auf,  es  heisse  «,  auf  welches  in  ir- 
gend einem  Abstände  ein  um  wenigstens  zwei  Einheiten  hö- 
heres folgt,  man  vertausche  dann  das  Element  s  mit  dem  nächst 
höheren  « + 1  und  setze  auch  in  alle  folgenden  Stellen ,  die 
letzte  ausgenommen ,  «  +  1.  In  die  let;2te  Stelle  wird  dann 
noch  das  Element  gesetzt,  es  heisse  t,  welches  zu  den  vorher- 

2* 
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gehenden  addirt,  die  verlangte  Summe  giebt.  Dies  setzt  aber 
voraus,  dass  t  nicht  kleiner  als  s  -\-  1  ist.  Um  zu  bestimmen 
wann  dies  der  Fall  ist,  qehme  man  an  dass  in  d^r  gegebenen 
Form  auf  das  späteste  Element  8  noch  k  Elemente  folgen, 
deren  Summe  a  ist«  Indem  man  also  in  k  Stellen  das  Ele- 
ment «  -|-  1  oder  ein  höheres  Element  setzen  müss  um  die 
Summe  a  zu  erhalten,  hat  man 

*  («  +  1)  "<  ö 

n 

d.  h.  a  >r  i  («  +  1)  oder  *  "<  x  —  ^'    ^^  ^^^^  *^'^^  immer 

k 

und  nur  dann  noch  aus  einer  Form  eine  höhere  abgeleitet 
werden  können ,  wenn  das  Element ,  welches  mit  dem  nächst 
höheren  vertauscht  werden  soll^  nicht  grösser  ist  als  der  um 
eine  Einheit  verminderte  Bruch,  dessen  Zähler  die  Summe 
aller  folgenden  Elemente  und  dessen  Nenner  die  Anzahl 
dieser  Elemente  ist. 

Es  ist  demnach  nur  noch   nöthig   die  niedrigste  Form  zu 
finden,  aus  welcher  dann   die  übrigen  Formen,   wie  so   eben 

gezeigt  wurde,  abgeleitet  werden.  Bei  *"€  (0^,  Imr  ..  .  nm] 
landet  man  die  niBdrigste  Form,  indem  man  die  m — 1  ersten 
Stellen  mit  0  besetzt  und  die  letzte  mit  r.  Ist  r  nicht  grösser 
als  n,  so  hat  man  hiermit  die  niedrigste  Form  gefunden.  Ist 
aber  r>fi,  so  setze  man  in  die  letzte  Stelle  n,  und  indem 
man  von  da  aus  allmälich  rückwärts  geht  in  jede  Stelle  das 
möglichst  hohe  Element  bis  die  Summe  r  erreicht  ist.     So  hat 

man  die  niedrigste  Form  für  ^C  (Om,  Im,  ...  nm).      Soll  diese 

dagegen  für  ^C  (Im,  2m  .  .  .  nm)  gefunden  werden,  so  fülle 
man  alle  Stellen,  die  letzte  ausgenommen,  mit  1  aus  und  setze 
in  die  letzte  r —  [m  —  1),  ist  r  —  (m  —  1)  nicht  grösser  als  «, 
so  hat  man  hiermit  die  gesuchte  Form.  Im  entgegengesetzten 
Falle  muss  man  wieder  in  die  letzte  Stelle  n  setzen  und  all- 
mälich rückwärts  gehend  in  jede  Stelle  das  möglichst  hohe 
Element  bis  man  eine  Summe  erreicht  hat,  welche  die  Summe 
der  vorhergehenden  Einheiten  zu  r  ergänzt. 

15 

Durch  ein  ähnliches  Verrahren  findet  man  auch  ''F[0, 1 ,  2  . . .  n) 
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and  ^y  (Ij  2  . .  .  n).  Die  niedrigste  Form  erhält  man  auch 
hier,  indem  man  alle  Stellen,  die  letzte  ausgenommen,  mit 
dem  niedrigsten  Elemente  besetzt,  und  die  letzte  mit  der  Er- 
gänzung^ der  Summe  der  rorhergebenden  Elenfiente  zu  r,  wenn 
diese  Ergänzung  nicht  grösser  als  m  ist.  Ist  sie  aber  grösser, 
so  «etzt  man  in  die  letzte  Stelle  n,  und  indeip  man  allmälich 
rückwärts  geht,  in  jede  Stelle  da«  möglichst  hohe  Element,  bis 
man  eine  Surnme  erreicht  hat,  welche  die  Summe  der  vorher- 
gehenden Elemente  zu  r  ergänzt. 

Um  aus  einer  bereits  gebildeten  Form  die  nächst  höhere 
abzuleiten,  sucht  man  die  späteste  Stelle  auf,  in  welcher  sich 
ein  Element  beGndet  das  sich  noch  erhöhen  lässt  und  welchem 
in  irgend  einem  Abstände  ein  Element  folgt,  welches  ernie- 
drigt werden  kann.  Man  erhöhe  das  einer  Erhöhung  fähige 
Element  um  eine  Einheit,  besetze  die  folgenden  Stellen,  die 
letzte  ausgenommen,  mit  dem  niedrigsten  Elemente  und  ih  die 
letzte    die  Ergänzung  der  Summe  der   vorhergehenden  zu  r. 

Ist  diese  Ergänzung  grösser  als  n,  so  muss  man  wieder  so 
verfahren  wie  es  bereits  im  ähnlichen  Falle  bei  Bildung  der 
niedrigsten  Form  angegeben  wurde. 

m 

Soll/K  (0,  1,  2  ...  r)  entwickelt  werden,  (da  ein  höheres 
Element  als  r  doch  NiiAts  mehr  zur  Summe  r  beitragen  kann] 
so  kann  man  dies  finden,  indem  man  voraussetzt,  dass  die 
Variationen  der  m  —  Iten  Klasse  aus  diesen  Elementen  zu  allen 
Summen  von  0  bis  r  bereits  gebildet  sind.    Man  braucht  nem«- 

lieh  dann  nur  hinter  jeda  in  W  (0,  1,2  ...  r)  enthaltene  Form 
noch  das  Element  r — k  aus  der  mten  Reihe  zu  setzen,  wo- 
durch man   offenbar  eine  .Gruppe   Formen   bildet,   welche  zu, 

^V  (0,  t,  2  .  »  r)  gehört.     Indem  man  dann  für  k  allmälich  alle 

Zahlen   von   Ö   bis   r   setzt,    erhält  man    nothwendig   alle  in 

m 
^V  (0,  Ij  2  . . .  r)  enthaltenen  Formen.  Käme  nemlich  in  die- 
sem Ausdruck  noch  eine  andere  Forq!  vor,  welche  etwa  in 
der  letzten  Sielte  dbs  Element  i  enlhieltig,  und  man  schnitte 
dieses  Element  ab,  so  bliebe  eine  Form  fibrig  die  zur  Klasse 
«1  —  1  Und  zur  Summe  r.;^-  s  gehörte,  während  doch  voraus- 
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gesetzt  wird,  dass  man  allen  diesen  Formen  das  Element  s 
hinzugefügt  hat. 

16. 

Nimmt  man  an ,  dass  die  einzelnen  Yariationsformen  durch 
Addition  verbanden  seyn  sollen,  die  einzelnen  Elemente 
einer  jeden  Form  aber  durch  Multiplikation,  und  bezeichnet 

man  in  diesem  Falle  durch  ^V  die  Summe  der  Formen,  welche 

in  ^r  (0^  1  ...  r)  enthalten  sind ,  so  hat  man  mithin 

m  m-1  m-1  m^l  m-^l 

^r  ^  ^-V.O  ^^^V.\  +  ^^2^.2  +  ...  +  oF.r 
Bedenkt  man  aber  zugleich,  dass  die  Ziffern  0,  1,  2  ...  r, 
welche  in  dieser  Formel  als  Faktoren  erscheinen,  nicht  mit 
ihrem  Zahlenwerthe  zu  nehmen  sind,  sondern  das Ote  lte...rte 
Element  der  mten  Reihe  bezeichnen,  und  nimmt  man  an,  dass 
die  Elemente    dieser  Reihe  in  Wahrheit  durch  a^y  Oi  ...  Or 

ausgedrückt   werden,   so   hat    man,  wenn  man  auch   in  ''F, 

'■""^K  u*s.  w.  statt  der  ZifTern  die  entsprechenden  durch  Buch- 
staben und   angehängte  Indices   ausgedrückten  Elemente  setzt, 

m  m-1  m-1  m-1  m-1 

wo  sich  nun  die  Summe  r  auf  die  Summe  der  Indices  bezieht. 
Nimmt  man  aber  noch  ferner  an,  dass  die  Reihen  identisch 
sind  und  dass  die  Elemente  einer  jeden  Reihe  durch  ao,ai,...<ir 
bezeichnet  werden,   so  folgt  aus  §.12  (Form.  4) 

m  m 

6)  T  =  ""Cf 

m 

WO  also  rC'p  die  Summe  der  Combinationen  der  inten  Klasse 
zur  Summe  r  aus  den  unbeschränkt  wiederholbaren  Elementen 
ao  «1  *  .  .  Or,  jede  Combination  mit  ihrer  Permutationszahl 
multiplicirt,  bedeutet,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  einzel- 


"^J  Ist  m  =  1  so  ist  ''  F  s=:  flL. »   nm  also  aach   dieaeD  Fall    durch 

•  '        •  ^  ■ 

die  allgemeine  Formel  ausiudrücken ,  musa  man  <>  F  =  1,  dagegen  die 

0       0  0 

8&mmtlichen  übrigen  Ausdrücke  ^F»  'F  ...  fF,  der  Null  gleieh  aetieiu 
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nen  Formen  durch  Arfdition  und  die  Elemente  jeder  Form 
durch  Multiplikation  verbunden  sind.  Alsdann  geht  Formel 
5)  in 

m  m-1  m-1  m-1 

7)    ''Cjp  =  ''Qp  .  ao  +  r—xCp  .  üi  .  .  .  -\-  ^Cp  .  Or*) 
Über. 

17. 

Unter  den  so  eben  "gemachten  Voraussetzungen,  dass 
nemlich  alle  Reihen  identisch  und  die  Elemente  jeder  Reibe 
ÜQ,  Gl  .  .  .  or  sind,  dass  ferner  die  Formen  durch  Addition 
und  die  Elemente  jeder  Form  durch  Multiplikation  verbunden 

sind,  kann  man  T,  oder,  was  dasselbe  sagt,  *'Cp,  noch  auf 
eine  andere  Weise  ausdrücken,  wovon  wir  später  ($.  32]  eine 
wichtige  Anwendung  machen    werden.     Man    nehme  nemlich 

MM  M 

an  es  seyen  ^Cp^  ^Cp  ....  bis  r^Wp  bereits  bekannt.     Man 

M-|-l 

hebe  ferner  aus  den  Formen,  welche  ^Cp  ausmachen,  diejeni- 
gen heraus  in  welchen  »i^  mal  das  Element  ao,  tni  m»l  das 
Element  aj  u.s.w.  vorkommt;  das  Element  tir  wird  also  mr  mal 
darin  enthalten  seyn,  so  dass  mithin  mr  nur  Null  oder  1  seyn 
kann,  sowie  auch  einzelne  der  übrigen  Zahlen  mo,  «i  u.s.w. 
NuU^eyn  können.     Man  bezeichne  die  Summe  dieser  Formen 

M+l  M+l 

durch  •'Cp  (mQ,  «ii  . . .  mr),  indem  man  durch  ^C  (mo,  fWi . . .  wir) 
diejenige  unter  den  Combinationen  der  m  4*  1^^^  Klasse  zur 
Summe  r  bezeichnet,    in  welcher  iriQmal   das  Element  Oq,  mi 

M+l 

mal  das  Element  Oi  u.s.w.  vorkommt.  Es  ist  also  ^Cp  (mo, 
Uli  .  .  .  mr)  nichts  Anderes  als  die  mit  ihrer  Permutationszahl 

mültiplicirte  Combination  ^C  (hiq,  oti  .  .  .  mr)^  also  (§.  9) 

M+l 

8)  ^Cp  [moj  iiii  ^  .  .  mr) 

1  .  2  ...'.,  (m  +  1)  "+i 


1.2..  fWo  .1.2...  Uli  .1 , 2 . . .  if#2 . . . . .  1 .  ^ . .  »mr 


C/^BIq,  lfli...Dlrj 


*)  Auch  hier  muss  man  0Cp=  Ir  dagegen  *qp,  «qp  .  .  .  *'Cp  der 
NdII  gleiteh  tetsen. 
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wobei  nur  zu  bemerken  ist,  dass  wena  7.  B.  «lo  ^^  0  ist,  auch 
das  Produkt  \  .  2  .  .  ,  m^  wegfiUlt,  und  so  bei  den  übrigen 
Zahlen  nii,  m2  n.  s.  w. 

m+l 

Man  lasse  nun  in  allen  Formen ,  aus  welchen  *^Cp  (m^, 
iHi  •  .  .  otr)  besteht,  das  Element  a^  (wenn  es  überhaupt  darin 
vorkommt)  einmal  weniger  vorkommen.     Die  hierdurch   ent- 

m 

Stehenden  neuen  Formen  werden  also  zu  r^^Cp  gehören,  und 

m 

zwar,  dem  Vorhergehenden  entsprechend,  durch  r— iCp  (»»o, 
IUI — 1,  m2  •  .  .  ^r)  zu  bezeichnen  seyn,    die  einzelne   hierin 

m+l 

enthaltene  Combinationsform  wird  aber  — —- — ^  *  '  ' — H 
aeyn  und  man  hat  mithin 

m 

A)  r — tCp  (hIq,  Iflx — 1,   Ifl2  .    .   .  für) 

^   m+l       , 

'   1  .2.  ..fllQ.  1  .  2...  (flt^  —  1)  .  1  .  2..I7}2  •  ••  1  •2...lflr  Qi 

m-|-l 

Ldsst  man  dagegen  in  allen  Formen,  aus  welchen  ^Cp  (m^, 
iTii  . .  .  Htr)  besteht,  dai^  Element  ^2  (wenn  es  überhaupt  darin 
vorkommt)  einmal  weniger  vorkommen,   so   werden   die  hier- 

m 

durch  entstehenden  neuen  Formen  zu  r^Wp  gehören  und  durch 

m 

r— 2C7p  (m^y  Uli,  ifi2 — 1,  . . .  mt)  zu  bezeichnen  sayit  und  es  ist 

m 

B)  r— 2Cip   (wio,   Wi,  «12  —  1,   .    .   .  Illr)         • 

m+l 

I  .2 m  »•C(mo,Wi....mr) 

1.2..  mQ .  1 . 2 . .  iTtx  •  1 . 2 . . .  (i»2 —  I )  ^ . .  1 . 2 . . .  mr  02 

Es  ist  leicht  zu  sehen  wie  diese  Formeln  fortzusetzen  sind, 
wenn  man  ebenso  das  Element  a^  oder  das  Element  a^,  u.s.w. 
einmal  weniger  vorkommen  lässt.  Nun  soll  aber,  indem  man 
'fviomal  die  Zahl  Null,  mx  mal  die  Zahl  1  u.s.w.  nimmt  und  die 
Produkte  addirt,  die  Summe  r  herauskommen,  d.  h.  man  soll 

l  .  fWx  +•  2  •  fii2  .  .  .  +-  r  .  für  s=  r 
haben.     Man  kann  daher  statt  der  Formel  8)   auch-  schreiben 
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m-f  1 
rCp   [m^^   IWi    .   .    .   fUr) 


oder 

^^  ,      mA-i  r  1  .  2  .  .  .  m 

''^^"'^'^^'•'•^^^-T-LK2..mo:^.2..(m,-l).1.2..m,... 

1.2..  hiq  .  1  ••2 . . .  m^ .  1 . 2 , . .  (fW2 —  1 )  . . . .         J 
m+lr  J  .  2  .  .  .  m  rC(fiio,in^...mr) 

iV  '    1  Ö|  ^  '    •     ■■  ■        . .  -- .      ■  ■  .  -    ■     ■  .  ■ — — — 

r    L      1 .2.. wIq.  1 .2 ... (iWj  —  1) .  1 . 2..f7i2 *••  ''i 

1    .   2  •  .   .  Ift  »•C^(wQ,ifti...f»r)    .      1 

1 .2  ..hiq.  1 . 2...fiii .  1 . 2  .•.(fii2  —  1) ...  Ö2  J 

Berücksichtigt   man  nun   die   oben  gefundenen  Werihe  A)  und 
B]  60  folgl 

**"t"  ^  «1  -4- 1  r         *** 

rCp  (iwo,  iWi  . , .  Wir)  =:  1  Qj  r—Wp  (m^,  Hij  —  1,  m2 ...  mr) 

+  2a2^— 2Cp(mo/Wi,W2 — l,...mr)-{-...  f  rar ®Q>  (hiq, mi  ...,wr — 1)J 
In  demselben  Zusammenhange,    wie   er  durch  diese  Gleichung 

ausgedrückt  wird,   steht  nun  auch  jede  andere  zu  ^Cp  geho- 

rende  Gruppe  rCp  [l^^  /^  . , ,  /;.)  mit  den  entsprechenden  Grup- 

m  m. 

pen  r— iCjp  (/q,  /i— 1,  ...  /r),  ^•^^Cp{lo)li)^2 — 1,  •.  .^r)  u.s,w. 

m  m 

welche  bezüglich   zu  »•— iQ?,    »--2(7^  u.s.  w.  gehören.    Addirt 

m+l 

man   daher   einerseits  alle  diese  zu  rCp  gehörenden  Gruppen, 
wodurch  man  diesen  Ausdruck  selbst  erhält,   und  andererseits 

m  m 

alle  entsprechenden  Gruppen,  welche  zu  ••— iGjp,  r--r2Cp  u.s.w. 

gehören,  wodurch  man  diese  Ausdrücke  selbst  erhält,  so  fin- 
det man  mithin 

•»+1      m4-ir            •»  •»                           ml 

9)      rCp  ==   — I-^    Ol   r-lQ>+  2a2  r-2Cp   .   .   .   +   rflr   ^Q> 

Aus  7)  folgt  aber,  wenn  man  m  4~  1  statt  M  setzt, 
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m-f-l  mm«  m 

10)  'Cp  =  Of,  .  'Cp-\-ai.  r-iCp  i-Oi  r-iCp  .  .  .  +  Or  °Cp 

zieht  man  hiervon  die  Formel  9]  ab,  so  ergiebt  sich 
Oo.'-Cp+ai  (1-^-)  r-iCp+a^  (l-^lüLhll)  r-iCp... 

oder 

11)  ^Cp  = 

m  jn  ii§ 

«1  [m+l-r]  r-.iC7p+a2[2(fii+l)-r]r-2Q> . .  ^ar[r(m+l)-ri  oq, 


^«0 


18. 

Nimmt  man  unter  Beibehaltung  der  bisherigen  Voraus- 
setzungen ($.  17)  an,  das  Element  Oq  habe  den  Werth  Null^ 
so  werden  alle  dieses  Element  enthallenden  Formen,  da  es  als 
Faktor  darin  enthalten  ist,  wegfallen,  d.  h.  mit  anderen  Wor- 
ten, es  werden  die  Combinationen  nur  aus  den  Elementen 
Uly  »2  .  .  .  0r  zu  bilden  seyn.  Die  kleinste  Summö,  zu  wel- 
cher in  diesem  Falle  Combinationen   der  mten  Klasse   gebildet 

M         in  M 

werden  können,  ist  m  selbst,  d.  h.  ^Q>,  ^Cp  .  .  .  «i— iCjp  fallen 
weg  und  die  Formel  9j  verwandelt  sich  in 

12)  rCp  =  l!^Jli  [ax  r^Wp  +  2aa  r-Wp,...+[r—m)är^m  "•Q>] 

f* 

wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  r  >  m  ist,  da  man  sopst  aus 
m  4- 1  Elementen,  nicht  die  Summe  r  herstellen  könnte,  wäh- 
rend das  niedrigste  Element  schon  die  Einheit  als  Beilrag  zu 
dieser  Summe  giebt. 

Bezeichnet  man,  unter  denselben  Voraussetzungen^  durch 
^Y  die  Summe  aller  Variationen  zur  Summe  r  aus  allen  ver- 
schiedenen Klassen,  gebildet  aus  den  Elementen  a2>^*.ar 
so  nehme  man  an  es  sey  r— iF,  r— «p  •  .  .  *r,  d.  h*  die  Ge- 
sammtheit  der  Variationen  zu  allen  niedrigeren  Summen,  be- 
reits gebildet;  dann  hat  man 

13)  »"Fss  ai.r^^y  +  a3.r-aF+..,  +  ar-i.«r  +  a^. 
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Denkt  man  steh  nemlich  'T  bereits  gebildet  und  stellt  man  die 
darin  enthaltenen  Formen  so  in'  Gruppen  zusammen,  dass  man 
alle  mit  demselben  Elemente  beginnenden  zu  derselben  Gruppe 
rechnet,  so  müssen,  wenn  man  diesem  Element  abschneidet,  alle 
Variations formen  übrig  bleiben,  welche  zu  der  Summe  gehören, 
die  um  den  Index  des  abgesehnittenen  Elements  kleiner  als  r 
ist.  Mithin  giebt  die  mit  a^  beginnende  Gruppe,  wenn  man 
dieses  Element  abschneidet,  r—iF,  die  mit  02  beginnende  Gruppe 
giebt  ebenso  r—^V  u.s.w.  Das  Element  Or  giebt  schliesslich 
schon  für  sich  allein  die  Summe  r. 

Versteht  man  ui;iter  rCp  die  Summe  der  Combinationen 
aus  allen  Klassen  zur  Summe  r,  gebildet  aus  den  unbeschränkt 
wiederholbaren  Elementen  ai,  02  .  ,  .  Or,  jede  Form  mit  ihrer 
Permutationszahl  multiplicirt,  so  kaiin  man  statt  der  vorherge- 
henden Gleichung  auch  schreiben 

14)     rCp  =  Gl  .  r— iq»  +  02  .  r-^C^  ^^  •  • .  +  «r-l  .^Cp  +  Or. 


Drittes   Kapitel. 

Addiren^  Sabtrahiren  und  nnltipliciren  der 


19. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kehren  wir  wieder  zur  Auf- 
gabe der  algebraischen  Analysis  zurück,  das  Rechnen  mit  Reic- 
hen zu  entwickeln  ($«  4).  Insofern  aber  hierbei  combinato- 
rische  Operationen  an  den  Coefficienten  der  Reihen  auszi^üh- 
ren  sind  ($.  6),  wird  es  angemessen  seyn,  die  Coefficienten 
durch  die  Bezeichnung,  welche  im  vorhergehenden  Kapitel  für 
die  Elemente  eingeführt  wurde,  anzudeuten.  Wir  werden  den 
Coefficienten  der  nullten  Potenz  von  x  als  das  nullte  Element, 
den  Coefficienten  der  ersten  Potenz  als  das  erste  Element  u.s.w. 
ansehen  und  schreiben 

als  Repräsentanten  einer  solchen  Reihe.  Der  Index  jedes 
Coefficienten  ist  identisch  mit  dem  Exponenten  der  dazu  ge- 
hörenden Potenz  von  x.  In  der  Folge  wollen  wir  jedoch 
kürzer 
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schreiben.  Das  Glied  a^  nennt  man  das  Anfangsglied,  das 
Glied  OiX^  das  erste,  «2**  <l»s  zweite  u.  s.w.  Im  Allge- 
meinen hat  man  sich  diese  Reihe  als  eine  unbegrenzt  zu  imnner 
höheren  Potenzen  aufsteigende  zu  denken,  man  kann  sich 
aber  auch^  eine  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  best'ehende 
Reihe  darunter  denken,  indem  man  alle  auf  ein  bestimmtes 
Glied  folgenden  Glieder  verschwinden  lässt  (§.  3). 

Da  alle  Glieder  der  Reihe  nach  demselben  Gesetze  gebaut 
sind,  und  sich  nur  der  Zahlenwerth  des  Index  und  Exponenten 
von  einem  Gliede  zum  anderen  ändert,  so  kann  man  sie  durch 
einen  alle  umfassenden  Ausdruck  darstellen. 

In  dem  Ausdruck  OrO)^  sind  nemlich  alle  einzelnen  Glie- 
der der  Reihe  enthalten,  die  man  einzeln  erhält,  wenn  man 
allmälich  statt  r  die  einzelnen  Werthe  0,  1,  2  u.  s.  w.  setzt. 
Einen  solchen  Ausdruck  nennt  man  das  allgemeine  Glied 
der  Reihe  und  mit  Hülfe  desselben  kann  man  die  ganze  Reihe 
kürzer  durch  eine  sogenannte  Summen  formet  andeuten. 
Man  bedient  sich  hierbei  gewöhnlich  des  griechischen  Buch- 
staben 2  welchen  man  dann  das  Summenzeichen  nennt. 
Sollen  die  Glieder  der  Reihe  ins  Unendliche  'fortlaufen,  so 
schreibt  man  statt  dieser  Reihe  die  Summenformel 

Q.  OD 

WO  das  unter  dem  Summenzeichen  stehende  0^  do  andeutet 
dass  man  statt  des  über  dem  Summenzeichen  stehenden  r^  wo 
dieser  Buchstabe  in  dem  allgemeinen  Gliede  Orx'  vorkommt, 
allmälich  die  Zahlen  0,  1,  2  bis  ins  Unendliche  zu  setzen  und 
die  entstehenden  Werthe  zu  addiren  hat.  Wäre  dagegen  die 
endliche  Reihe 

Oq  +  ßi  a?*  4"   ^2^*  +  •  •  •  +  ^*  ^* 
zu  betrachten,   so  wäre  die  ihr  entsprechende  Summenformel 

r 

2arx^.    Im  Folgenden  wird  jedoch  der  Fall  am  häufigsten  vor- 

o,k 

kommen,  wo  für  r  alle  Zahlen  von  Null  bis  ins  Unendliche  zu 

r 

setzen  sind,  und  es  soll  dann   zur  Abkürzung  statt  2  nur  das 

0,00 


?9 
einfache  Zeichen  2  gesetzt  werden »  so   dass  ^a^x^  dasselbe 


bedeutet  wie  2a  x^. 

0,QO  '" 


20. 
Es  sind  zwei  Reiben 

^\         %  +  «la?*  +  «2«^  •  •  •  +  ^^'   +  .  •  . 

2)  *o  +  *i  a^^  +  62a?*  .  .  .  +  brx'   +  .  .  •  . 

gegeben.  Wenn  man  die  einzelnen  Glieder  aus  beiden  Reihen, 
welche  gleiche  Potenzen  von  x  enthalten,  nach  ihrer  Ord- 
nung zusammenaddirt  und  hierdurch  die  Reihe 
3)  i^o+b^]  +  (aj  +b,)x'  4  (a2  +  b,)x^..,+  (or  +  6r)  a?»-  +  . . . 
bildet,  so  nennt  man  diese  Operation  die  Addition  der  zwei 
gegebenen  Reihen;  die  Reihe  3)  ist  die  dieser  Addition  ent- 
sprechende Summe.  Dies  wird  symbolisch  auf  folgende 
Weise  ausgedrückt 

2  Orx''  +    2  brX''   4=    2   [Or  +  brW 

Das    Zeichen    =|=    soll    das    Zeichen    des    Entsprechens 
heissen. 

Addir4  man  jedes  Glied  der  Reihe 

*)  ^o  +  ^1^*  +  ^2^*  .  .  .  +  Cra?'*  +  .  .  . 

nach  üirer  Ordnung  zu  jedem  Gliede  der  Reihe  3)  welches 
dieselbe  Potenz  von  x  enthält,   so  erhält  man  die  Reihe 

5)  («o+*o+^o)  +  (öi+*i+<?i)  4;^  +  ...+  [ar^^br^^cr)  a?'  +  ... 
Hierdurch  sind  die  drei  Reihen  1)  2]  und  4)  addirt  und  die 
Reihe  o)  ist  die  dieser  Addition  entsprechende  Summe.  Man 
hat  daher  ^ 

2  CLrX^    +    2  brX     -{-    2  Cr  X     4=    2  [Or  +  br  +  Cr)  x'^ 

Man  sieht  wie  auf  dieselbe  Weise  eine  beliebige  Anzahl  Rei- 
hen addirt  und  die  ihrer  Addition  entsprechende  Summe  ge- 
bildet werden  kann.  Man  sieht  ferner,  dass  die  entsprechende 
Summe  auch  unmittelbar  dadurch  gebildet  werden  kann ,  dass 
man  die  gleiche  Potenzen  von  x  enthaltenden  Glieder  aus  allen 
zu  addirenden  Reihen  nach  ihrer  Ordnung  zusammenaddirt 
und  aus  den  so  entstehenden  Gliedern  wieder  eine  Reihe  bil- 
det. Auch  folgt  hieraus,  dass  die  entsprechende  Summe  immer 
dieselbe  bleibt,   in  welcher  Ordnung   man  die  gegebenen  Rei- 
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hen  nehmen  mag.  Es  giebt  also  nur  eine  einzige  Reihe, 
welche  die  der  Addition  einer  Anzahl  Reihen  .  entsprechende 
Summe  ist. 

21. 

Zieht  .man  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe.  2)  von  den 
Gliedern  der  Reihe  1),  welche  dieselbe  Potenz  von  x  enthal- 
ten, nach  ihrer  Ordnung  ab  und  bildet  die  Reihe 

6)  K— *o)  +  (öl— *i)^^  -{-  [a2—K)x^  ••:+  (ör— 6r)  0?**+.... 
so  nennt  man  diese  Operation  die  Subtraktion  der  Reibe  2) 
von  der  Reihe  1),  und  die  Reihe  6)  die  dieser  Subtraktion  ent- 
sprechende   Differenz,    was  man  durch 

2  Ch-X^   —   2  brüC^    4=   ^  (^'*  —  Ar)«*" 

ausdrückt.  Es  ist  klar  dass  es  nur  eine  einzige  'Reihe  giebt, 
welche  die  der  SubtraMioa  zweier  gegebener  Reihen  entspre- 
chende Differenz  ist. 

22. 

Man  betrachte  die  Coefficienten  öq?  ^i  •  •  •  «r  •  •  .  der 
Reihe  l)'und  die  Coefficienten  6^?  *i  •  .  .  Ar  .  ,  .  der  Reihe 
2)  als  zwei  Elementenreihen,  aus  welchen  man  die  Variationen 
zur  Summe  0,  zur  Summe  1  u.s.w.  bildet,  und  zwar  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  einzelnen  Variationsformen  durch  Ad- 
dition, die  einzelnen  Elemente  jeder  Form  durch  Multiplikation 
verbunden  sind.  Die  Gesammtheit  dieser  Variationen  zur 
Summe  0,  zur  Summe  1  u.s.w.  bezeichnen  wir  bezüglich  durch 

<^F,  ^V  U.S.W.  (§.  16),    Bildet  man  nun  die  Reihe 

7)  ^V  +    'Vx'  +  4a:^  .  .  .  +  ^V oT  +  .  .  _ 

so  nennt  man  diese  Operation  die  Multiplikation  der  Rei- 
hen 1)  und  2)  und  die  Reihe  7)  das  dieser  Multiplikation  ent- 
sprechende Produkt.     Man  drückt  dies  durch 

2  arx'  .  2  bro^  4=  2  ''Vit'' 
aus.    Hierbei  ist  also 

2 

In  dem  besonderen  Falle,   wenn    die  Reihe  2)    nur    aus    dem 
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Anfangsgliede   b^  besteht,     während  61,  62  u.  s.  w.    säimntlich 

2 
Null  sind,    ist  'F.  =  arb^  und  dahfl* 

2  aric'    .  60  4=  -^  b^ttrX^ 
Setzt  man  noch  ausserdem  60  =  I  so  hat  man 

Betrachtet  man  bei  der  Bildung  der  Variationen  die  Elemen- 
tenreihe a^  ai  .  .  .  als  die  erste  und  die  Elementenreifae 
b^  bi  .  .  .  als  die  zweite  (§»11)  so  nennt  man  die  Reihe  1) 
den  Multiplikand  und  die  Reihe  2]  den  Multiplikator. 
Da  es  aber  für  die  Bildung  der  Variationen  vollkommen  gleich- 
gültig ist,  welche  der  zwei  Blementenreihen  man  als  die  erste 
ansieht  (§.  11),  so  gilt  hier,  ähnlich  wie  in  der  Arithmetik,  der 
SatZ;  dass  das  entsprechende  Produkt  dasselbe  bleibt,  wenn 
man  Multiplikand  und  Multiplikator  mit  einander  vertauscht. 

Auch  folgt  aus  der  Bildung  des  Produktes,  dass  es  nur 
eine  einzige  Reihe  giebt,  welche  das  der  Multiplikation  zweier 
bestimmten  Reihen  entsprechende  Produkt  ist. 

Die  Multiplikation  der  drei  Reihen  1),  2)  und  4]  besteht 
ebenso  darin  dass  man  aus  den  drei  Elementenreihen  Oo^ai ...; 

^o)^i  *  '  -)  ^o>^i  -  *  -  ^^^  Variationen  zur  Summe  0,  zur 
Summe  1  u.'s.w.  bildet  und  zwar  wieder  unter  der  Voraus-» 
Setzung,  dass  alle  Formen  durch  Addition,  alle  Elemente  einer 
Form  durch  Multiplikation  verbunden  sind.  Bezeichnet  man 
die  Gesammtheit  dieser  Variationen  zur  Summe  0,  zur  Summe 

s       8 

1  u^s.w.  bezüglich  durch  ®F,  *F  u.s,w.,  so  ist  die  Reihe 

^       ^K  +  >Ka?»  4.  ^K^  .  .  .  +  rV^r  4.  .  .  . 
das  der  Multiplikation   der  drei  Reihen  1),  2]  und  4]  entspre- 
chende Produkt.     Dies  drückt  man  durch 

2  OrX^  .  2  br^''  .  2  Crx''  4=    2  'Vx'' 

aus.  Die  Multiplikation  dreier  Reihen  kann  auch  dadurch  aus- 
geführt werden,  dass  man  zuerst  zwei  dieser  Reihen  mit  ein- 
ander multiplicirt,  z.B.  die  Reihen  1)  und  2)  und  das  dieser 
Multiplikation  entsprechende  Produkt  7]  bildet,  alsdann  aber 
dieses  Produkt  mit  der  Reihe  4)  multiplicirt,    und.  wieder  das 
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I 

dieser  Multiplikation  entsprechende  Produkt  bildet.  Um  letzte- 
res zu  finden  muss  man  nemlich  aus  den   zwei  Elementenrei- 

2         2  '      ' 

hen     K,  ^V  ,  .  .  und  c^,  c?i  .  ,  .    die  Variationen  zur  Suntme 

2  2 

0,  I  U.S.W,  bilden  (wobei  'V  als  das  nullte,  ^V  alis  das  erste 
Element  u.s.w.  der  ersten  Reibe  zu  bHraditen  ist).  Der  Inbe- 
griff der  Variationen  zur  Summe  r  aus  diesen  zwei  Reihen  ist 
mithin 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  =  Dr  so  hat  man  demnach 
Nun  ist  aber  auch  (§.  16,/ Form.  5) 

^82  2  2 

'V  =  ^V  ,  c^  4-  ^-lK  .  ci   -I-   .  .  .  °K  .  Cr 

8 

also  Dr  =  ^V  oder 

man  erhält  also  dieselbe  Reihe,  als  wenn  man-  die  drei  Reihen 
1)  2)  und  4)  unmittelbar  mit  einander  multiplicirt  hätte.  Um- 
gekehrt kann  man  hieraus  auch  noch  folgenden  Schluss  ziehen. 
Hat  man  zugleich 

i:  orx^  ,2:br^ .  Sß^oT  ^  2  ^y  9f 

und 

Z  kr   x''  .  ^  CrX"-   4=    2:  ''H*' 

SO  muss  auch 

8)  i:  arx"-  .  2"  brx'  4=   2"  Ar«** 

2 

seyn,  da  kr  =    V  seyn  muss. 

Da  die  Variationen  aus  drei  Elementenreihen  unverändert 
bleiben,  wenn  man  auch  die  Ordnung  del*  Elementenreihen  ver- 
ändert (§.  11),  so  kaun  mtin  die  zu  multiplicirenden  Reihen  in 
beliebiger  Ordnung  nehmen,  das  der  Multiplikation  entspre- 
chende Produkt  bleibt  immer  dasselbe. 

Man  sieht  nun  leicht,    wie    diese  Betrachtungen    auf  jede 

•  r 

beliebige  Anzahl  Reihen  ausgedehnt  werden  können.  E  j  n  e 
gegebene  Anzahl  Reihen  mit  einander  multiplici- 
ren,  heisst:  aus  ihnen  eine  neue  Reihe,  das  ihrer  Mul- 
tiplikation  entsprechende   Produkt,    dadurch  bilden^ 
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d88S  man  die  Coeffici#nten  jeder  der  gegebenen  Reiben  als 
eine  Eiementenreihe ,  und  zwaf  den  CoeiTicienten  Von  sb^'  aU 
das  rte  Element,  ansieht,  aus  diesen  die  Variationen  zu  den 
Summen  0,  1  u.s.w.  bildet,  indem  nrian  die  Formen  durch  Ad- 
dition,  die  Elemente  jeder  Foi'm  durch  Multiplikation  verbindet, 
und  allgemein  den  Inbegriff  der  Variationen  zu  irgend  einer 
Summe  als  Coefficienten  der  Potenz  von  jt,  deren  Exponent 
dieser  Summe  gleich  ist,  nimmt.  WeHen  also  m  Reihen  mit 
einander  muUiplicirt,.  so  wird  das.  entsprechende  Produkt  die 
Form 

«im  m 

^F  +  *Fa?^  .  i  .  +  '•^«^  +  .  .  . 

m 

haben,  Woftlr  auch  2  Tf  ttr  gesetzt  werden  kann. 

Deutet  man  durch  P,  Q,  R  .  .  .  p^  q,  f  .  .  .  etnzeliie 
Reihen  an,  und  fülvl  die  llulttplikalion  der  Reihen  P,  0,  A, . .  • 
auf  dasselbe  entsprechende  Produkt,  wie  die  Multiplikation  der 
Reihen  p»  ?»  r,  .  •  .  so  sagen  wir  dass  die  Produkte  PQR.,. 
und  pqr...  sich  entsprechen  und  deuten  dfies  dufch 

PQR  4=  p?r  . . . 
an. 

Viertes  Kapitel. 

Dividiren  der  Reüieii. 


24. 
Es  sind  zwei  Reihen 

1)  ^0  +  ^1  ^V  4"  . . .  -|-  flr  a?*"  +  •  •  •  • 

2)  6«  +  Äi  a?*  +  . . .  -f  6f  0?**  -j-  •  -  • 
gegeben,  man  soll  aus  die^^n  Reihen  eine  Reihe 

3)-        ii^    4"    -^1  ^*    4"    •  •  •    "t"    -^r  ^'^  +   V '  • 

bilden^,  so  beschaffen»  dass  die  Aeihe  1)  das  der  Multiplika- 
tion der  Reihen  2)  und  3)  6ntsprechef1de  Produkt  ist  (§.  22). 
Kann  man  die  Reihe  3)  wirklich  bilden,  und  es  soll  sogleich 
g^feeigt  Werdet,  dar^s  dies  immer  Aet  Palt  ist,  so  nennf  man 
cKesd  Opei'alion  die  Division  der  Reihe  1)  durch  die  Reihe 
2),  die  ersle  Reihe  den  Dividend,  die  zweite  den  Divisot 

*3 
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und    die   Reihe  3)    den    dieser  .Division    entsprechenden 
Quotienten. 

Vermöge  dieser  DeGnition  soll  man  also  ($.  22) 

4)        2br  xr  .  2Är  Opr   4=    Sor  xr 

haben,  wofür  man,  der  Bezeichnung  der  Division  in  der  Arith- 
metik  ähnlich, 

S  br  X*" 

schreibt,  so   dass   der  Ausdruck  5)    durchaus    nichts   Anderes 
sagt,  als  dass  der  Ausdruck  4)  statt  hat. 

2 

Bezeichnet  man  nun  durch  ^V  den  Inbegrifif  der  Variatio- 
nen zur  Summe  r  gebildet  aus  den  Elementenreihen  6«,  6^.*« 
und  ilo,  iii  ...•  so  ist  ^^ 

Sbr  xr  •   SArXr   =|=   S'Vißr 

die  Reihe   2''Vxr  müss  also   mit  der  Reihe  2arxr  identisch 

2 

seyn,  also  or  =  ^V.    Hieraus  folgt 

ar  =  60^**  +  *i  ^'— ^   +*  ^*  ^''^^  •  •  •  +  ft*— 1^1  +  **•  ^o 
und 

Or  —  br  Aq  —  br — 1   ^1  . » . .  —  ^1  Ar — 1 

6)      A,  = Y^  ' 

Sobald  mithin  die  Werthe  von  A^,  Ai  ...  ir-i  bestimmt^ 
sind,  giebt  die  Formel  6)  den  Werlh  yon  Ar.  Nun  ist  0^  =  07 
=  60  ^0  »Iso 

"*<>  "^  60 
Die  Formel  &)  giebt  demnach,  wenn  man  r  =  1  setzt , 

äi  —  6j  ilo 

Ai  =  r — — 

bo 

Die  Werthe  von  A^  und  Äi  sind  hiermit  bestimmt.   Setzt  man 

ferner  r  =  2,  so  giebt  die  Formel  6) 

fla  —  b2  Aq  —  fei  ^1 

A2  —  7  , 

Oq 

und  indem  man  so  fortfährt ,  den  Werth  jedes  beMebigen  Ar. 
Diese  Werthe  sind  aber  ganz  bestiminte,  folglich  ist  auch 
der  Quotient  immer  ein   ganz  bestimmter,  d.  h.   es  giebl 


35 

immer  eine  und  nur  eine  fteibe  3)   welche  der  entsprechende 
Quotient  der  Division  der  Reihe  1\  durch  die.  Reihe  2)  ist. 

25. 

Das  Verfahren ,  durch  welches  hier  .  der  Coefficient  de^ 
rfen  Gliedes  des  Quotienten  gefunden  wird^  ist  wesentlich  ver- 
schieden von  dem,  durch  welches  der  Coefficient  des  rten 
Gliedes  des  der  Multiplikation  zweier  Reihen  entsprechenden 
Produkts  bestimmt  wurde.  Im  letzteren  Falle  konnte  nemlich 
dieser  Coefficient  unmittelbar  aus  den  Grössen,  aus  wel- 
chen er  zusammengesetzt  ist,  nemlich  aus  den  CoefGcienten 
des  Multiplikands  und  des  Multiplikators,  gefunden  werden, 
indem  man  nur  Variationen  aus  ihnen  zu  bilden  hatte,  ohne 
dass  es  nöthig  war  noch  Hülfsgrössen  zu  berechnen»  Eine 
solche  unmittelbare  Bestimmung  nennt  man.  ein  in d ep en- 
de ntes  Verfahren.  Die  Formel  6]  dagegen,  durch  welche 
Ar  bestimmt  wird ,  zeigt  nicht  wie  Ar  aus  den  Coefficienten 
des  Dividends  und  des  Divisors  zusammengesetzt  ist,  sie  führt 
vielmehr  auf  die  vorhergehenden  CoefScienten  ilr— i,  ilr— 8  .  ••  -^o 
zurück,  welche  sie  als*  bereits  berechnet  voraussetzt.  Dies 
nennt  man  ein  rekurrirendes  Verfahren  *)• 


*)  Unsere  Betrachtung  setzt  voraus,  dass  das  Anfangsglied  der 
Reihe  2)  nicht  Null  ist.  Wäre  ^o=^  ^^^d  nicht  zugleich  auch  aQ^=0, 
so  wäre  es  nicht  mehr  möglich  dem  Quotienten  die  von  uns  ange- 
nommene Form  zu  geben.  Denn  da^nun  die  Variationen  aus  den  zwei 
Reihen  b^^  b^  ...  und  A^f  A^  *  .  f  gebildet  werden  Rollen,  und  in  der 
ersten  dieser  Reihen  das  nullte  Element  b^  fehlt,  so  ist  es  nicht  mehr 

2  7 

möglich  ^F  zu  bilden,  während  doch  ^Fzrrtf^seynsoll.  Ist  dagegen  auch 

2  2 

0^=0,  80  dass. in  der  That  ^V  wegfällt,  so  hat  man  ^F=^o^i=^i  ^l^o 

^o  —  b. 
und  allgemein  ^V  =  b^  A^ ^  +  b^  ^r—^  •••  4"  br  Aq  :=i  a^ 

oder  r+lf  =i  b^  Ar  +  6»  A— 1  ....  +  *r+l   -^o  =  «r+l 

.       '    «r+t  —  *r+l   -^o  .....  —  62  Ar^i 
also  Af  =  — ! ! — ^ — . 

so  dass  wieder   allgemein   A^   durch   das  reknrrirende  Verfahren  be- 
stimmt wird. 

3* 


26.    • 

Will  man  die  sftmmtlichen  Glieder  de^  Quotfi^nteil  Von 
Aq  bis  Ar  berechnen,  so  wird  das  rekurrirende  Verfahren  das 
einfachste  seyn.  Die  wissenschaftliche  Behandlung  der  Divi- 
sion kann  aben  erst  dann  als  abgeschlossen  betrachtet  wetden, 
wenn  das  Gesetz  nachgewiesen  tot,  nach  welchem  die  CoefB- 
cienten  des  Quotienten  unmittelbar  aus  den  CoefBcienten  des 
Divisors  und  Dividenden  zu  bilden ,  also  durch  ein  Indepen- 
dentes  Verfahren  zu  finden  sind.    Nun  ist  allet'dingS  Aq  schon 

IIa  > 

independent  bestimmt  worden^  nemlich  Aq  =  ^,  setzt  man 

diesen  Wer(h  in  die  reku#Htertd6  Formel  für  Aij  in  welcher 
fteben  jIq  nur  noch  CoefSclenteii  der  zwei  gegebenen  Reihen 
.vorkommen,  seist  auch  Ai  independent  bestimmt,  und  so  fort*- 
fahrend  kann  man  atlmftlioh  fttr  alle  CoefficiähteA  des  Quo- 
tienten die  independ^nten  Werthe  finden.  Indesseti  werden 
die  auf  diesem  Wege  geftindenen  Ausdrucke  bald  so  ver- 
wickelt, dass  es  nicht  leicht  möglich  ist,  das  zu  Grande  lie- 
gende Bildongsgesetz  daraus  zu  erkennen.  Es  soir  daher  ein 
anderer  Weg  eingeschlagen  Werden. 

r 

27. 

Man  betrachte  nemlich  zunächst  den  besonderen  Fall, 
wenn  a^  =  1  und  die  übrigen  Coefficienten  der  Reihe  1)  vor* 
schwinden.  Ferner  sey  6^  =;;  1,  so  dass  mitbin  die  For- 
mei  5)  4n 

7)        —-^ —  4=  2  A;  x^  ^) 
■  ^         ^  6^  a?^    ^  "^      '    ^ 

übergeht  ond  die  Forirtel  6)  in 

8}  Ar  =  —  bi  Ar^l  —  fri  -4r— *  t . .  '^  br  A^ 

Man  sieht  dass  jetzt  der  Werth  von  Ar  aus   Gliedern   besteht, 
die  nach  einem  und  demselben   Gesetze  gebildet  sind,  indem 


*)  Der  Sinn  diesdf  Formel  ist  abo ,  da»»  das  ^et  Itfutüplikatibii 
der  zwei  Reihen  JS  b^  »r  und  X  A^($?'  eaispreich^nde  Produkt  so  be- 
schaffen seyn  muss,  dass  sein  ÄDfangsglied  (welches  zu  oP  gehört)  die 
£iobeit  ist,  während  die  CoefGcientea  der  folgenden  Potenzen  tpd  x 
Null  sind. 
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bei  jedem  Gliede  die  Indiys  der  darin  vorkommenden  b  und 
A  sich  zu  der  Summe  r  ergänzen,  und  es  lässt  sich  daher  er- 
warten ^  dass,  in  Folge  dieser  Symmetrie  der  reicurrirenden 
FQrme),  auch  die  ind^pendente  Bestimmung  einfacher  ausfalle^ 

4 

wird.  Da  im  Allgemeinen  il^  =  ^  so  ist  nun  A^  =:  },  man 
hat  also 

Ar  s^  ••—  6i   4r-r^l   -t-  ^2  ^r— 8  •  •  •  •  —  ^ 

Setzt  man  in  dieser  Formel 

—  fti  *=  A ,  —  b^  ^=  ß^  . .  >  —  br  ^==  ßr 
so  geht  sie  in 

9)  Ar  =   ßi   Ar^l   +   ß2  ilf-a   .  .  .    +   /»r 

über.  Bezeichnet  man  aber  durch  **F  die  Summe  aller  Varia- 
tionen aus  allen  Klassen  zur  Summe  r,  gebildet  aus  den  Ele- 
menten ßi,  ß2  ...  ßr,  wobei  die  Elemente  jeder  Form  durch 
Multiplikation  verimnden  sind,  so  hat  man  (§.  18  Form.  13) 

10)  rr  =  /Ji   r-ir-[-  /J,  r-2F+   ...    +   /»r 

Der  Vergleich  der  Formeln  9)  und  10)  zeigt,  dass  Ar  nach 
demselben  Gesetze  aus  di^n  vorhergehenden  -4r— i,  Ar—z,  •••  -4i 
gebildet  wird,  wie  ^V  aus  r—iy,  r— 2F,  ....  ^F.  Nun  ist 
Äi  =  —  biAl  =  ßi  und  auch  *F  =  ft,  folglich  Ai  =  *F; 
ferner  *F  =  />i  ^F  -f-  /J2  und  A2  =  ftili  +/'2)  mithin  auch 
A2  =  *F,  und  indem  man  so  fortgeht,  allgemein  A^.  =  ''F. 
Nun  ist  aber  »^F  =  ''Qi  (§.  18)  folglich  auch 

II)  Ar  =  ^-Q) 
welches  die  gesuchte  mdependente  Bestimmung  von  Ar  für 
den  jetzt  betrachteten  Fall  ausdrückt.  In  Worten  heisst  dies: 
Um,  wenn  der  Dividend  mi  d^s  Anfängsglied  des  Divisors 
der  Einheit  gleich  sind,  den  Coefficienten  des  rten  Gliedes 
des  Quotienten  zu  finden ,  bilde  man  aus  den  mit  umgekefaf'- 
ten  Zeichen  genomnVenen  -Coefficienten  des  ersten,  zweiten 
u.  s.  w.  Gliedes  des  Divisors ,  welche  man  als  -  das  erste, 
zweite  u.  s,  w.  Elemeiit  ansieht,  die  Combinationen  mit  un- 
beschrfinkter  Wiederholung  aus  allen  Classen  zur  Summe  r 
und  multiplicire  jede  Form  mit  der  dazu  gehörenden  Permu- 
tationszahl, verbinde  Alle  so  gebildeten  Ausdrücke  durch  Ad- 
dition und  alle  Elemente  jeder  Form  durch  Multipflikalion.  In 
Zeichen  ausgedrückt  heisst  di^s 
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1  r    ^r 

12)  ^^S'Cp^"^ 

wobei,  da  i4o=l,    auch   unter   dem   Symbol  ^Cp  die  Einheit 
zu  verstehen  ist» 

Z.B.  es  soll  in  dem  Ausdruck 
1 

der  Werlh  von  A^  auf  independenlem  Wege  gefunden  werden. 
Hier  ist  /^i  =  — 2,  /9a  =  3,  /J3=— 4,  diese  Wertbe  sind 
also  bezüglich  das  erste,  zweite,  dritte  Element,  und  da  nun 
die  Combinatione'n  zur  Summe  3  zu  bilden  sind,  so  können 
die  höheren  Elemente,  d.  h.  die  folgenden  Coefficienten  des 
Divisors  keinen  Beitrag  dazu  liefern  und  brauchen  ebendeswe- 
gen nicht  bekannt  zu  seyn.  Man  hat  aber  ^Cz=z  ßißi  ft,  /J^/Sa,  /Jj. 
Die  ei^ste  und  dritte  dieser  Formen  kann  nicht  permutirt  wer- 
den, zu  der  mittleren  gehört  die  Permutationszahl  2.     Mithin  ist 

^Cp=:ß,ßißi+2ß^ß2  +  ßs 

und  wenn  man  statt  /^i ,  /J»,  ß^  ihre  Werthe  setzt, 

3Ci[i  =  (— 2.  — 2.  — 2)-|-2(— 2.3V+(— 4)  =  — 24 
also  43  =  — 24 

28/ 

Man  betrachte  nun  den  allgemeineren  Fall,  wenn  der  Di- 
vidend die  Reihe  1]  ist,  behalte  aber  die  Beschränkung  bei 
dass  das  Anfangsglied  des  Divisors  =  L  ist.    Man  hat  also 

d.  h. 

14)      Sby.  SArx""  4=  Sa^ 
Aus  12]  folgt  aber 

^6^. -5'*Q^.a;''4=l 
demnach  ist  es  einerlei   ob   mau  das  Produkt  sucht,  welches 
der  Multiplikation    der   drei  Reihen  2b^x^^  S^'Cpx''^  Sa^x"^  ent- 
spricht, oder  das  Produkt  welches  l.iora?''  efntspricht    (§.  23). 
Nun  ist  aber  (§.  22) 

1.  2a^af  4=  Sa^x^ 


jr 
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also  auch 

:'     S\af.  2  ^Cpx^,  2  a^of  4=  2  a^a^ 
Vergleicht  man  diesea  Ausdruck  mit  14),  so  folgt  (§..  23. 
Form.  8) 

2'^Cpoe^.  2a^ar  4=  2 A^oT 
d.  h. 
(14-iC3paj+ »C5pa?«+,. . +*'Cpj?»'+. . .)  (a^,+ai aj...+a^aj'+ ...) 

woraus 

15)  ilr— ö^+*Q^Vi  +  *^V2---+'*^«o 
folgt,  wodurch  auch  in  diesem  Falle  die  Coefficienten  des  Quo« 
tienten  auf  independeniem  Wege  bestimmt  sind.  Die  Combi- 
nationen  behalten  dieselbe  Bedeutung  wie  im  vorhergehenden 
Falle  und  beziehen  sich  also  wieder  auf  die  Elemente  — ftj, 
— 62  ^«  s.  w. 

29. 

Auf  den  so  eben  behandelten  Fall  kann  nun  leicht  der 
allgemeinste  Fall  zurück  geführt  werden,  in  welchem  die  For- 
mel 4)  statt  findet,  ohne  dass  der  Werth  von  b^  auf  die  Ein- 
heit beschränkt  wird.   Insofern  nemlich  die  Reihe  60  +  &i  ^  +  •  •  • 

das  der  Multiplikation  der  Reihe  1  -f  ^  a:  -f-  ^  «•  +  ...  mit  60 
entspredhende  Produkt  ist,  kann  man  auch  sehreiben 

16)    60  .  -S  J^x»-  .  2ArX''  4=  2a,x'' 
Setzt  man  aber 

17)  ±^    4=  2Draf 

S  JLgf 

so  findet  man,  da  das  Anfangsglied  des  Divisors  die  Einheit 
ist,  aus  dem  Vergleich  dieser  Formel  mit  der  Formel  13) 
dass  der  Werth  von  D^  sich  aus  dem  Werthe  von  A^  in  For- 

mel  15)  ergeben  muss,  wenn  man  in  dieser  allgemein  ~  statt 

*o 
b^  setzt.    Man  hat  mitbin 

18)  /),,  =  a,.  +  'Cp<»r-i   +  •••  +  ''O^^o      I 


«0 

wo  sich  nun  das  Combinationszeichen  auf  --,— ,  ~t—  u.s.w. 

*o  *o 

als  erstes,  zweitei  Element  u.s.v.  bezieht. 

Verbindet  maq  nun  dep  Ausdruck  ^Jv"^  «-^^r**^  4=-^ ^r^% 
welcher  aus  17]  folgt^  mit  dem  Ausdruck  16],   so  ergiebt  sich 

fco   ^4r^*    +    ?DrX^ 
also  fco-^r  =  ^r 

d.  n.  il«  =  ; 

wo  Tp  dieselbe  Bedeutung  wie  in  18)  hil.  Hiermit  ist  die 
independente  BesUinmung  der  CoefBcieolen  des  Quotientoa  im 
allgemeinsten '  Divisionsfalle  erledigt. 


Fünftes    Kapitel. 

Potenziren  der  Reihen.    Polynomiseher  und  binovisehfr 

Lehrsatz. 


9«. 

Ein  einzelneir  Fall  aus  der  im  3iteii  Kapitel  behandQlt^i 
allgemeinen  Theorie  der  Multiplikation  bietet  ein  besonderes 
Interesse  dar.    Wenn  man  nemlich  eine  Reihe 

1)         Oo  +  «1*  +  «2^*  -f-  .  .  .  . 
mehrmals   mit  sich  selbst  multiplieirt  und   das    entsprechende 
Produkt    sucht,  so  nennt 'man   dies   die  Reihe  potenziren. 
Man  erhebt  die  Reihe  auf  die  mte  Potenz,  wenn  man  sie  mmal 
mit  sich  multiplieirt^ 

Man  nennt  iib^r  eine  Reihe  von  der  Form  de»  Reihe  1) 
ein  Polynom  und  daher  die  Bntwiokelung  des  Gesetzes, 
nach  welchem  die  Glieder  des  einer  Potenz  des  Polynoms  ent- 
sprechenden Produkts  gebaut  sind,  den  polynomischen 
Lehrsatz  und  dieses  Produkt  selbst  die  Polynomialreihe. 

Bezeichnet    man    die   mte  Potenz   der  Reihe   1)    durch 
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Prodakt  durch  SA^af^  so  hat  man  mithin 

Ans  dQfQ  Sehlus^  ijißs  §.  23  folgrt  also  anmittalbfr 

m 
Ar  ^  »-F 

Da  aber  die  zu  multiplicirenden  Reihen    identisch,  mithin   die 

VftmUanen  nur  aus  der  einzigen  Element^nreiha  «o,  ^i^  ontf. 
zu  bilden  sind,  hat  man  (§.  16  Form.  6) 

"^  m 

3)  Ar  =  "^Cp 

und  hiermit  ist  die  independente  Entwickelung  (§.  25) 
des  polynomischen  Lehrsatzes  erledigt.  Man  QndQt  also 
nach  form,  3) 

M  m 


m        •»-«  2  1  .  .  m        .     "•-!        I...m 

m(m— 1)    "-2    8  «1-1 


1  .2 


<%    .   O.,    -^   «Ulo   •    " 


3 


31. 

fft         ffi  m 

Ist  ao  =  0,  so  sind  atfch  ^Cp,  ^Cp  .  .  .  «»^-iCp  sftmmtlich 
Null;  da  diese  Ausdrücke  in  sUlen  Gliedern  den  Flaktof  Og  ent- 

m  m 

halten  und  erst  "^^  ;==  a^  ist  picht  NuH.     Mithin  verschwin* 
den   auch  Aq^  A^  ./.  Am^i  und   4>®  Polynomialreihe  beginnt 

mit  iCn^,    Die  Farmpl  2)  g^M  9l<Q  \n 

m 

über.     Statt  dessen  kann  man  auch  schreiben 


m 


also 


4t 


oder  '  - 

m  M  Ali  fW 

Setzt  man  nun  Am ^=:Bq^  ilm-)«i  =Bi...ilift-fr  =  fir  ^o  ist 

m 

m 

WO  Bf.  r=:  m-f-rCp,  and  die  Combinationen  aus  den  Elementen 
a^,  a,  •  .  •  zu  bilden  sind. 


32. 

Auch  die  rekurrirende  Entwickelung  des  polyno- 
mischen Lehrsatzes  ist  leicht  zu  g^eben.  Soll  nemlich  Ä^  aus 
den  als  bekannt  angenommenen  Aq,  A^.,.  Ar^i  gefunden  wer- 

den,   so  braucht  man  nach  Form..  3]   nur  zu  wissen  wie  ^Cp 

aus  den  bekannten  ^Cp,  ^Cp  . . .  r-iCp  gefunden  wird.  Diese 
Frage  ist  aber  bereits  im  ^weiten  Kapitel -(Formel  11)  erledigt 
worden.    Man  hat  mithin 

[fii+l-r]aji4r-i+[2(«i+l)-r]a2ilr-2....+Cr(iii+l)-r]a^o 
4)  Aj!=i • 

und  damit  die  verlangte  Recursionsformel. 

Geht  man  von  dem  oben  gefundenen  Werthe 

« 

aus,  so  findet  man  durch  diese  Formel,  wenn  r  =  l 

^1=  :r—  =»»(ao)  «1 

«0 

wie  ebenfalls  schon  gefunden  wurde.     Ist  r  «=  2  so  hat  man 

A2  =  2^ =  — j— 2 —  ^0  •  «1  -T  «Wöo  •  ^2 

u.  s.  w. 
.Sollen  alle  Coefficienten  von  Aq  bis  A^  gefunden  werden,   so 
ist  offenbar  das  rekurrirende  Verfahren  wieder  bequemer    als 
das  independenle  (vgl.  §.  25). 
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33. 

In  dem  besonderen  Falle^  wenn  alle  Coefficienten  der 
Reihe  1],  die  zwei  ersten  ao  und  a^  ausgenommen,  verschwin- 
den, wenn  also  das  Polynom  in  ein  Binom  übergeht ^  ^eht 
der  polynomische  Lehrsatz  in  den  binomischen  über, 
die  Polynomialreihe  in  die  Binomialreihe.  Statt  der 
Formet  2]  hat  man  nun 

5)  (ao  +  0,0?)  +  SArOf 

and  nach  Form.  3) 

Ar  —  ""Cp 
Allein  da  nun  die  Combinationen  nur  aus  den  zwei  Elementen 

m 

Oq  und  a^  zu  bilden  sind,  so  ist  mC  die  letzte  die  noch  gebil* 

m 

det  werden  kann,  während  t»+W  u. s. w.  verschwinden.  Die 
Binomialreihe  muss  also  mit  dem  Gliede  Amx»  ab* 
brechen  und  man  hat 

Es  läfsi  sich  aber  A^  jelzt  in    einer  anderen  einfachen  Form 

m 

ausdrücken.  Da  nemlich  die  Summe  r  in  ^Cp  nur  durch  rma- 
liges  Setzen  des  Elements  a^  erzeugt  wird,  so  muss  der  Fak- 

tor  (a^y  ein  Bestandtheil  von  ^Cp  seyn,  und  da  die  Anzahl 
der  zustfmmeniretenden  Elemente  m. seyn  soll,  so  muss  jedes 
der  noch  fehlenden  m — r  Elemente  Oq  seyn.     Man   hat  mit^ 

hin  ^C=  ÜQ  .  a^.    Die  hierzu  gehörende  Permutationszahl  ist 

1  •  2  .  •  .  ifi 
1.2(111— r). 1.2... r^^^ 

7)    iL  =  rCp  =  —  -   '^ an  .  a. 

^    ^  ^         1.2..(w— r).1.2...r  ^       ' 

womit  die  indep enden te   Entwickelung   des  Binoms  —  für 

ganze  positive  Exponenten  —  gefunden  ist. 

34, 
Die  hier   vorkommende  Permutationszahl  nennt  man  den 
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rten^  Binomialcoefficienten  der  Potenz  m,  im  Folgenden 

sqH  piß  <|ur<ih  4«s  Zeichen  «SB  aogpd^u<€t  yv^rden.  Jlan 
i^oUt  a|3Q 

woraus  man  zwei  einfache  Ausdrücke  ableiten  kana,  iiQinU#h 

10)  «©  =  ü^fclLii-ithll 

1  .  2  .  •  .  .  (in — r) 
Vergleicht  man  den  Ausdruck  9)  mit  Kap.  2  Form.  2,  so  folgt 

^     11)    m^  =  NC[\/2  .  .  .  m) 

d.  h.  der  rte  BinomialcoefBcient  der  mten  Potenz  ist  nichts 
Anderes  als  die  Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wiederholung 
aus  m  Elementen  zur  rten  Classe  *).  Dass  hi^r  eiti  neues  Zei«* 
chen  für  diesen  Begriff  eingeführt  wird,  geschieht  darum,  weil 
später  (§.  40)  der  Begriff  der  Binomialcoefficienten  auf  einen 
Fall  ausgedehnt  wird,  für  welchen'  das  oombinatorische  Zei^ 
chen  nicht  mehr  passt. 

Man  setze  nun  allgemein 

r  m-f     r 

12)  A^  =  «®ao  .  ai 

m  0 

Da  Ao  sffi  ao  so  iat  «^  3=k  1.  Diesen  W«rth  kann  man  yft^ 
d«r  ans  Formel  8)  nac()  aus  Formel  d}  direkt  finden ,  4«  r:=?0, 
also  diese  Formeln  sinnlos  werden,  dagegen  gieb4  Formel  10) 

0         m.(m— 1)  ...  1         , 

IM  IM  M 

Aus  Am  =  ^Cp  ==:  Oj  folgt  ebenso  «93  =  \^    Hier  ist  r;=im 


*)  Da  die  Anzahl  der  Combinationen,  der  Natnr  der  Sache  nach, 

r 
immer  eine  ganze  Zahl  ist,  so  folgt  daraus,  dass  auch  ^^  eine  sol^ 

che  ist,   sobald,    wie    hier  roraasgesetzt  wird,   m  eine  ganze  positire 

Zahl  ist* 


\ 


4A 

und    nun   verlieren  Farmel    8)   und    10]  ihren   Sfain   während 
Formel  9) 


m 


IM    .    fn — 1     ,    .    .    .    I 


1    .    i&    .    .    .    Itt 

giebt.  Diese  z\Tei  FäMn  abgerechnet  kann  jede  der  drei  For- 
meln zur  Berechnung  d^r  Binomialcöefficient^n  gebraucht  wer- 
den^ obgleich  Formel  9),  wie  sich  später  ($.  40)  zeigen  wird^ 
die  brauchbarste  ist. 

35. 

Setzt  man  tlt  9)  statt  r  den  Werth  m — r,  so  hat  man 

•"-^       m  .  (irt— 1) (r+  1) 

.1  .  .  .  .  [m—r) 
also  nach   10) 

ift*r  f 

13)  mö   =   mS 

d.  h.  die  BinömialeoelTicienten ,  weichte  gleich  weit,  der  eine 
vom  Endgliede  der  Entwickelung ,  nemlich  dem  mten^  der  an- 
dere vom  Anfangsgliede^  dem  Oten,  abstehen,  »ind  gleich.    Also 

0  «N 

nicht  Mos,  wie  schon  gefunden  wurde,  m$  =  m$^  da  beide 

=  1 ,  sondern  auch  •»©  =  «ö ,  "•Ö  =  »»93  u.  s.  w. 

In  Folge  qieser  Eigenschaft  braucht  man  also  die  Bino- 
mialcoefficientefn  nur  t)is  zur  Mrtte  der  Binomialreihe 
zu  berechnen,  d«  sie  von  da  an  in  umgekehrter  Ordnung  wie- 
derkehren. Jedoch  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je 
nachdem  m  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist.  Da 
nemlich  die  Binomialreihe  mit  ji^afi  beginnt  und  mit  j4ma^ 
endigt  (Form.  6),  also  m-j-l  Glieder  enthält  ^  so  wird  ihre 
Gliederzahl,  wenn  pi  ungerade  ist^  eine  gerade,  und  wenn  m 
gerade  ist,  eine  ungerade  seyik  Im  erste.n  Fall  setze  man 
m-^l  ::::::,  2k  y  es  enisprichi  nun  jedem  der  ersten  k  Binomial- 
coef&cienten  ein  gleicher  unter  den  letzten  k  Binomialcoeffi- 
cienten.     Es  giebt  also  in  diesem  Falle  keinen  mittleren  Bino- 

mialcoefücienten ,    ^«r,  wenn   mam   will,  kann  lian  m^  und 

k 

m^  als  die  mittleren  ansehen.     Man  hat  aber 


**  —  ^_ 
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'^        m  .  (m-  1)  .  .  .  .  (m— *  +  2) 
■»SB  ^   i i i 1 — ' 

1.2....  {*— 1) 
oder,  wenn  man  für  k  seinen  Werlh  — ^ —  setzt, 


m+2 

tn 


A— 1  2 

14)     m»  =  «S    =? 


1  .  2 

L    '^ 

m+l 


k  2 

und  denselben  Wertb  findet  man  für  mS3  =  mSÖ. 

Im  zweiten  Falle  setze  man  m  =  2&alsom4  i=:i2A+l* 
Hier  entspricht  wieder  jedem  der  ersten  k  Binomialcoefficien- 
ten  ein  gleicher  unter  den  letzten,  in  der  Mitte  zwischen  die- 
sen paarweise    gleichen    Binomialcoefficienten  steht   aber    ein 

einzelner  «»93  welcher   ebendeswegen   der  mittlere  genannt 
wird.     Und  zwar  ist 

oder,  indem  man  ^  statt  k  setzt, 

m 


(.-i)...[f+.] 

15)     m©  = 


8  ^ 


1      2  - 


36. 


Ein  anderes  Mittel  die  Berechnung  der  Binomialcoefficien- 
ten abzukürzen,  bietet  die  Bemerkung,  dass  man  jeden  der- 
selben aus  dem  unmittelbar  vorhergehenden  finden  kann,  wenn 
man  letzteren  mit  einer  bestimmten  Zahl  multiplicirt.    Denn  aus 

^  _  m  .  {m  —  l)  .  .  .  {m—r+  1) 


1   .  2  .  .  .  r 

^+^      m  .  (w— »)  .  .  .  (m  —  r4.1){m— r) 

m^  =:    i 1 ^ —^ 

1  .  2  .  .  .  r  .  (r+l) 
folgt 
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16)  m«  =  "ISZl  .  mS 

r^f-  l 

0 

Nun  weiss  man  dass  mj)  =  ]  ^   also  kann  man ,   voii  diesem 
ausgehend,  alle  folgenden  Binomialcoefßcienten  auf  rekurri- 
'  rendem  Wege  finden.    Hieraus  folgt  weiter^  wenn  man  For- 
mel 12)  berücksichtigt,     , 

r+l     m.(r+l)    r+1 

••93         «0  *  ^1 
also 

17)    ^r+l    =    r-z     .    ^   A^ 

r+1        flo 
wodurch  die  rekurriren de   Entwickelung   des   Binoms   ge- 
geben ist. 

Aus  Formel  16)  ergiebl  sich  zugleich,  dass  die  Binomial- 
coefficienten  bis  zum  mittleren,  wenn  ein  solcher  vorbanden 
ist,  oder  bis  zu  den  zwei  gleichen  mittleren,  immer  grösser 
werden,  so  dass  dieser  mittlere  oder  diese  beiden  mittleren 
Binomialcoefßcienten    die  grös^sten  unter  allen  sind.     Ist  nur 


m 


ein  mittlerer  S3  vorhanden  und  man  setzt  r  '<  -^  —  1,   so 
ist  m  —  r  ^  —  +  1    und  r  +  1    :<  -^  also  >  1, 

Mithin  so  lange  r  noch  nicht  =  ~  ist,  «»S  >  «93. 

•* 

m-l  "*+! 

Hat  man  zwei  mittlere  Glieder  «93  und  «»93  und  man  setzt 

—.»»  —  3        ,•  „IM +  3       ,•,•_«—  l 

r    <   — g—  so  ist  m  —  T  >    — -—  und  r  +  1  ^       ^      ' 


also  wieder  ^^^— r  >  1.      Ist    dagegen  r  ^=  — - — ,   so  ist 

m+l  m-1 

m  —  r  •=.  — ^ —  und  r  +  1  =  — ^ —  also  »S3    =  «SS  , 
wie  sphon  bekannt  war.  <  *  ■ 


4» 

37. 
Addirt  man  die  zwei  aufeinander  folgenden  Binomialeoerfi- 

r  r+l 

cienten  »iB  und  «^  Busammen^  so  erhält  mtn 

"^  l  .  2^.  .  .  r  ^1.8...  (M^l) 

(m  —  r         \    r»i  .  (ffi  —   1)  .  .  .  (in  —  r   +  1)1 
7^\  +  V    l '     I.5i...r J 

_  m  -h  1  w(m — l),..(m— r+1)  _  (m4  l)m(m— l)...(m— r-fl_) 
""  r  +  1    •  iT2  .  .  .  r       ~  ~1  .  2  .  3  .  .V[r-^  1) 

Den  letzten  Ausdruck  erhält  man  aber  wenn  man  in  For- 
mel 9]  m  «1*  1  statt  f»  und  r  4*  1  statt  r  setzt.    M#n  hat  mithin 

r+l  r  r+1 

18)  m+l?)  =  m©  -j-  mS 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  kann  man  die  Binomialcoefficienten 
jeder  Potenz  m+l  berechnen,  wenn  man  die  Binomialcoeffi- 
cienten  der    vorhergehenden   Potenz  m  kennt.      Zunächst  hat 

0  10  12  1 

man  *•+!»  «  1 ,  dann  «+iS  t==  m©  -f.  «»,  M+'isß  --  msQ 

ü 

4-  «S3  u.  s,  w.*) 


*)   Es  ergiebt  sich  hieraus  ancb,   dass  man  aus   den  CloefficieDteo 
irgend  einer  Poteni  die  der  Dichstforbergehenden  finden  iLann.     Denn 

•US  "•+^33  =^   ""SS  +    ""33  folgt 

,  ^  2  2  1     • 

Nun  ist  **+^93  =i=    ""SB  +    ••Sö  also 

Gesetzt  flian  habe»  indem  m^n  dioa«  Betrachtung  fortsetzt,  für  irgend 
einea  bcstimlnten  Werth  r  gefunden ,  (hiss 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  faaclidem  r  gerade 


«.-Li^'+l         »•+1 


r 


oder  uogeradf ,  so  find«  man  auch  aus       ■    $  =    ^i^  ^    '^j^ 

Nun  ist  nachgewiesen,  dass  diese  Formel  für  r  =:  i,  r  ^^  2  Wtrktiek 


4» 

38, 

Man  kann  auch  den  rten  BinomialcoefBcienten  einer  Po- 
tenz finden,  welche  die  Summe  m^b  zweier  Zahlen  a  und  b 
ist  y  w*enn  man  die  Binoiliialcoefficienten  vom  Oten  bis  zum  rten 
Tür  die  zwei  Potenzen  a  und  b  kennt.  Um  die  entsprechende 
Formel  zu  finden ,  stellen  wir  zunächst  die  BinomialcoefBcien- 
ten unter  einem  neuen  Gesichtspunkte  dar.  Betrachtet  man 
hemlich  die  Werthe  der  Bioomialcoefficienten ,  welche  For-^ 
mel  9)  und  10]  geben,  so  si^ht  man  dass  sie  aus  einem  Zäh- 
ler und  einem  Nenner  bestehen,  welche  beide  Produkte  sind, 
in  denen  jeder  Faktor  um  eine  Einheit  von  dem  vorhergehen- 
den verschieden  ist.  Ein  solches  Produkt  ist  als  specieller  Fall 
eines  allgemeineren .  Awsdrucks  aozmsehen  y  in  welchem  man 
ein  Produkt  betrachtet,  bei  dem  jeder  Faktor  um  eine  be- 
stimmte Zahl  grQsser  oder  kleiner  als  der  vorhergehende  ist. 
Solche  Produkte  -nennt  man  ^aktorie4len  oder  Fakultä>- 
ten;  von  ihren  vielen  merkwürdigen  Eigenschaften  betrachten 
wir  hier  nur  einige  einfache.  Man  bezeichne  das  Produkt 
(a  +  6)  (a  +  6  +  *)  (a-f-Ä-f  2*)  .  .  .  (a  +  6  +  (r  — 1)*) 
durch  (a  +  by\K  Hierbei  kennen.  a|  i^  k,  sowohl  ganze  als 
gebrochene,  positive  ^der  negative,  rationale  oder  irrationale 
Zahlen  bedeuten,  während  r  eine  ganze  positive  Zahl  ist, 
welche  die  Anzahl  der  Faktoren  hezeichnet  Ist  rcsO,  so  soll 
das  Symbol  (a  +  b]o\k  die  Enheit  bedeuten ;  ist  r  =r  1 ,  so 
iai  {a  -^^  b)Uk  z=L  a  '^  b.    Man  hat  demnach 

19)    (Ä+ft)  (a^6+ l}..,(a4.4  +  r— 1)    =  (a+6)r|i 


sUU  hat,  folglich  ist  sie  allgemein  richtjg.    Setzt  maa  in  dieser  F.or- 

rael  m  =  ^  mid  bedenkt  dns     ^  =?  1,  nQ  =  1  aber  *^,    SQ  u.s.w. 
Null  sind,  so  folgt 

0^         1^         1^ 

o«         1^         1^         1^ 

und  iberhanpl  ^t  =  6  ww»  r  >  0,    dmgcgen  folgt  aus  '*©  =  '"T1jb 
^    "•©,  4asi  "©  Ä    ©  -r-    .93  sr  1  SU  tauen  is|. 


• 
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20)  [a  +  b)  (fl  f  6_l),,.(o  +  6-.(r-l))  =  (a  +  ft)*"!-! 

21)  a    (a  +  1)  ....    (a  -h  r  —  1)    =  arH 

22)  a    (o  — 1)  .  .  •  •  (a  —  {r  —  1))  =  «rhi 

23)  !•      2,     .  .  .  .  .  r  s  Irli 

Man  erhält  nemlich  21)  aus  19),  und  22)  aus  20]  indem  man 
6  =  0  setzt  und  23)  aus  21)  indem  man  a=I'  setzt.  Nach 
Formel  9)  kann  man  also  jeden  Binomiaicoellicienten  als  den 
Quotienten  zweier  Faktorielleii  darstellen  ^  nemlich 


L        mr|-i 

24)  "•»  = 


l 

Man  hat  offenbar 

0  1 

(a-|.6)2|-i  =  (a  +  6)(a  +  6  — l)  =  a(a-l)  +  2a6  +  6{6— 1) 

Ol  2 

=  ag3a«|-i  +  »».aihi. 611-14.«». 621-1 

Gilt  das  hierbei  sich  zeigende  Entwickelungsgesetz  bis   zu  ei* 
nem  gewissen  r,  so  dass  bis  dahin 

Ol  2 

25)  (a+  6)rhi  izi'-Sörl-i  +  '•Saf^iJ-i . 6ihi  -h'löar-^hU^-t.... 

r-l  r 

+  '•33ai|-i6r-i|-i  +»-a36r|-i 

so  ist  die  Formel  auch  für^  r  -^  l  und  mithin  allgemein  ftb* 
jeden  Werth  von  r  richtig.  Multiplicirt  man  nemlich  diesen 
Ausdruck  mit  (a  +  6  —  r)  so  erhält  man  auf  der  linken  Srite 
des  Gleichheitszeichens  (a  +  6)*-hi  (a  +  6— r)  =  (a  +  6)r+i|-i. 
Auf  der  rechten  Seite  multiplicire  man  so  mit  a-\-b  —  r  dass 
man  zuerst  das  erste  Glied  mit  a — r,  das  zweite  mito — (r — 1) 
U.S.W.;  das  letzte  mit  a,  und  dann  das  erste  mit  6,  das  zweite 
mit  6  —  1  u.  s.  w. ,  das  letzte  mit  6  —  r  multiplicirt^  alsdann 
erhält  man 

(a  ^-  6)r+i|-i  =         . 

0  1  r 

»•Sar+ihi  +  1Bar|-i.6i|-i  +  ...  +  *-Sail-i;6r[-i 

0  r-l  r 

.    +'*iBa^l-i  .6i|-i  + .. .  +  »"aSail-i  6r)-j  +  ra36r+i|-i  „ 

0  0     .       r  r+1 

Bemerkt    man     nun     das»  *•©  =  *4-ia3,     1©  =  r+iäS     und 


*«  -j-  *•©  =  H-i:Ö  (Form.  18)  so  erhält  man,  wenn  man  die 
unter  einander  9Jehenden  Glieder  addirt, 

0  1 

(a  +  by+l\'t  =  r+lSor+ll-l  +  r+lSBorl-l   .  611-1 

2  r  r+1 

,     +H-iSar-lhi.62l-i....  +  r+ig3ai|-i .  6rl-l+r+ig5.6r+l|-l 

womil  unsere  Behauptung  erwiesen  ist.     Nun  gilt  die  Formel 
25)  für  r  =:  2,  mithin  allgemein.      Dividirt  man  alle   Glieder 

dieser  Formel   mit  1.2...r  (wofür  man  nach  23)  auch   1**'^ 
aetzen    kann)    und    berücksichtigt  dass    «1B  =  1,    «^  =  r, 

«       ,  r  (r  —  1) 
rs3  fe  — I — ^  u.  s.w.  so  findet  man 

^  ir|i  1.2..r   '^    1.2....(r-l)  '      l 

"^  l.2..,.(r^T)  •  T.T  +••••+  1727; 

Nach  Formel  24)  heisst  dies  aber 

,  .  r  r  r-x        i  r-8    .2  1     ,r-l      .r 

27)  ''+*a3  =  ^33  -f  •©  .  *»  4-  •©.  *33...  +  *©  *»+  *» 

und  dies  ist  die  im  Anfang  dieses  Paragraphen  gesuchte  Formel. 
Setzt  man  r  =  a'=  ^,  so  erhält  man 

r  r  r-1       1  r-2       t  1      r-1  r 

*•*»  =  ^»  +  •*»  .  »^a  +  **«  .  •'iB...  4-  ''»  "'ö  +  •*» 

r  0  r  0 

Bedenkt  man  dass  «^8  ac  ^^  =  1  und  also  auch  ''S  =  (f^)^ 


r 


=  (1B)'  gesetzt  werden  darf,  und  berücksichtigt  man  die  For- 
mel 13),  so  findet  man^ 

28)    ^:'h  =  (*•©)»  -f  (••s)»  +  (*-a3)»,..+(^)*+(''S)2*). 


Ar** 

*)    Setzt    man    m  s  2r    in    Formel  9),.  so  findet    man       S 

SS  ^  (2r— I)  ...  (r+1)^    MuUiplicirt  man  in  diesem  Anadrock  Zih- 
1  .  2  .  .  .  r 

1  .  2  •  .  .  2r 
1er  and  Nenner  mit  1  .  2  ....  r,  so  geht   er  in   ^   '.     '  '  ' — -  ober, 

(1.2...  r)" 

oder^  wenn  man  im  Zähler  die  geraden  Faktoren    ron  den  ungeraden 

4» 


d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  sfimmiHtAeii  BiifmnSalcoof- 
ficienten  einer  (ganzen  positiven]  Potenz  ist  dem  mittieren  Bi- 
nomialcoefficienten  (§.  35)  der  doppellen  Potenz  gleich. 

39, 
Setzt  man  in  Formel  6)  Oq  =  1  ^  ai  r=  1  ^  $o  gelit  sie  in 

29)  (1  -^  x)^  ^  2  A.aT 

0,111 

über,  tro  nun  nach  Formel  12) 

r 
Ä^  =  ^^ 
mithin 

30)  (\  +  x)^  ^2  ^h  .  af 

0,m 

Wenn  es  darauf  ankommt,  die  Binomialformel  zu  entwickeln, 
braucht  man  nur  diesen  speciellen  Fall  zu  betrachten,  da  sich 
der  allgemeinere-,  wo  man  (oq  -|"  ^i^)"*  zu  betrachten  hat, 
sofort  auf   diesen    zurückführen  lässt.      Denn    da    man   statt 

(Oo  +  Ol  ^y^  auch  &Q^  (I  -| — ^  x)fn  schreiben  kann  iumI  nach 
Formel  30) 

(1    +J   X)n.   +    2-^^(^   XY 

ö^o  0,«»         «0 

so  ist  auch  (§.  22) 

(öo  4-  «la?)»»  +  «o'^-S  «8  (?i  xY  +  i  «9iao~  [—  »Y 

0,»  «0  0,111  Oq 

f 

r  . 

40. 

r 

Bestimmt  man  den  Werth  von  «58   durch.  Formel  8)   oder 
Formel  10],  so  hat  dieser  Ausdruck  nur  dann  6ine  bestimmte 

.cbeidet,    in   ^-3>5..,(2r^l)  ^  2.A.%.,.%r  ^  t  .3.5.  .(2r^!)  ^  ^r 

l*2*3«*.r  ~l*2*3«**r  l*d«3«**r 

=    ^*3'5'"(2«"-^)  a**".      getil    man    dan    leUten    Ausdruck    sMl 
2.4«6««.  2r 

'''^S  so  hat  man  die  Fonnef  28)  in  der  Gestalt,  wie  sie  zn«ra(  von 
dem  berähai(en  französischen  Matbemattker  La  prange  gefunden  wor«- 
den  ist. 
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Bed^iltaiig,  weitn^  wie  wir  bii  jieizi  yoraiisges9tilt  bb^ii,   m 

r 

eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Bestimmt  man  dagegen  m^  durch 
Formel  9)  so  behält  dieser  Ausdruck  immer  einen  bestimmten 
Sinn  y  welche  reelle  Zahl  man  statt  m  nimmt.  Wir  wollen  da- 
her, indem  wir  den  Begriff  des  Binomialcoefficienten  erweitern^ 

HBler  demZeieben  ^iB,    weichet  wir    noch   immer   den  rtto 

BinomialcoefBcienten     der    Potenz   fli    nennen,   den  Ausdruck 

m  (m— 1)  .  .  .  (m  —  r+^^  1)  •  . 

— ^ ~ — r — ^ 1    y^rsle«en^    wo   m    irgend   eine 

1  •  ^  •  •  •  f* 

reelle  Zahl  bedeutet,  sey  sie  nun  eine  ganze  oder  gebrochene, 

positive  oder  negative,   rationale   oder  irrationale.     Dagegen 

0 

bleibt  r  ii^mer  eine  ganze  positive  Zähl.  Auch  soll  m$  unter 
allen  Umständen  die  Einheit  bedeuten.  Zwischen  den  zwei 
Fällen,  wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  und  wo  es  keine  solche 

r 

ist,  findet  nor  der' Unterschied  statt,  dass  im  ersleren  »B  im- 
mer Nun  wird,   sobald  r  grösser  als  tn  ist,  well  dann  der  im 

„  _ ,               m  Im  —  1)  .  .  .  (m  —  r  + 1)        ,  j     r^  i 

Zfthler  V«  — ^ r^— s — ^^ — ■. ^-^  vorkommende  Fak- 

t0r  M  --*  r  *^  1  oder  ein  vorhergehender  Null  ist,  während 
im  zweiten  Falle,   welche  ganze  Zahl  man  für  r  setzen  mag, 

r 

kein  Faktor  des  Zählers  Null  wird,  also  auch  m^  niemals 
Null  wird.  ^  • 

I  r 

Es  ist  einleuchtend^  dass  die  Formeln  It)  und  18]  auch 
bei  dieser  allgemeineBen  Bedeutung  des  ^indmialcoefficienten 
unverändert  ihre  Geltung  behalten^  4a  sie  unmittelbar  aus  For- 
mel 9)  abgeleitet  sind.  Es  wurden  ferner  bemerkt,  dass  die 
Formel  26]  für  jeden  reellen  Werth  voa  a  und  b  gilt;  die  De- 

r 

flailioii^  Ton  «^,  welohe  wip  in  Formel  24)  gegeben  haben, 
gilt  afaM»  ctoftfaUs  wena  m  irgend  eine  reelle  Zahl  ist.  Aus 
dieser  Fonnd  ud  der  Fcraid  1(^  wurde  «her  die  Formel  27) 
abgeleitet,  folglich  behält  auch  difse  ihre  Gültigkeit,  wenn 
u  -^  b  ifgdud  eine  reeile  ZM  isi^  Dagegen  verliert  dieFor- 
nel  13)  wd  Alles  was  aus  ibr  abgeleitet  wird^  alsp  nament- 
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lieh  die  Formel  28),  ilireii  Sinn,  sobald  m  kmne  gau»  pwi- 
tive  Zahl  ist,  weil  sie  auf  Formel  10)  beruht. 

41. 

Indem  wir  früher  (§.  39)  /den  binomischen  LehrsaU  (für 
ganze  positive  Potenzen)  auf  seine  einfachste  Form  zurückführ- 
ten, erhielten  wir  die  Formel  30).  Wir  hatten  aber  statt  der- 
selben auch  schreiben  können 

31)  (l>-f  x)m  4=   Smhaf 

d.  h.  wir  hätten  uns  die  Glieder  der  Summenformel  als  unbe- 
grenzt fortlaufend  denken  können,  da,  wie  eben  bemerkt  wurde, 

sobald  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  alle  auf  «•©  folgenden 
Binomialcoefficienlen  Null  sind.  Setzen  wir  aber  für  m  eine 
Zahl,  die  keine  ganze  positive  ist,  so  werden  die  Glieder 
der  Summenformel  nicht  blos  scheinbar,  sondern  wirklich,  ins 
Unendliche  fortgehen.  Es  entsteht  nun  die  Frage  ob  auch 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Formel  31)  noch  einen  Sinn 
behält  ? 

Man  nehme  zuerst  an,  es  sey  m  ein  positiver  Bruch  und 
p 
setze  m  =  — ,   wo  p  und   q  ganz  positive  Zahlen   bedeuten. 

Man  hatte  also 

32)  (l  +  *)«    ^  s  isbar 

oder  .(1  +«)«   =1=1+  »g5<r+  »©•«+-...  »»«^ -f-  ... 
Wie  nnn  ia  der  Arithmetik  die  Gleichung 

P 

nichts  anderes  sagt  als  dass  die  Gleichang  b^  »  (^  statt  hat, 
ebenso  müssen  wir  hier  den  Ansdnick  32)  so  rersteben,  dass 
er  nichts  Anderes  sagen  soll,  als  dasis  der  Aasdrook 

33)    (1  +  «iB«  4-    »««»  +  ...  «SBa,r +  ...)«  =(=(14.^)1. 
statt  hat.       Die    Frage    ist   also    darauf  zurückgeführt ,    ob 


» 

wirklich  die  Bntwickelung    der    qie%  Potenz    des    Polynoms 

1  +  ^S#  -|~  .  .  .  auf  dasselbe  entsprechende  Produkt  führt, 
wie  die  Entwickelung  der  pten  Potenz  des  Binoms  l-\-x.  Da 
wir  für  beide  Entwickelnnf^en ' das  Gesetz  kennen,  indem  ja  p 
und  q  ganze  Zahlen  sind,  so  wird  die  Antwort  keine  Schwie* 
ri^eit .  haben.    Man  setze 

ff  P 

1  —t  — r 

sa  ist,  mit  Formel  2]  verglichen, 

^S  =ai,  *S3  =  «2  w-s.  w,  und  7  ==  m  ferner  aQ  =  ilQ=l 
mithin  nach  Formel  4)  ~ 

q 

,^a= 2  •        - 2  -  -2-  =  '« 

bt  aber  bis  zu  einem  bestimmteil  r  die  Gleichung 

ff  '  - 

r-l 

richtig,  so  muss  sie  auch  für  r  +  1  gelten.    Denn  da 

^  = — 

r 

P  P  ^ 

■— - 1     r— 1  S    r^J  *• 


r 


80  fet  y/r 


=  ri±J]  [?©!•»'.  .  .  rf-r  '®J 


oder  da  »©  =  ^,  2  «33=^  (£._!)=  P.  ,  »     SB  Ottd 

9  9     9  9      ■ 

*         • 

—  r  p  — -*r-l 

allgemein  r^iS«»  —  ^    Sist^MlNit  bha  unA 

Ar  =  ^^-^  .  ^  ['«  +    «     «  »'S   .  .  .    +    «      8  j 

Nun  ist  nach  Formel  27),  wenn  man  dort  r  —  %   statt  r  und 
a  =  p    i  =  -^  —  1  setzt, 

P+— Ir-l  r-l      ^-ll      r-2  — -lr-1 

und  wenn  man  in  derselben  Formel  a  =  p,  b  =  -^  setzt, 

+  P  p     '  p  P 

^©  =  p^  +  '»  ^»  +  ^s  ..«»...  +  ^s 

7    +    1  P     ^+T'^r-1         fp-h-r  rl 


mithin  A 
nun  ist 

P 


^4-1       «P  +  ^-W       P  +  ^p+I-^tr^x      p+J^r 


also     il^  =  ^33 

Da  aber  die  Riohtigkeit  dieser  Gleichung  tOr  r  ±=  1 ,  r  «äs  2 
schon  nachgewiesen  worden  ist,  so  gilt  sie  mithin  allgemein 
und  man  hat  demnach 


p  P  9 


nnn  ist  auch  (1  +  «f  +  ^ '»«' 


»7 

«itiiiii     (1  H-  «)?  +  (1  -f    »58 .  •  +  .  .  .  )« 

oder,  was  dasselbe  bedeutet,  ^ 

Es  ist  dtimit.  bewiesen,  dass  die  KBomiairormel  31)   autih  fSr 
positive  gebrochene  rationale  Wertbe  von  m  gitt. 

Man  setze  nun  «i  =  *—  — ,  wo  p  ond  q  wieder  ganze 

posittre  Zahlen  bedeuten,  und  frage,  ob  die  Formel 

34)  (I  +  a?)  ^    +  2    ^^oT 

nach  eine  Bedeutung. hat  ^ 

In  der  Arithmetik  bedeutet  die  Gleichung 

a   ^  =b 

dass  die  Gleichung  aP.  69  =  I  statt  hat.     Ebenso  verstehen 
wir  unter  dem  Ausdruck  34)  nur  das  Statthaben  desAusdruckes 

(1   +  xf  [2     ^»a?T  4=  1 

und  es  frfigt  sich  daher  nur,  ob  dieser  letztere  Ausdruck  rich- 
tig ist,  oder  was  dass(|Ibe  sagt,  ob  der  Ausdruck  ' 

p^       9      ^p^      9 
[2  «SO  [2    «»o  4=  l 

richtig  ist  (Form.  33),  d.  h«,  da  man  bei  der  MnltipUkatipn  die 
Ordnung  der  Faktoren  beliebig  vertauschen  kann,  ob 

.35)       [2  ^Sof  .  2    ra3xT  4=  1 

Schreibt  man  jetzt  statt  der  Summenformeln   die   entwickelten 

Zj  JL^  -£i 

Reihen  1  +    ^^x  +  .  .  .  +    ^haf  +  ...mdl+    ^Sdx.... 
P 

" — r 

+     ^Sx^  +  .  .  .  und  setzt 


(1+    *««+...+  *«^  +  ...)  (i+    ♦«»...+    »»«'+...) 

SS  s 

4=  «F  +  »fj?»  .  .  .  +  'F*'  +  .  .  . 
M    sind    die    Variationen    ans    den   swei   Elenientenreflien 


1,  •«...»»..    .«ndl,    «»,...     <8  ..  .zn  bil- 
den (f.  22).    Man  findet  daher 

'F  =    'S  -I-  »»    ^  +  *»     *»...+    *» 
Der  Aosdnick  rechts   vom  Gleichheitszeichen  ist  aber  nach 
Formel  tJ),  wenn  man  in   derselben   a  =  —  — ,  b  s=  — 

r 

setzt  y  soviel  wie  ^,  also  Null  wenn  r  >>  0  und  =  1  wenn 

r  =  0  (§.  37  Anmerk)  mithin  ^F  =1    und  T  =  0  sobald 
r  >•  0  und  demnach 

r  — ^ — r 


36)        2    ^a«^  .  -S     *«a?'  +  1 
mithin  auch 


'Sa?']  +  1 


Der  Ausdruck  35)  ist  also  richtig,  folglich  auch  der  Ausdruck 

34).    Da  wir  nnn  auch  ;  r=:  1  setzen  können ,  wodurch  —  4- 

in  die  ganze  negative  Zahl  — p  übergeht,  so  können  wir 
mithin  behaupten ,  dass  die  Binomialformel  31)  auch  für  nega- 
tive, ganze   oder    gebrochene,   rationale    Werthe    von  m 

r 

gilt.  Wir  sagen  daher :  die  Reihe  S^^w^  entspricht  für  je- 
den rationalen  Werth  von  m  <dem  Ausdruck  (1  4  x)>*. 


5» 

Sechstes  Kapitel. 

Die  CeiT^eu  dw  Idkeit 


42. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  erläutert  worden  ist,  wel- 
chen Sinn  wir  den  Pottdamentaloperttionen  der  Arithmetik  bei- 
legen ,  wenn  wir  dieselben  auf  Reihen  anwenden ,  soU  nan  die 
im  ersten  Kapitel  angeregte  Frage  (f.  5)  erörtert  werden,  nem- 
lieh  unter  welchen  Bedingungen  diese  an  den  Reihen  ausge- 
führten Operationen  mit  den  gleichnamigen  der  Arithmetik  über- 
einstimmen. Hierzu  ist  es  vor  Allem  nöthig  die  Frage  zu  be- 
antworten^ unter  welchen  Bedingungea  die  Reihen,  mit  wel- 
chen wir  rechnen,  einen  bestimmten  Zahlenwerth  haben.  Diese 
Frage,  wollen  wir  aber  nicht  blos  auf  Reihen  besclu*änken, 
welche  die  bis  jetzt  betrachtete  Form  haben,  d.h.  auf  Reihen 
weiche  nach  den  steigenden  Potenzen  einer  Grösse  x  geord- 
net sind  (S.  3),  vielmehr  soll  in  diesem  Kapitel  das  Wort 
Reihe  in  allgemeinerem  Sinne  genommen  werden.  Wir  den- 
ken uns  nemlich  ein^  Anzahl  auf  einander  folgender,  nach  ir- 
gend einem  Gesetze  gebildeter,  reeller,  positiver  oder  nega- 
tiver, Zahlengrössen ,  «i ,  .  •  •  tf»  welche  einzeln  einen  endli- 
chen Werth  haben,  so  lange  n  einen  endlichen  Werth  hat, 
and  nehmen  an  dass  dieselben,  nach  der  Ordnung  ihrer  Auf- 
einanderfolget, zusammen  gezählt  werden.  Hierdurch  entsteht 
ein  Ausdruck 

1)  iii  +  «a  +  •  •  •  +  <«» 

welchen  wir  eine  Reihe  nennen,  jede  einzelne  der  addirten 

Grössen  heisst  ein  Glied  der  Reihe. 

43. 

Bei  der  Reihe  1)  sind  nun  zunächst  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, indem  entweder  n  endlich  oder  unendlich  ist. 
Im  ersten  Falle  besteht  die  Reihe  aus  einer  endliehen  Gliedep- 
zahl,  sie  ist  daher,  wie  man  sagt,  eine  endtiehe,  die  Samnie 
dieser  Glieder,  oder  der  Werth  der  Reihe  ist  also  eine  be- 
stimmte Zahl,  es  bedarf  demnach  keiner  weiteren  Untersu- 


chang,,ob  die  Reihe  einen  bestimmten  Zaiilenwertb  hat,  eine 
endliche  Reihß  hil  immer  einen  Werlh. 

Im  zweiten  Falle  dagegen  hat  die  Reihe  eine  unendliche 
Gliederzahl y  sie  ist,  wie  man  sagt,  eine  unendliche,  und 
nun  entsteht  die  Frage,  ob  und  wann  sie  einen  bestimmten 
W^h  hat. 

Unter  der  Vorassaeteiing^  wekdie  ywm  mü  an  immer  alill- 
sehweigeftd  gemacht  wird,  dnss  die  Seihe  1]  eine- onendiiolie 
ist,  sind  drei  FlUe  zu  unterscheiden«  Entweder  n&hert  sidi 
die,  Summe  der  r  ersten  Glieder 

Hl    "I*  II2  "t*  •  •  •  ^"  Hf» 

einem  bestimmten  Werthe  immer  mebr,  je  grösser  r  ist,  und 
unbegrenzt,  so  dass  bei  unbeschranktem  Wachsen  des  r  der 
Unterschied  zwischen  diesem  Werthe  und  jener  Sumine  unter 
jede  angebbare  Grösse  sinkt,  dann  convergirt  die  Reihe, 
und  dieser  Werth  heisst  alsdann  die  Summe  oder  der*Werth 
der  Reihe.  Oder  zweitens:  die  Summe  der  r  ersten  Glie- 
der nähert  sich  mit  wachsendem  r,  je  nach  Verschiedenheit 
dieser  Zahl,  verschiedenen  bestimmten  Werthen  unbegrenzt, 
dann  oscillirt  die  Reihe  und  die  verschiedenen  Werthe,  wel- 
chen sich  die  Summe  der  ersten  Glieder  nfthert,  können  die 
verschiedenen  Summen  oder  Werthe  der  Reihe 
heissen.  Oder  drittens:  die  Summe  der  r  ersten  Glieder 
wächst,  mit  zunehmendem  r,  über  jeden  angebbaren  Werth 
hinaus,  dann  divergirt  die  Reihe,  und  hat  keinen  Werth  oder 
keine  Summe. 

Als  Beispiele  dieser  drei  Arten  von  Reihen  können  die 
Reiben 

111' 

2)  »  +  V  +  -^^  +  ^  + 


2*    *     25 


8)   {^+^H\-i)H^^+hMYs-^^ 

A)  1  +  2   f  3  +  4  +  •  •  •  . 

dienen.    Die  erste  oanvergirt,  und  ihr  Wortb  ist  2,      l^an 

hat  nemüch 

1  «  2  ^  1 


«1 

also  1  +  _  =  2  —  y 

1+1  +  1  =  2-1 

^2^4  4 

14-1+1.1  =  2-1 

Man  siebt  wie  man  diese  Gleichungen  fortsetzen  kann,  indem 
man  immer  auf  beiden  Seiten  ein  folgendes  Glied  der  Reihe 
addirt,  uiid  überzeugt  sich  auf  diese  Weise,  dass  allgemein 

1_^±+       1=,2-1 
•     2    ^  •  •  1^        ^         2'- 

1 
Lfisst  man  nun  r  iinbeschrSnlU  wachsen,  so  sinkt  —  unter  jede 

angebbare  Grösse,  d.  b.  der  Unterschied  zwischen  der  Summe 

11  1 

l+-^-|"^  +  «*«  +  ^  ^^^  ^Jcr  Zahl  2   sinkl  unter 

jede  angebbare  Grösse,  folglich  ist  2  d,ie  Summe  der  Reihe  2). 
Die  Reihe  3)  oscillirt,  und  zwar  nähert  man  sich  unbegrenzt 
^dem  Werthe  3  oder  dem  Werthe  2,  je  nachdem  man  eine  un- 
gerade oder  eine  gerade  Anzahl  der  ersten  Glieder  addirt. 
Diese  Reihe  ist  nemlich  aus  der  Reihe  2]  entstanden,  indem 
man  zu  dem  ersten,  dritten,  allgemein  zu  jedem  ungeraden 
Gtiede  den  Werth  1  und  zu  dem  zweiten,  vierten,  allgemein 
zu  jedem  geraden  Gliede  den  Werth  —  1  addirt  hat.  Addirt 
man  also  eine  gerade  Anzahl  Glieder,  so  heben  sich  -(- 1  und 
—  1  paarweise  auf,  und  man  erhält  dasselbe,  als  wenn  man 
dieselbe  Anzahl  Glieder  der  Reihe  2)  addirt;  man  nähert  sich 
also  unbegrenzt  dem  Werth  2.  Addirt  man  dagegen  eine  un- 
gerade  Anzahl  Glieder,  so  erhält  man  eine  Einheit  mehr  und 
nähert  sich  mitbin  unbegrenzt  dem  Werthe  3.  Aus  dem  Um- 
stände, dass  die  Summe  der  r  ersten  Glieder  einer  Reihe,  bei 
unbegrenzt  wachsendem  r,  nicht  über  einen  angebbaren  Werth 
hinaus  wächst,  kann  man  also  nur  schliesseh,  dass  die  Reihe 
nicht  divergirt,  nicht  aber  da^s  sie  convergirt^  sie 
kauQ  auch  aacilliren. 

Die  Reih»  4)  divfirgirt,   dona  ihre   Glieds  i^nd  4|e  auf 
einander  folgenden  ganzen  Zahlen,  die  Glieder  wacksen  aUo 
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Aber  jede  angebbare  Zahl  hinaus  und  mn  so  mehr  die  Summe 
der  ersten  Glieder. 

Eine  endliche  Reihe  kann  immer  als  eine  unendliche 
convergirende  angesehen  werden. 

Den  Werth  einer  convergirenden  Reihe  nenni  man  auch 
ihre  Grenze  und  brauch!  dafür  das  Zeichen /tut  (Abkürzung 
des  lateinischen  Wortes   limes).       Man   sagt   z.  B.   2  =  lim 

(l  +   1    ++...  +  _).    Ist  mithin  die  Reihe  1)  con- 

vergent  und  ihr  Werth  W^  so  ist 

ir  =  /im  {i»i  +  Ha  +  ...  +  Hr) 
und  zugleich 

Sm  {«r+l   +  «r+«   -)-...)   =   0 

Im  Folgenden  soll  dieses  Zeichen  lim  in  noch  ausgedehn- 
terem Sinne  gebraucht  werden,  indem  wir  unter  der  Gleichung 

^        Imii  il^  =  i 
verstehen  werden,  dass  der  Ausdruck  A^^  in  welchem  r  irgend- 
wie vorkommt,  sich  mit  unbegrenzt  wachsendem  r  unbegrenzt 
dem  Werthe  k  nähert*). 

44. 

Eine  Reibe  mit  ausschliesslich  positiven  Gliedern  kann 
convergiren  oder  divergiren,  aber  nicht  oscilliren.  Denn' 
jemehr  ihrer  ersten  Glieder  man  zusammenzählt,  einen  desto 
grösseren  Werth  erhalt  man.  Dieser  Werth  kann  sich  nun 
entweder  einer  bestimmten  Grenze  immer  mehr  nähern,  dann 
convergirt  die  Reihe,  oder  unbegrenzt  wachsen,  (lann  di- 
vergirt  die  Reihe.  Er  kann  aber  nicht  abwechselnd  ab  und 
zunehmen,  wie  es  bei  einer  oscillirenden  Reih^  der  Fall  ist.  ' 
Eine  oscillirende  Reihe  muss  also  immer  positive  und  negative 
Glieder  enthalten,  und  zwar  müssen  die  positiven  Glieder  für 
sich  genommen,  und  ebenso  die  negativen  Glieder  für  sich  ge- 
nommen, eine  divergirende  Reihe  bilden.    Denn  sey  die  Rei- 


*)  MitaDter  wird  im  Folgenden  unter  Um  A^  aaeh  der  Werth  ver- 
standen werden,  welchem  sich  A^.  unbegrenit  nfihert,  wenn  r  sich  un- 
begrenzt der  Null  nihert,  es  wird  das  aber  jedesmal  ausdrucklich 
bemerkt  werden. 
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he  1)  eine  oscillirende  und  sey  der  Werth  der  unter  den  er^ 
Sien  r  Gliedern  enthaltenen  positiven  Glieder  P,  der  Werth  der 
darunter  eiltbaUenen  negativen  Glieder  (ohne  ROcksicht  auf 
das  Zeichen)  Qy  also 

Würden  nun,  mit  wachsendem  r,  sowohl  P  als  Q  sich  einer 
bestimmten  Grenze  unbegrenzt  nähern,  so  wäre  dies  auch  bei 
ihrer  Differenz  der  Fall;  sey  also  die  Greiia6|  welcher  sieh 
P  —  0  nähert  9  g^  so  ist 

^  =  /im  {i»i  +%  +  ..  +  n^) 
mithin  wäre  die  Reihe  1)  convergent  Würde  dagegen  einer 
der  Werthe  P  und  Q  sich  einer  bestimmtes  Grenze  nähern, 
der  andere  über  jede  angebbare  Zahl  hinaus  wachsen,  so 
müsste  auch  ihre  Differenz  P  -^  Q  (ohne  Rücksicht  auf  das 
Zeichen)  über  jeden  angebbaren  Werth  hinaus  wachsen,   also 

auch  die  Summe  «i  -f*  *^2  4*  •  •  •  +  *r>  ^*  l'*  die  Reihe  1) 
wäre  eine  divergirende.  Wachsen  dagegen  P  und  Q  beide 
über  jeden  angebbaren  Werth  hinaus,  so  kann  ihre  Differenz, 
je  nach  Beschaffenheit  der  Zahl  r,  sich  verschiedenen  bestamm- 
ten Werlhen  unbegrenzt  nähern. 

Hieran  sehliesst  sich  die  Bemerkung,  dass  man  bei  Un- 
lersuchnng  der  Beschaffenheit  einer  Reibe  immer  voraussetzet, 
dass  die  Glieder  derselben  in  einer  festgesetzten  Ordnung  auf 
einander  fjolgen.  Eine  Veränderung  dieser  Ordnung  könnte 
auch  die  Be^cbafiEenheit  der  Reihe  änd^n  %  Ebenso  darf 
man.  nicht  Glieder  mit  verschiedenen  Zeiqjien,  auch  wenn  sie 
unmittelbar  aufeinander,  folgen,  vereinigen,  wenn  man  sich 
nicht  vorher  überzeugt  hat,  dass  hierdurch  die  Beschaffenheit 
der  Reihe  nicht  geändert  wird.    So  z.  B.  wurde  bewiesen  (S.  43) 

15  7 

das3  die  Reihe  2^  —  +  -7 "7r+'-*-  oscilUrt;  würde 

man  jedes  positive  Glied  mit  dem  darauf  folgenden  aegativeB 

'3        -3  3 

vereinigen ,  so  erhielt  man  die  Reihe  ir  +  "5"  "f"  öh  +  •  •  • 

3  11 

=  —  (1  +  oi  "^"  Ö4  •  •  •  ')•     Dieser  Ausdruck  ist  jede»- 


*)  Vergleiche  Note  \l 
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falls  kleiner  als  A  (|   -|-  1  +  ^  ^.  ^  +    l^  .  .  .).      Da 

iittfi    lelslere    B^ihe    eomrergurl,    ^o  miiss   anck  die    Reibe 

3  3 

"o"  +  "ZT  "^  •  •  •  convergiren. 

Weiss  man  dagegen  Sehen,  dass  eine  Reibe  oonvergirt^ 
so  ist  es  klar,  dass  man  se  viel  a«f  einenderfelgende  Glieder, 
als  man  will,  znsaainienxieheii  kann,  ekne  dass  hierdorck  die 
Beschaffenheit  der  Reihe  geändert  wird,  da  der  Wertk,  wel- 
chem man  sich  «nkegrenat  niheri,  derselbe  bleibt,  ob  man 
die  Glieder  einsein  ausammensihlt,  oder  erst  einige  der  «if<- 
einanderfolgenden  Glieder  EUiammensieht 

45. 

Eine  nnerlftssUcbe  Bediagnng,  ohne  deren  Erfüllung  keine 
Reihe  convergiren  kann,  ist  die,  dass  ihre  Glieder  unbeschrtakt 
abnehmen,  so  dass  sie  zuletzt  unter  jeden  angebbaren  Werlh 
sanken.  Ist  die  Reihe  1)  eine  convergirende  und  ihre  Summe 
S,  so  hat  mntt 

S  -=  lim  («1  -f-  ti2  •  •  •  +  ^) 

S  a=  fim  (l#i   +%•••  +  «r  +  «r+l)     . 

weiche  Gleiobongen  nicht  neben  einander  bestehen  könnten, 
wenn  nr-f-i  einen  angebbaren  Werth  hatte.  Man  darf  nber 
nicht  umgekehrt  behaupten,  dass  eine  Reihe,  deren  Glieder 
unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken,  mch  nothwendig  con- 
▼ergirt.  Im  Gegentheil  ist  es  ieieht  Reiben  dieser  Art  nach- 
zuweisen, welche  divergiren.    Eine  solche  ist  die  Reihe 

5)       l+y  +  T  +  -- 

deren  allgemeines  Glied  (§.  1^  durch  —  dargestellt  werden 

r 

kamt.  Hit  wachsendem  r  sinken  die  Glieder  dieserRerfce  oF> 
fenbar  unter  jede  angebbare  Grösse,  dennoch  ist  sie  eine  di- 
vergirende.  Nimmt  man  nemlich  aus  dieser  Reihe,  die  aus 
k  Gliedern  bestehende  Gruppe 

6)       rr-T  +  iTT-ö  +  •  •  •  + 


*+l   '   *  +  2  /  '    »+* 


heraus,  so  ist  offenbar  jed^  dem  letzten  Gliede  voraosgehende 
grösser  als  dieses ;  die  Summe  dieser  k  Glieder  ist  also  grösser 

1  1 

als  *  .  d.  h.  grösser  als  — .    Nun  bat  man 

Setzt  man  in  6)  fQr  k  den  Wertb  2,  so  hat  man 

1  + 1  >  1 

setzt  man  i  =  4,  so  hat  man 
setzt  man  A  =  8,  so  hat  man 

Auf  diese  Weise  kann  man  die  ganze  Reihe  in  Gruppen  thei- 

len,  deren  jede  grösser  als  ^  ist.    Da  man  nim,  insofern  die 

Reihe  eine  unendliche  ist,  auch  unendlich  viele  solcher  Grup- 
pen erhält,  so  geben  sie^  zusammengenommen,  etwas  Grösse- 

1 

res  als  das  Unendlichfache  des  Werthes  -r-,  d.  h.  etwas  über 

2  . 

jede  angebbare  Zahl  hinauswachsendes,  mithin^  ist  die  ReUi0 

eine  dirergirende. 

46. 

Man  bemerke  nun,  dass  die  Bescbafi'enheit  der  Reibe  1) 
nicht  von  der  Beschaffenheit  ihrer  ersten  Glieder  bis  zu  einem 
bestimmten  Uk  abhängt.  Denn  <|a,  welches  auch  die  Be- 
schaffenheit dieser  ersten  Glieder  sey,  ihre  Summe  immer  ei- 
nen bestimmten  Werth  hat,  so  wird,  wenn  man  diese  Glieder 

wegnimmt,  die  übrig  bleibende  Reihe  uk+i  +  »A-f2  + 

convergiren,  oscUliren  oder  divergiren,  je  nachdem  die  ur- 
sprüngliche Reihe  conv«rgirt,  esoiHirt  o^ler  Üivergirt.  Haben 
wir  daher  z.  &  -bewiesen ,  dass  die  Reihe  5)  divergirt,  so  folgt 
daraus,  wenn  p  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  dass 
auch  die  Reihe 

5 


» 


^)     j-^ijri  +  f+2  +  -:- 


divergirt.    Hieraus  ergiebt  sich  weiter  dass,  wenn  k  eine  po- 
sitive gebrocliene  oder  irrationale  Zahl  bedeutet,  auch  die  Reihe 

11  1 


divergirt.  Die  Zahl  k  wird  nemlich  zwischen  den  zwei  gan- 
zen Zahlen  p  —  1  und  p  liegen,  man  hat  also  y  ^  V' 
^  *       U.S.W.     Da    nuh  die  Reihe  7)  divergirt,    so 


*+l        p  +  1 

muss  um  so  mehr  auch  die  Reihe  8)    divergiren.      Setzt  man 

*  =  — ,  wo  a  und  b  wieder  positive  Zahle«  bedeuten,   so 
b 

« 

geht  8)  in 

ttber,  also  ist  auch  die  Reihe 

1      ,         1        .    L__  4. 

eine  divergirende.    Auch  folgt  weiter,  dass  wenn  *  die  frü- 
here Bedeutung  1»ehilt,  auch  die  Reihe. 

1  1  l 

9)     r^ri  +  2-=r*  +  r^k  +  •  •  • 

divergiren  muss^    Denn  da  *<lp  ist,  so  setze  manp  —  *=::». 
Alsdann  geht  die  Reihe 


■   II  « > 


p_j.l_*     •    p  ^  2  —  k 
in 

1  +^  +    2   +  *  +  •  •  • 

über,  welche  Reihe  die  Form  der  Reihe  6)  h«t  und  daher  di- 
Tergirt,  mithin  muss  auch  die  Reihe  9)  divergiren.     Setet  man 

wieder  A  =  --  so  folgt  aus  9)  dass  auch  die  Reihe 

6 
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b  -  a  ^   2b  -  a^ 

divergiri. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  auch  noch  der  Beweis 
eines  Satzie&^  welchen  wir  «päter  benutzen  werden.  Bedeuten 
a  und  k  bestimmte  positive  (rationale  oder  irrationale)  Zahlen, 
so  wird  das  Produkt 

A)  -  (l  +  J)  (1  +  j^{l  (1  +  j^j)  ....  (■  +4il 

wenn  «.unbegrenzt  wächst,  über  jede  angebbare  Grenze  hin- 
ftuswachftem.    Jlan  bat  neitilick 

"  +  ?' i>  +  ^)  >  >  +  f +Vtt 

also  auch 
d.  h. 

(l+4)(l+.4T)n+r^o)>l  +  v  +  rfi+    " 


k'  '     '  *  +  r  '     '  *  +  2'  ^        '    *    '  »+1    '  *  +  2 
Ebenso  findet  man     ^ 

_i_        ^        _l_        ^ 


und  allgemein 

<'+j'n+i^);.,(i+i^;>'+j+j^.:.+ff. 

"^  ri         1  1    1 

also,  umso  mehr,  ><»  jir'  "^'i'X'  i"  '  '  ^"  fraT"  1 

1  11 

Wächst  nvn  g  nnbegrenzi,  so   gebt  -y-   4-  7-—:  ...-f- 


k  '  *+l  '  k  +  $ 
in  die  divergirende  Reih^  8)  über,  und  mithin  wächst  auch 
dann  das  Produkt  A]  über  jede  angebbare  Grenze  hinaus. 

47. 

Es  sollen  nun  i^us.dem  Bildungsgesetz  der  Glieder  einer 
Reihe   Kennzeichen  abgeleitet    werden,    welche   uns   in   den 

6* 
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Stand  setzen,  zo  entscheiden,  ob  eine  Reibe >  mit  unbegrenzt 
abnehmenden  Gliedern  conTergirt  oder  nicht,  fis  wurde  schon 
bemerkt ,  dass  die  Beschaffenheit  der  Reihe  nicht  von  der  Be- 
schaffenheit ihrer  ersten  Glieder  bis  m  einem  bestimmten 
abhängt.  Wenn  daher  im  Folgenden  gezeigt  wird,  dass  die 
Glieder  der  Reihen  gewisse  Bedingungen  zu  erfbllen  haben,  um 
über  die  Beschaffenheit  der  Reihen  zu  entscheiden,  se  setzen 
wir,  der  Einfachheit  wegen,  immer  voraus,  dass  dies  schon  vom 
ersten  Gliede  an  geschieht,  obgleich  die  Beschaffenheit  der 
Reihe  dieselbe  bleiben  mOsste,  wenn  a«cb  eine  bestimmte  An- 
zahl der  ersten  Glieder  diesen  Bedingungen   irfcht  entspräche. 

Es  sollen  zuerst  die  Reihen  behandelt  werden  bei  wel- 
chen sämmtliche  Glieder  positiv  sind;  solche  Reihen 
können  nur  convergiren  oder  divergiren  (S.  44).  Die^gebi, 
▼ermittelst  deren  man  entscheiden  kann,  welcher  dieser  bei* 
den  Fälle  statt  hat,  beruhen  auf  folgendem  Satze. 

Wenn  die  zwei  Reihen  mit  nur  positiven  Gliedern 

')  «1  +  •'2  +  -  •  •  • 

10)  i?i  -)-  i?2  +  .  .  .  • 

so  beschaffen  sind,  dass  allgemein  Or  <  n^)  und  die  erste 
Reihe  convergirt,  so  convergirt  auch  die  zweite.  Ist  dagegen 
allgemein  t^  >  ti^  und  die  erste  Reihe  divergirt,  so  divergirt 
auch  die  zweite. 

Im  ersten  Falle  nemlich  nähert  sich  die  Summe  tii  ^4-  «2 .  •  • 
4-  «r  ^inem  bestimmten  Werthe  <S,  wenn  r  unbefrenst  wäohsl, 
die  Summe  «i  + 1)2  •  •  •  +  fr  ist  also  immer  zwischen  Null 
und  diesem  Werthe  8  eingeschlossen,  sie  kann  mithin  bei  wach- 
sendem r  nicht  divergiren,  sondern  ..muss  sich  ebenfalls  einem 
bestihimten  Werthe  unbegrenzt  nähep*n. 

Im  zweiten  Falle  dagegen  wäcüst  »1  +  «2  ...  4-  «^  mit 
wachsendem   r  über  jeden    angebbaren  Wertk  hinwui,  daher 
muss  um  so  mehr,  mit  wachsendem  r,  auch  t)i  +  Dj  .  .  +  t) 
über  jeden  angebbaren  Wertb  hinaus  wachsen. 

Nun  giebt  es  eine  Reihe,  bei  welcher  sich  sehr  leicht 
beurtheilen  lässt,  unter  welchen  Umständen  sie  convergirt  oder 
divergirt,  es  ist  dies  die  Reihe 

11)        «  +  «a  +  «5  +  .  .  .  +  ^  +  _  ^ 

sie  wilrd  nemlich  convergiren    oder  divergiren ,  je  nachdem  w 
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kleiner  oder  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Ist  o?  ^  1,  so 
nehmen  die  Glieder  der  Reihe  nicht  unbegprenzt  ab,  sie  muss 
also  divergiren  (§.  45).  Ist  o»  <1  1  ^  so  nimmt  xf  mit  wachsen- 
dem r  unbegrenzt  ab,  die  Reihe  kann  also  convergiren.    Nun  ist 


1  —  X  1  —  äJ 


also  .,  =  a?  . s=  aj*  -|- 


1    —   X  \    X  1—0? 

I 

aj3  d?*  ,  x^ 

=  X  ,  •= =s  aj'  + 


1    —   X  '    1  —  X  1 

allgemein       — «=«»*-{• 


X 


1  —  X  1  —  X 

also  -r— ^ =  a?+«*+*'*--+-''  + 


—  d?  1   —  X 

X  ajr+i 


und  « -f-oj* -{-«'  +  . ...4-»^  =s  .-  , 

1  —  a?         I  —  X 

die  Summe  o;  +  o^*  .  .  +  a^  hat  also,  wie  gross  auch  r  sey, 

X  öjH*^ 

immer  den  Werth  z — .    Nun  sinkt  aber,  wenn 

1  —  X        1  —  X 

r  unbegrenzt  wächst,  ar+i  und  mithin  auch unter  je- 

1  —  dp 

den  angebbaren  Werth,  sobald  or  <  1.    Man  hat  daher 

X 

lim  (o?  4-  «*  4-  0?'  4-  . .  .)  =  i— 

dies  ist  mithin,  wenn  a?<  1,  der  Werth  der  Reihe  11),  welche 
also  ia  diesem  Falle  convergirt. 

Nimmt  man  daher  die  Reihe  11)  für  die  Reihe  1),  indem 
man  ti^  2=  of  setzt,  so  folgt  aas  dem  obigen  Satze: 

Wenn  die  Reihe 

10)        ti  +  D^  +  •  .  . 
so  beschaJETen  ist,  dass  allgemein  f>^  <  of,  während  zugleich 
dr  <  1 ,  so  convergirt  die  Reihe,  ist  dagegen  f)^>  ^  und  zu- 
gleich x>  1 ,  so  divergirt  die  Reihe. 

♦8. 
Hieraus  folgt  unmittelbar  der  Satz: 
Die  Reihe  10)  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  der 
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Qaotient  je  zweier  auf  einander  folgender  Glieder*)  — —  um 

ein  Angebbares  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  ist 

Im  ersten  Falle  lässt  sich  immer  eine  Zahl  x  angeben, 
welche  grösser  als  jeder  dieser  Quotienten  und  zugleich  klei- 
ner als  die  Einheit  ist.    Man  hat  mithin 


X 


»1 

«5 

©a 

<«, 

»5 

•      • 

Vr-1 

Hieraus  folgt 

»2 

«S            »5 

f>2           *>1 

»1 

»5 

»4 

'= 

»4 
»1 

< 

»2 

«5 

»♦ 

•r 

»r 

.        < 

• 

«2 

•5 

•     •     • 

9r-l 

»1 

oder 

©5   <  l?i«* 

,  e* 

<   ©1«'   . 

•      •      • 

»r 

< 

Via 

X' 


=  -^    <  xt-1 


mithin  ©5  +  ©4  .  .  .  +  ©^  <  <?i  (**  +  «'  ^  .  •  +  xr-'i) 

Nun  nfihert  sich ,  wenn  r  unbegrenzt  wftckst ,  «^  +  «' . . . 
+  cr-i  einer  bestimmten  Grenze  g  (§.  47),  da  ar  <  1,  also 
hat  man  auch  lim  (©5  +  t)^  .  .  .  .)  *^  ^i  •  ^9  ^*  ^*  ^'^  Reihe 
^3  +  t'4  +  •  •  •  convergirt  und  mithin  auch  die  Reihe  10). 

Im  zweiten  Falle  lässt  sich  immer  eine  Zahl  x  angeben, 

welche   kleiner  als  jeder   der   Quotienten und    zugleich 

grösser  als  die  Einheit  ist,  mithin  findet  man  in  diesem  Falle 
fOr  >  ©i^f^i.  Nun  wftchst  x^  mit  wachseiidem  r,  tiber  jeden 
angebbaren  Werth,  also  auch  t),.,  mithin  divergirl  die  Reihe  10). 

Man  kann  diesen  Satz  auch  in  folgender  Gestalt  ausspre- 
chen.    Man  setze  — ^  =  ,= ,  bleibt  a,  bei  jedeia  noch 

©r-i         1  +  a  ,  •* 

so  grossen 'Werthe  von  r,  eine  um  ein  Angebbares  von  Null 
verschiedene  Grösse,  so  wird  die  Reihe  10)  convergiren  oder 
divergiren,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist. 


*]  Im  Folgendeo  sind  äbecall,  wo  Ton  iwei  aufeinander  folgenden 
Gliedern  die  Rede  ist,  zwei  unmittelbar  auf  einanderfolgende  sa 
yerstehen;  ihr  Quotient  heisst  immer:  das  folgende  Glied  dividirt 
durch  das  vorhergehende. 


71 

49. 
Man  nehme  jelzt  «n  eine  Reihe  enthalte  nicht  blos  post«- 
tive  Gh'eder,  sey  diese  Reihe 

12)  *i  +  I2  +  ^  +  .  .  .  +  C  +  •  •  •  . 

Ilan  Terwandle,  wo  es  nOthig  ist,  das  negative  Zeichen  in  das 

positive  und  bezeichne  die  neue  hierdurch   entstehende  Reihe, 

weldie  nur  positive  Glieder  enthält,  durch 

10)  ©1    +  ©2   +   •   .   •   +  t>r   "^   '   •   •  • 

so  dass  i^  sc  o^  wenn  i^  positiv  ist,  und  1^  =s:  —  t>^  wenn  %^ 
negativ  ist.    Es  ist  also 

Die  Reihe  12)  wird  nun  ebenfalls  convergiren  oder  divergiren 
je  nachdem.  ©^  <  ir**  und  j?  <!  1,    oder  x>r^  <xF  und  «>•  1. 

Im  zweiten  Falle  wichst  x>^  und  mithin  auch  t^  (abgese- 
hen vom  Zeichen)  über  jede  angebbare  Grenze  liinaus,  die 
Reihe  12)  kann  sich  also  weder  einem  einzigen  bestimmten 
Werthe  nähern,  d;  h.  convergiren,  noch  verschiedenen  be- 
stimmten Werthen,  d.  h.  oscilliren,  sie  muss  vielmehr  diver- 
giren. Im  ersten  Falle  ist  die  Reihe  10)  eine  convergirende. 
Giebt  man  nun  einem  Theile  der  Glieder  dieser  Reihe  das  ne- 
gative Zeichen,  so  dass  sie  in  die  Reihe  12)  übergeht,  so 
muss  um  so  mehr  die  aus  den  positiven  Gliedern  bestehende 
Reihe  eine  convergirende  seyn  und  ebenso  die  aus  den  nega- 
tiven Gliedern  bestehende,  d.  h.  die  Reihe  12)  ist  die  Diffe- 
renz zweier  convergiren  der  Reihen  und  ebendeswegen  selbst 
eine  convergirende  Reihe. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Schluss  des  vorhergehenden  f.  kann 
man  also  jetzt  sägen :  ^enn  man  jedes  Glied  einer  Reihe  durch 
das  unmittelbar  vorhergehende  dividirt  und  den  Quotieiiten,  ohne 

1 

Rücksicht  auf  das  Zeichen,  =:  :| setzt,  so  wird  die  Reihe 

1   +  a 

convergiren  oder  divergiren,  je  nachdem  a  beständig  einen 
um  ein  Angebbares  von  Null  verschiedenen  positiven  oder  ne- 
gativen Werth  hat. 

50. 
Wenn  dagegen  a  sich  unbegrenzt  dem  Werthe  Null  nä- 


n 

hert^  so  reichen  die  vorhergehenden  Betrachtungen  nicht  mehr 
aaS|  um  die  Beschaffenheit  der  Reihe  xu  beurtheilen.  Es  kann 
dann  seyn,  dass  die  Reihe  ^  wenn  alle  Glieder  dasselbe  Zei« 
chen  haben^  divergirt,  während  sie,  wenn  der  Zahlenwerth  der 
einzelnen  Gb'eder  derselbe  bleib t^  aber  nicht  aUe  Glieder  da^ 
selbe  Zeichen  haben,  converg^t  oder  oscUlirt.  bt  der  That 
hat  man  bis  jetzt  keine  Tollkommen  erschöpfende  Kenna^cben 
gefunden,  welche  in  diesem  Falle  jedesmal  über  die  Beschaf- 
fenheit der  Reihe  Aofschluss  geben.  Man  kennt  viehnehr  nur 
eine  Anzahl  Regeln,  durch  welche,  unler  gewissen  Voraus«- 
Setzungen,  die  Beschaffenheit  der  Reihe  erkannt,  und  die  Zahl 
der  Ausnahmefälle  (wo  nemlich  die  Beschaffenheit  der  Reihe 
unentschieden  bleibt),  in  immer  «ngere  Grenzen  eingeschlos-i- 
sen  wird.  Ehe  wir  aber  diese  Regeln  entwiekeln,  sollen  die 
vorhergehenden  Betrachtungen  auf  die  früheren  analytischen 
Untersuchungen  angewandt  werden.  Es  ist  jedoch  hierzu  er* 
forderlich,  dass  wir  zuerst  noch  eine  besondere  Gattung  Rei* 
hen  betrachten,  die  man  Doppelreihen  nennt. 

51. 

Wenn  k  und  r  endliche  Werthe  bedeuten,  so  sey 


I) 


'^1    =  »1,0    +   «iU    •   •   .    +   «1 


tr 


Äk  =  «*,0  +  .»*,1  i   .   .   +  «*,r 

ferner 

Bq  —  «0,0  +  »1,0  +  .  .  •  +  ««M 
Bi  =  «0,1  +  «1,1  +  •  .  .  +  «*,i 


M) 


Br  =  «Cr  +  «l,r  +   •   •  •   +  «V 

Addirt  nlian  alle  in  I)  oder  11)  enthaltenen  Glieder  zusammen, 
so  nennt  man  dies  eine  endliche  Doppelreihe.  Die  Summe 
aller  dieser  Glieder  ist  die  Summe  der  Doppelreihe;  diese 
Summe  ist  offenbar  ein  bestimmter  endlicher  Werth,  sobald, 
wie  wir  voraussetzen,  die  einzelnen  Glieder  bestimmte  end- 
liche Werthe  sind,  und  wenn  man  diesen  Werth  durch  Wk,r 
bezeichnet,  so  hat  man 
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Wk^  sa  A^  +  Ai   +  .  .  .  +  Ak  =  Äo  +  »1  +  ...+»^ 
Man  nehme  aber  nun  an^  dass  die  einzelnen  Reihen  in  I)  nicht 
bei  dem  bestimmten  rten  Gliede  abbrechen  /  sondern   ins  Un- 
endliche fortiaufeA  und  dass  ferner  auch   die  Anzahl  der  Rei- 
hen unbeschränkt  ist,  so  dass  man  das  System 

«OjO  +  «Oll    +    •••    +  »o>r  +  •'0»r+l   4-  •••• 

4-  «1)0   +  «la    +   •••    +  «l;r  +  «1^1   + 
III) 

'+  »*,0  +   «*,1    +   ...   +   «tt,r  +  Uk,r+1   + 


•  •  •  • 


hat,  so  nennt  man  dies  eine  unendliche  Doppelreihe.  Hebt 
man  aus  diesem  Systeme  das  System  I)  oder  das  gleichgeltende 
System  11)  heraus,  und  sind  die  übrigbleibenden  Glieder  se 
beschaffen,  dass  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  dersel- 
ben, in  welcher  Ordnung  man  sie  nehmen  mag,  un- 
ter jeden  angebbaren  Werth  sinkt,  wenn  man  k  und  r  un- 
begrenzt .wachsen  Iflsst,  so  nähert  sich  mithin  Wk^  einer  be- 
stimmten Grenze  }¥•  In  diesem  Falle  ist  die  unendliche  Dop- 
pelreihe convergent  und  ihre  Summe  IF.  Da  die  Reihe 
Ao  +  Äi  ,  .  ,  ^-  Ak  dieselben  Glieds  enthält,  wie  die  Reihe 

^0  +  ^1  *  *  •  "4*  ^ri  ^^^  ^^^b>  wenn  man  statt  des  Systems 
III)  das  System  I)  oder  das  System  II)  nimmt,  die  vernachläs- 
sigten Glieder  dieselben,  nur  in  anderer  Ordnung,  sted,  so 
hat  man  auch,  bei  unbeschränkt  wachsendem  k  und  r 

W=lim  {Ao^Ai  +  ...  +  Ak)  =  lim  (Äo  +  Äi  ...+»r) 
Es  folgt  hieraus  von  selbst,  dass  wenn  die  Doppelreihe  con- 
vergirt,  auch  sowohl  ihre  einzelnen  Horizontalreihen 

«OK)  +  «o>i  +  .  •  .  .  +  tto^  4-  .  •  . 

u.  s,  w, 

als  ihre  einzelnen  Verticalreihen 

«o>o  +  «i>o  -|-  .  .  .  4"  «M 
u.  s.  w. 

convergiren  müssen. 

Es  fragt  sich  nun  wie  man  aus  der  Beschaffenheit  der  Doppel- 
reihe III)  Kennzeichen  ihrer  Convergenz  ableiten  kann.  Zunächst 
ist  klar,  d^ss  wenn  eine  Doppelreihe,  die  nur  positive  Glieder 
enthält,  convergirt,    dies  um  so  mehr  der  Fall  seyn   muss. 
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wenn  einzelne  Glieder  negativ  sind.  Man  nehme  daher  an, 
dass  Wenn  man  alle  Glieder  der  Doppelreihe  III)  positiv  nimmt, 
hierdurch  iio,o  in  ©0,0,  «1,0  in  «1,0  u.s.w.  fibergeht.  Die  hier- 
durch entstehende  Doppelreihe  ist  also 


;+    t^l^O   +    «'l;!    H"    •••    H"    ^li^   + 


IV) 


+  f?M  +   f?Ä,l   +   ....  +  f?Ä,r  +   •••• 


Man  setze  allgemein 

bg  =  t?o,»  +  PI,*  +  •••  +  ^K» 
Wenn  nun  nicht  blos  die  einzelnen  Horizontalreihen  in 
IV)  convergiren,  so  dass,  bei  unbegrenzt  wachsendem  r,  /tmaQ, 
Um  Gl  U.S.W,  bestimmte  Werthe  sind,  sondern  auch  die  Summe 
dieser  Horizontalreihen  einen  bestimmten  VTerth  hat,  so  dass^, 
bei  unbegrenzt  wachsendem  r  und  i,  Hm  (Aq -f  ax +...  +  aA) 
einen  bestimmten  Werth  hat,  so  wird  die  Doppelreihe  IV) 
convergiren. 

Nimmt  man  nemlich  statt  der  unendlichen  Doppelreihe  die 
endliche 

V)      /"T  t'l'O   +  ^in   +   •   •  •    +   ^^yr 


V 


so  vernachlässigt  man  erstens    die  unbegrenzte  Zahl  Reihen 

it)Ä+i,o  +  «Ä+i»i  •  •  •  ^Ä+i»*"."!"  •  •  •.. 

und  zweitens  die  k  +  1  Reihen 

t>0,r+l    +   «'0,r+2   +    .    .   .   . 

VII)     Z"'"  ^^'''+^  "*"  ^^''"'■^  +  .  • . . 

Addirt  man  in  dem  System  VI)  die  einzelnen  Horizontalreihen, 
so  giebt  dies,  wenn  man  *  und  r  unbegrenzt  wachsen  Iftsst, 
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9 

Km  (aA+i  +  aA+2  -["•••)•  ^*  ^^^  '*•'»  (^o  4"  ^i  +  •  •  ^h) 
einen  bestimmten  Werth  haben  soll,  so  ist  Hm  (o*+i  +  «A-j-g  + . . .) 
=  0.  Nun  sind  alle  in  ak-^^i,  aA-f2  .  .  .  enthaltenen  Glieder 
rA-|-i,o  U.S.W,  positiv,  mithin  muss  diese  Gleichung  auch  dann 
noch  ihre  Geltung  behalten,  wenn  maa  die  in  iia-^i  +  aA-f-s^*  — 
enthaltenen  Glieder  auf  irgend  eine  andere  Weise  ordnet,  d.  h. 
das  System  VI)  wird ,  in  welcher  Ordnung  man  die  Glieder  zu* 
samm^izählen  mag,  bei  unbegrenzt  wachsendem-  k  und  r,  im«- 
mer  unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken. 

Da  ferner  die  Horizontalreihen  in  lY)  convergiren  sol- 
len, so  muss  jede  der  in  Yil)  enthaltenen  Horizontalreihen  mit 
wachsendem  r  unter  jede  angebbare  Grenze  sinken,  man  kann 
also  r  so  gr^ss  nehmen ,  dass  jede  dieser  A  +  1  Reihen  klei« 

a 
ner  als  j—-r-~i  *s*)  wo  a  eine   beliebig  kleine  Zahl  bedeutet, 

und  die  Summe  dieser  Reihen  wird  mithin  kleiner  als  a,  d.h. 
kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Zahl  seyn.  Dasselbe  muss  aber 
auch  noch  statt  finden ,  wenn  man  die  ausschliesslich  positiven 
Glieder,  welche  das  System  YlI)  enthält,  in  jeder  beliebigen 
Ordnung  addirt.  Hithin  sinkt  die  Summe  der  in  YI]  und  YlI) 
enthaltenen  Glieder,  in  welcher  Ordnung  man  sie  nehmen  mag, 
bei  unbegrenzt  wachsendem  'k  und  r,  unter  jede  angebbare 
Grenze ,  d.  h.  die  Doppelreihe  lY)  convergirt  und  um  so  mehr 
die  Doppelreihe  lU). 

Man  hat  demnach  den  Satz: 
wenn  sowohl  die  einzelnen  in  III)  enthaltenen  Horizontalreiheii 
als  auch  ihre  Summe  lim  (Aq  -j^  Ai  +  .  .  Ah]  convergiren, 
selbst  wenn  man  alle  Glieder  der  einzelnen  Horizontalreihen 
positiv,  nimmt  ^.  so  convergirt  die  Doppelreihe  lU).  .  Nennt  man 
ihre  'Summe  W  so  hat  man  / 

W  ^  Hm  (Ao  +  Äi  +...  +  Ak]  =  «w  (fio  +  ßi -•  +  Br) 
Es  versteht  sich  dass  dieser  Sat^  auch  dann  noch  güi,  wenn 
einige  der  Horizontal-  oder  Yerticalreihen  endlich  «Ind. 

52. 

In  $.  20  wurde  erklärt  was  man  unter  der  Addition 
zweier  Reihen 
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13)  «o   +   «1  *   +   •   -   •    +   «r«^  +   •   •  • 

H)  *o    +   ftl«   +   -   •   .   +   *r*^  +   .   .   • 

und  der  dieser  Addition  entsprecbenden  Samme 

15)  K  +  *o)  +  («i  +  *i)*  +  .-.  +  («r+*r)*"  +  .... 
TerstebU  Gegenwärtig  sagen  wir,  wenn  die  zwei  Reihen  1.3) 
und  14)  fOr  gewisse  Werthe  des  x  eonrergiren,  so  wird  für 
diese  Werthe  die  entsprechende  Snmme  anch  die  wirkliche 
8aniniey  im  Sinne  der  Arithmetik,  seyn,  d.  h.  wenn  nMui  die 
einzelnen  Werthe  der  Reihen  13)  nnd  14)  berechnet  nnd  ad- 
dirt,  eibilt  man  dasselbe,  wie  wenn  man  den  Werth  der  Reihe 

15)  berechnet    Man  kann  daher  das  Zeichen  des  Entsprechens 

« 

in  ifiesem  Falle  mit  dem  Cileichheitszeichen  v^rtanschett  «od 
schreiben 

16)  Soror  +  JJft^e^  =  5(iv  +  ftjj^ 

Sey  nemlich  W  der  Werth  der  Reihe  13)  and  W  Aet  Werth 

der  Reihe  14).    Man  setze 

Oo  +  Ol«  +  .-.  +  «r«^  =  W  —  R 
bo  +  *i«  +  ...  +  b^^  =  VI'  —  R 

also 

(flo+*o)  +  («i  +  fti)«.-.+(ör+*r)«r=  ir-f-iir'— (Ä+JT) 

Nun  ist    Ihr  (oo  4"  ^^..-  +  ^^)  =  W 

es  sinken  demnach  R  und  R\  mit  unbeschränkt  wachsendem 
r,  anter  jeden  angebbaren  Werth,  folglich  auch  A-f^fi'.  Man 
hat  mithin 

«m  [K  +Po)  +  («1  +  bi)x  ...  +(ar  +  br)x^  =W+W' 

d.  h. 

öo  +  *o  +  (öi  +  *i)»+--  =  K+öia?+.'.)  +  (*o  +  M  +  ..-) 
Der  Beweis  bleibt  derselbe  wenn  irgend  eine  endliche  An- 
zahl Reihen  zu  addiren  ist  Sobald  diese  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  x  geordneten  Reihen  für  gewisse  Werthe  des  « 
convergiren,  so  ist,  flir  diese  Werthe,  die  ihrer  Addition  ent- 
sprechende Summe,  ihrer  Summe  im  Sinne  d^r  Arithmetik  gleich, 
d.  h.  es  ist  einerlei,  ob  man  die  Werthe  der  einzelnen  Reihen 
zusammenzählt,  oder  ob  man  den  Werth  der  ihrer  Addition 
entsprechenden  Reibe  berechnet     Man    kann  also  in   diesem 
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Falle  das  Zeichen  des  Eiitspreehefis   darth  das  Gleichheitszei- 
chen ersetzen. 

Convergiren  die  Reiben  13)  und  14)  für  gewisse  Werlhe 
des  Xf  so  wird,  für  diese  Werthe,  die  der  Subtraktion  der 
Reihe  14)  von  der  Reihe  13)  entsprechende  Differenz  die  wirk- 
liche Differenz,  im  Sinne  der  Arithmetik,  seyn,  d.  h.  wenn 
man  den  Werth  der  Reihe  14)  von  dem  Werihe  der  Reihe  13) 
abzieht,  so  erhUlt  man  dasselbe,  wie  wenn  man  den  Werth' der 
entsprechenden  Differenz  berechnet.  Man  kann  daher  in  die- 
sem Falle  dad  Gleichheitszeichen  statt  des  Zeichens  des  Bnt- 
sprechens  setzen  nnd  schreiben 

17)  2  OrOf  —  S  brof  =»  3  (ä^— 6^)0?«^ 

Man  hat  nemlich  unter   Beibehaltung  der  vorhergehenden  Be- 
zeichnung 

ir-^»r'=liiii[(ao->*o)4-{4»i-r-6,)a:...+  (Ä^--t^)«T 

=  Um  [oo+äix  + ...  +  «r^  —  l*^  [ftö^+*iflp+ »..  +  bgäf] 

'=  [ao  —  bo)  +  {ai—bi)af...  +  {ar—b;\af  +  .., 

53.  ^ 

Ist  ilQ  4" -^1^  +  •••  +  ^rxr  +  .  .  .  das  der  Multi- 
plikation der  zwei  Reihen  13)  und  14)  entsprechende  Produkt, 

so  isl  ($.  ZZ)  ■ 

A^  =  ^V  =:  ßrOQ  +  Or-ibi  .  .  .  .  +  a^fc^ 
und  man  6rhält  also  das  Glied  ^^o^  des  entsprechenden  iPro- 
dukts,  indem  man  a^x^  mit  6^,  ar-irt^-i  mit  bix  u.  s.w.  zu- 
letzt Oq  mit  brO^  muKiplicirt.     Will  man 

ilo  +  -^ifl?  .  .  .  4  AfX^ 
d.  h.  die  Summe  aller  Glieder  des  entsprechenden  Produkts 
vom  nnllten  bis  znm  rten  haben,  so  muss  man  daher  alhnä- 
lich  ßo  ^^  %i  ^^^  ^1^  U.S. w.  bis  a^Xr  multipliciren ,  ferner 
bix  mit  ÜQy  mit  aix  u.s.w.  bis  ör-io^r-i,  dann  &2^*  ^^^  ^o, 
mit  OiX  u.s.w.  bisor-goT-»  muUipliciren,  und  Indem  man  so 
fortnhrt,  muss  man  zuletzt  noch  ft^o;^  mit  üq  n^ultipliciren  und 
dann  al^e  eihzelneii  Produkte  durch  Addition  verbinden.  Das 
heisst  mit  anderen  Worten:  man  erhält  Aq^ AiX+..r+ArX^ 
indem  man  alle  Gfieder  der  Reihe  Oq  +  OiX  +  . . .  +  a^Xr  vtkii 
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aUea  Gliedern  der  Reihe  bo  +  biW+...  +  br^''  soweit 
durch  Multiplikation  verbindet,  dass  kein  Produkt  entsteht,  wel- 
ches eine  höhere  Potenz  von  a>  als  d|e  rte  erhält,  und  die  ein- 
zelnen Produkte  «ddirt 

Wenn  nun  die  zwei  Reihen  13)  upd  14)  für  gewisse,  po* 
sitive  oder  negative,  Werthe  von  a?  convergiren,  TFdenWerth 
der  ersten,  W  den  der  zweiten  bezeichnet,  es  convergiren 
diese  Reihen  aber  auch  dann  noch,  wenn  man  alle  Glieder 
^  positiv  nimmt,  so  convergirt  auch  das  ihrer  Multiplikation  ent- 
'  sprechende  Produkt  und  sein  Werth  ist  WW\  Man  kan^  also 
in  diesem  Falle  das  Zeichen  des  Entspr^chens  durch  das  Gleich- 
tieitszeichen  ersetzen,  «nd  hat 
18)    (ao  +  axa?-h...  +  aX  +  -)  {*o+M  +  -+M''  +  ...) 

=  Ao  +  Aix  -\-  ...  +  ArX''  -|-  ... 
d.  h.  wenn  man  die  Werthe  4er  Reihen  13)  und  14)  berech- 
net und  diese  Werthe  mit  einander*  muUiplicirt,  erhält  man 
dasselbe,  wie  wenn  man  den  Werth  des  der  Jlultiplikation 
dieser  Reihen  entsprechenden  Produkts  berechnet.  Führt  man 
nemlich  die  Multiplikation  der  zwei  Reihen  13)  und  14)  aus, 
indem  man  jedes  Glied  der  ersten  Reihe  mit  jedem  Gliede  der 
zweiten  nach  der  Ordnung  muUiplicirt,  so.  wh^lt  man  den 
Ausdruck 

+  ...,;...•.  .  .  ,  .  ,.,...... 

d.  h.  man  erhält  eine  Doppelreihe,  bei  welcher  alle  einzelnen 
Horizontalreihen  und  auch  deren  Summe  convergente  Reihen 
sind,  gelbst  wenn  man.  alle  Glieder  positiv  nimmt  ^  Demi  diese 
Horizpntalreiben  haben  die  Werthe  b^  W^  bx  xW  u.  s.  w.  jind 
ihre  Summe  ist  (60  +  h^  +  •  •  •)  W^  =  WW\  Sezeichnet 
man  aber, durch  «?,  «?'  das,  was  aus  W^  W  wird,  yvefjia  man 
alle  Glieder  positiv  nimmt ,  so  sind  auch  to,  w'  bestlnunte  Wer-^ 
the,  und  fxmf  ist  die  Summe  aller  Hori^ontalreihen  ;niit  nur 
positiven  Gliedern.  Die  Doppelreihe  ist  also  conyergßr|t,  und 
ihr  Werth  WyV'  (§.  51).  .  Man  erhält  ihr^n  Werth  aber  auch, 
wejon  man  die  Suofime  der  Yerticalre^ben  nimmt  (ebend.),  diese 


79 

letztere  Somme  ist  aber  nichts  andares  als  das  der  Haltiplika- 
tion  der  Reihen  13]  und  14)  entsprechende  Produkt,  mithin 
WW'  =  Ao  -\-  Aix  -f  A^x^  +  .  ;  .  . 

f 

Hieraus  folgt  zugleich,  dass,  wenn  zwei  Reihen  auch  dann 
noch  conv^giren,  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  ihr 
Produkt  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Qenn  da  die  Doppelreihe 
auch  noch  convergirt,  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt, 
so  convergirt  dann  auch  noch  die  Summe  aller  Yerticalreihen, 
d.h.  die  Reihe,  in  welche  die  Reihe  ^4^  -\-  AiX -\- A2X^ -{-,,, 
übergeht,  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt. 

Bat  man  ausser  den  Reihen  13)  und  14]  noch  die  Reibe 

4 

so  ist,  wenn  das   der  Multiplikation  dieser   drei    Reihen    ent- 

8 

sprechende  Produkt  durch  S^V^xT  bezeichnet  wird,  nach  $.23 

Isl  daher  die  Reihe  19)  so  beschaiTen«  dass  sie,  wie  die  Rei* 
ben  13)  und  14),  für  einen  bestimmten  Werth  dies  m^  auch 
dann  Boch  convergirti  wenn  man  alle  Glieder  positiv  i^iramti 
so  ist,  nach  dem  Vorhergehenden,  für  diesen  Werth  des  x 

2  Arx"-  .2  c^  =  2'^Vx'' 
Mithin  auch  ' 

2  a^of  .  2  h^oT  .  2  ^rX^  =  -2  *'F*'* 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  wie  diese  Betrachtung  auf  jede 
endliche  Anzahl  solcher  Reihen  ausgedehnt  werden  W^m^. 
Die  atigemeine  Regel  lautet: 

Hat  man  eine  Anzahl  Reihen;  welche  sämmtlich,  für  ge- 
wisse Werthe  des  x^  convergent  bleiben,  wenn  man  alle  Glie- 
der positiv  nimmt,  so  wird  das  der  Multiplikation  dieser  Rei- 
hen enlsprecbeBde  Produkt  ihr  wiriKliches  Produkt,  im  Sinnt 
der  Arithmetik,  seyn.  Das  Produkt  der  Werthe  dieser  R^ 
hen  und  der  Werth  des  der  Multiplikation  dieser  Reihen  ent- 
sprechenden Produktes  sind  einander  gleich. 

54. 

Man  nehme  wieder  dieReihen  13)  und  14),  in  welchen 
positive  ond  negative  Glieder  vorkommen  können,  und  setie> 
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2  OrX^  .  2  hfJ^  +  2  A^af 

Sind  nan  die  drei  in  diesem  Ausdrucke  enthaltenen  Reihen 
convergenty  wenn  man  für  x  den  bestimmten  Werth  5  setzt, 
so  darf  man  fftr  diesen  Werth  das  Zeichen  des  Entsprechens 
durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzen  ^  und  es  ist  dann        ' 

2  ür^r  .   2  brf^  =  2  Arf 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  einzusehen^  betrachte  man 
zunächst  eine  der  drei  Reihen,  etwa  2  a^iT.  Da  diese  Reihe 
convergiren  soll,  so  darf  der  Zahlenwerth  des  Quotienten  zweier 

aufeinanderfolgender  Glieder  —^ =  — ^  *  den  Werth 

der  Einheit  nicht  übersteigen  und  kann  höchstens  die  Einheit 
selbst  seyn  ($.  49).     Setzt  man  daher  statt  x  einen  Werth  s^ 

welcher  kleiner  als  f  ist,  so  ist  -— il~  «^jedenfalls  kleiner  als 

r 

die  Einheit,  also  convergirt  nicht  nnr  die  Reibe  ^«r^S  ^^^^ 
dem  auch  diejenige,  weiche"  mati  aus  ihr  erhalt,  w^nn  man 
aUe  Glieder  positiv  nimmt.      Aaf  dieselbe  Weise  findet  man, 

r  t 

dass  auch  die  Reihen  2brS^  und  2  Af,$^  noch  dann  conver- 
gent  bleiben,  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt.  Nach  dem 
vorhergehenden  $.  hat  man  mithin 

r  r  r 

2  a^»^  .  2  brS^  :=:  2  ArH 
Man  setze    2  a^t^  =  ö^  +  a^s  +  029^...-^ Ors''  +  p 

r  2  r 

also  ai(«-«^)+aa(**— «*  ).  .+  ö^(*''-«*  ]  =  :^a^'^— :?a^^— p-fpi 

Da  nun  p  und  p^  mit  wachsendem  r  unbegiwnzt  abttehmen, 
so  hat  man  auch 

lim  [ai(s  —  «1)  +  a^is'  —  s' )....  -f  a^(«r_ ,1'')]  —  j:«^— io^**' 

Man  setze  «  — «*  =  rfi,  s*  — «^  =^2.«'^— «*  =  rfr  also 

2ar9'^  —  2ars'  =  /•»i[ajidi  +  a2da  +  ....  +  afif^] 
oder  wenn  man  $^zz  ka  setst  (wo  *  mithin  unter  der  Siabeit 
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Hegt)  und  demnaeh  d^  d^  {\  ^  k)$,  rf2'=  (1  —  **)  *^  —  • 
rf^  =  (1— A^t'  ist,  so  ist 

aidi  +«2^ ...  +«f4.  =  «1  (1— *)«+  ö*  (i^*«)^^: .  id^fl-^»')«^ 
Man  bezeichne  dnwli  W '^  äi»  +  ctg^^  -j^ . : .  ^-^  rtr «'  di<> 
Reihe,  ih  welche  dlfe  Beihe  tf^  *  4"'  ^2«*^  •'.  +  fl^i-^*  übergeht, 
wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt.  Nun  kann  man''I^-^iil^, 
indem  man  k  der 'Einheit  bclli€A)i(f  nöhi^t,  ^o  klein  machen, 
als  man  will.  Wie  gross  daher  W  sey,  immer  kann  Alan 
(1 — V)W  SO  klein  ihachen  als  man   will,^'st^bald   man  1— *^ 

klein'  genug  nimmt,   etwa  so  dass  1 — V  unter  — -^  liegt,   in- 

dem  dann  (1 — 1f)  W  <C  —  ist.  Um  so^mehr  muss  daher,  un- 
ter derselben  Vorausseteiing ,  (1  —  *)  ofi «  +  (l'—^#*)»tt2^'' *•'•'* 
-f-  (1 — IsT)  a^^  »unter  jeder    angebbaren   Grenze  liegten  ^   da 

l^**"  grösser  als  jeder. der  Wert^e  1—^,  1--^^*,  l—kr-i 

ist.  Hieraus  folgt,  dass  um  so  mehr,  bei  derselben  Voraus- 
Setzung j  der  vZahlenwerth  von  {I  —  A:}aif  -fr  (I  — jA^j  02«*  + . . . 
+  (1 — k^OrS^  unter  jeder  angebbaren  Grenze  liegen  mus^. 
Nähert  sich  also  k  der  Einheit  unbegrenzt, t oder,  mit  anderen 

Worten,   nähert  sicli  $^   dem  s  unbegrenzt,    /50  ist  lim  [oidi 

I  I 

r 

4-  ^<i2.**~F^^r]  **^'^  mithin  ist  dann  Sa^ilf  —  Sa^^i^  zm  0 
d.  h.  2arsr  =;:  2ars}.    EbensQ  fti^d^et  man  -S.^r*'"  =  2b^s^ 


r 


und  iilr«*^  =  SArS^*    Da  nun 

r  r  r 

so  folgt  auch 

Dividirt  ^n  die  Reihe  13)  durch  die  Reihe  U)  Ufylbl^ibt 
die  Reihe  H)  so  wie  der  Quotient,,  welcher  dieser  ^ivision 
ent^richt,  für  gewisse  Werthe  des  x  eine  convergirende  Reihe 
wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  so  wird,  für  diese  Wer- 
the des  Xy  der  entsprechende  Quotient  der  wirkliche  Quotient 
im  arithmetischen  Sinne  seyn.    Dividirt  tiiari  nemMctf  in   die- 

6 
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sem  Falte  den  berechnete^ .  Werth  der  Beike.  I3)|  wriehe^  wie 
sogleich  sich  ergeben  wird,  ebenfalls  cortvergirty  durch  deii 
berechneten  Werth  der  Reihe.  14)  so  erhält  n^aa  dasselbe,  wie 
HTfinn  no^n  den  Werth  des  eiMspreche«de^0vi«tiefil(|nber«ch4i<eli. 
Mit  B^^ibehaltung  der  Bezeicbmuig  dds  §,  2}4  bat  mw 
nemlich  ^  ■   , 

S  brof  .  S  A^Pif  +  Sa^^ 
also,  unter  dea  angegebeaen  Bedingungen,  nach  §.  5äi| 

die  Reihe  13)  muss  also  ebenfalls  convergiren  und  man  hat 

2arx^ 


Sb,x^ 


=  2  ArX^ 


Setzt  man  z.  B.  :i =  2  Apx^ 

1  —  X 

so   ist   flo  —  ^j   fll=T^>    «2  =  0?    «3  =  0   U.S.W.   6q==1,    fii  =  — 1, 

62  =  Ö,  63  =  0  u.  s.  w.  Aus  Kap.  4  Form.  6  ergiebt  sich 
demnach 

i4o=l,  und  it|.=-ilr-i,   also  allgemein  il^  =  l 

und  mithin 

> 

1 

i +  I  +  .*»  4-  «'^  4-  •  .  •.. 

^  I    X 

Nun  ist  l — JT  fiOr  jedeA  endlichen  Werth  vDq  jp  conv\erg«nt, 
insofern  es  eine  endliche  Reihe  ist  (§.  43),  dagegen  1  +  at 
4-  AT^  -|-  .  .  .  htrr  dann  convergent,  wenn  der  Zahlenw^rth 
von  X  kleiner  als  die  Einheit  ist  (§.  47).  Alsx)  nur  für  solche 
Zahlen werthe  des  x  darf  das  Zeichen  des  Entsprechens .  durch 
das  Gleichheitszeicheit  etsetzt  werden  uad^djuin  hat  man 

Aus  §.  54  ergiebt  sich  auch  noch  folgender  Satz.  Dividirt 
man  die  Reihe  13)  durch  die  Reihe  14)  und  sind  sowohl  diese 
Reihen  «als  der  ihnen  entsprechende  Quotient,  für  einen  ge- 
wissen Werth  s,  den  man  statt  x  setzt,  convergent,  so  l^at  man 

^ —  zu  2  A  1^ 

2  b^s'-  ^''^ 

Auch  hieraus  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Gleichung 
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j-i-^  =  1  +  *  +  »«  +  ..  . 

für  den  Fall  dass  der  Zahleifiwertb  von  x  Uemer  als  die  Ein- 
heit ist. 

56.  ' 

Erhebt  man  die  Reihe  13)  auf  die  mte  Potenz  ^  wo  m 
eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  heisst  dies,  die  Reihe 
13)  wird  m  mal  mit  sich  multiplicirt.  Bleibt  daher,  für  ge- 
wisse Werthe  des  Xy  diese  Reihe  eine  eonvergente,  wenn  man 
alle  Glieder  positiv  nimmt,  so  kann  man,  für  diese  Werthe^  in 
der  Entwickelung  des  polynomischen  Lehrsatzes,  das  Zeichen 
des  EntSprechens  durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzen,  so 
dass  die  Formel  2)  des  Kap.  5  in 

übergeht. 

Da  das  Binom  1  -{-  jir  für  alle  endlichen  Werthe  des  x 
einen  bestimmten  Werth  hat,  und  mithin  eine  convergente 
Reihe  ist,  so  hat  man  auch,  sobald  m  eine  ganze  positive 
Zahl  ist,  für  alle  diese  Werthe  (Kap.  5  Form.  31) 

-   (l   +  x)  =  i:  mSa?*" 

Setzt  man  in  dieser  Formel  x  =  l,  so  erhält  man 

0  18  m 

2"»   =  m©  -f  m©   +  «S  .   .   .   4-   m» 

d.  h.  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  hat  die  Summe 
der  sftmmtlichen  Binomialcoefficienten  der  mten  Potenz  den 
Werth  2"». 

Nun  haben  wir  bemerkt  (Kap.  5  Form.  11)  dass 

m©  =*  NC  (1,  2,  .  .  .  w) 

0 

mithin,  da  "*©  =  1  (§.  34) 

1  S  flt 

iVC(l,2,...m)  +  ]VC(l,2,...m) \-NC[i,2,...m)  =z2^ —l 

d.  h.  die  Summe  der  Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wie- 
derholung aus  m  Elementen  zu  allen  Classen,  von  der  ersten 

m 

bis  zur  mten,  ist  2  —  1. 

6» 
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I 

Setzt  man  x  ^=^  —  1,  so  hat  man 

(1  —  1)  ==  0  =  1  —  m»  +  «33  _  m»  .  .  .  ±  «33 

wo  im  letzten  Gliede  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men ist ,  je  nachdem  m  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl 
ist.    Hieraus  folgt  wieder 

12  3  fli  ' 

1— 2VC{l,2...m)4  ^Ctl,2,...m)  — iVCtl,2,...m)..:±^C(l,2...^^ 
oder 

1  3  s  4 

iVC(l,2,...m)+iVO[l,2^..m)+...=l+iVC(l,2,...OT)-hiVC(l,2,...m)+... 

d.  h.  die  Anzahl  der  Combinationen  ohne  Wiederholung  aus 
m  Elementen^  welche  in  den  ungeraden  Classen  enthalten  sind, 
ist  immer  um  eine  Einheit  grösser,  als  die  Anzahl  der  Com- 
binationen ohne  Wiederholung  aus  m  Elementen,  welche  in 
den  geraden  Classen  enthalten  sind. 

Ist  m  =:   ~  und  sind  p  und  q  ganze  positive  Zahlen,  so 

hat  man  (Kap.  5  Form.  33) 

[2  ^»aj^-f  4=  (1  +  x) 
P 

—  r 

Sobald  also  die  Reihe  2  ^^x^^  auch  wenn  man  alle  Glieder 
positiv  nimmt,  convergirt,  kann  man  das  Gleichheitszeichen  statt 
des  Zeichens  des  Entsprechens  setzen.  Im  Vergleich  zu  §.49 
setze  man  hier 


^r  -r-l 

tr  =rr    ^jß«^       /r^l  =   "*  ^b  xr-1 


also 


P 

— r 


^-1  P     , 

P 

r 


X   =   -^ X 


Die  Reihe  2  ^^xr  wird  folglich  convergiren  oder  divergiren, 
je  nachdem,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  von  irgend  ei- 
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^      .  ^_(r-l) 

nem  bestimmten  Werthe  des  x  an,  der  Ausdnick-^ '■ x 

r 

I 

kleiner   oder  grösser  als   die  Einheit  ist.      Nan  nähert  sich 

1 —= —  1 ,   mit  wachsendem  r,  unbe- 

r  r  ' 

grenzt  der  Einheit  (abgesehen  vom  Zeichen),  es  kommt  daher 
nur  darauf  an,  ob  o;  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  ist. 
Ist  also  «  <<  1 ,  so  ist 

[2  ^^af^=  (l  +  x) 
d.  h. 

(1    +    x)^     z=:      S   ^»Ärr 

Ist  dagegen  o;  >>  1 ,   so   ist   diese    Gleichung   unstatthaft  und 

es   muss    das  Zeichen   des   Entsprechen^   beibelialten    werden 

(Kap.  5  Form,  32). 

p 

Setzt  man  — p  statt  p,  so  wird  die  Reihe  -2  '^«r^auch 
wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  eine  convergente  blei- 
ben^  sobald  x  <  l.    Der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgen- 

der  Glieder  ist  jetzt  ( — =■ 1)  x,   welcher  Ausdruck 

sichy  mit  wachsendem  r,  abgesehen  vom  Zeichen ,  unbegrenzt 
dem  Werthe  x  nfihert.' 

Nun  wurde  ifefunden  (Kap.  S  Form.  36) 

S  ^^af  .  2     ^»of  4=  1 

P  ^P 

Da  nun,  sobald  ä<  1,  sowohl  £  ^^x^  eis  S  ^^x^  con- 
vergireh,  auch  wenn  alle  Glieder  positiv  sind^  so  folgt  hier- 
aus, nach  §.  53  Form.  18),  wenn  a?  •<  1, 

'  ■  .*  " 

P  P 
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P  f 

•r 


oder,  wenn  man  statt  2  ^^x^  seinen  Werth  (1-fv)^  setzt, 

t      ^L^ 

(1  +  *)^  S    ^»a:^  =  1 
also 

[\  +  x)  ^  =  2     *»*»■ 

Ist  dagegen  or  >   1  so  findet  diese  Gleichung  nicht  statt. 
Es  ist  mithin  jetzt  nachgewiesen,  dass  die  Gleichung 

(1  +  x)"^  2  «S*** 
für  alle  rationalen  Werthe  des  Exponenten  gültig  ist,   so- 
bald X  <  1,  dagegen  unstatthaft  ist,  sobald  x>\. 

57. 

Ist  m  eine  irrationale  Zahl,  so  kann  man  immer  eine 
rationale  Zahl  n  finden,  welche  der  Zahl  m  so  nahe  kommt, 
dass    der   Unterschied   unter  jeden   angebbaren  Werth  sinkt. 

Dann  bedeutet  (1  -f-  ^)   die  Grenze,  welcher  man  immer  nä- 
her kommt,  je  näher  n  dem  m  ist,  so   dass    der  Unterschied 

m  n 

zwischen   (1  -|-  ^)    und    (l  -|-  x)    unter  jeden   angebbaren 
Werth  sinkt. 

Mun  ist  der  Sinn  von  »93  auch  für  den  Fall,  wenn  m  eine 
irrationale  Zahl  ist,  erklärt  worden  ($.  40),  und  es  folgt  zu- 

r 

gleich  daraus ,    dass  auch  dann  noch  2  mSßx^  eine  convergi- 
rende  Reihe  ist,  sobald  ^  <  1,  da  noch  immer  der  Quotient 

r  r+1 

zweier  auf  einander  folgender  Glieder  <»33jc^  und  «SSjcr+i  den 

fti  •^-  r 
Werth  — r — r  X,  d.  h.  eineü  Zahlenwerth  hat,   welcher  sieh, 
r  -j-    1 

bei  unbegrenzt  wachsendem  r,  unbegrenzt  dem  x  nähert. 

r  r 

Dass  nun  m93  und  ^93  einander  unbegrenzt  nahe  kommen, 
sobald  sich  n  dem  m  unbegrenzt  nähert,  ist  leicht  einzusehen. 
Setzt  man  nemlich  m  =  n  -j-  a^  so  bedeutet  a  eine  Grösse, 
die  man  unbegrenzt  abnehmen  lässt.    Nun  ist 
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r      m(m-l)(irtvg)...:(*t-r+*)       (it4-fl>)>-f««il)...(ti+a-r+l) 

tnin  — ^   ■  ■  ■  ■ — p  .  I ., ■■ 

1  .  2  •  3 r  1  .  2  .  .  .  r 


a.  .       .         .....        a 


aber  •  +  «  =  n  (1  +  -),  n+w^  1  =(»- 1)(1  4.  -—j] 
u.s.'*r.  mÄhin 


I  > 


1»'^        n-T-l:  ^     '    n  —  r  +  l 

Nun  kann  man  aber  a,  bM  Jedem  gegebenen 'Werthe  von  r, 
so  klein  machen  als  man  will,  es  wird  daher  nicht  blos  jedw 

einzelne  Faktor  1  -j »  1  +    i  . . .  1  +  ^ — ^tj  ^^^^ 

dern  auch  ihr  Produkt,  der  Einheit  so  nahe  gebracht  wer^ 
den  können  als  man  will,  so  dass  man,  bei  unbegrenzt  ab- 
nehmendem a, 


r  r 

mSi  z:z  Um  n^ 


hat. 


r  r 

Hieraus  folgt  weiter,  dass,  wenn  ^  «?5  und  2" »8  con- 
vergirende  Reihen  äind,  man  auch,  bei  ^unbegrenzt  abneh- 
mendem «, 

Z  m^:d  —  Um  2  n^ 
hat.     Wenn  nemlich  die  zwei  Reihen 

^Or  ='  Oq  -j-   Ol    -|-   «2   •  •  •    +   ^r    +  '•  •  • 

£br  =  60  +  61  +  62  ...  +  K  +"..;'■'•  " 

convergiren  und  es  hlhert  sich  b^  deta  Oq^  Bi  dem  aj  .  .  ., 
allgemein  b^  dem  «^  mbegrenzt,  so  mitssen  sieh  auch  dte 
Wertbe  der  Äwei  Reiben  unbegrenzt  nähe^.  Denn  sey  W 
der  Werth  der  ersten,  W  der  Werth  der  zweiten  Reihe. 
Man  setze  Bq  =  Oq  -\-  c^,  bi  =  Oi  -f-  aj  u.  s.  w.  Mithin 
werden  oq,  c^i  u.  s.  w.  unbegrenzt  abnehmen.  Die  Reihe 
<*o  4"  "1  +  •••>  welche  Ebenfalls  conrergirett  muss,  habe 
den  Werth  toi    Jian»  setze  daher  • 
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!     1   M  ... 


^..+ ^.••»  +  ^  =^  J*^ -^  p 

mithin     W  -}-  w  —  (P  +  ?)  =  *o  *i7  *i  •••  +  *r 

uipd '   .     iÄfl'(6o  +  bi   ...  +  br)  ^    W  +  W'^ 

da  p  und  g  bei  unbegrenzt  wachsendem  r  unbegreMt  abneh* 
men.  Man  kann  aber  die  r  -f-  1  Grössen  ag,  ai  .  .  .  a^  so 

(r  +  1)^ 

1   ■ 
dann  iai  a^  ^  ch  . .  -\-  a^  '<  — - — ^^  und  demnach 

Mm  («6  +.ai  -f-  ••.  +  «r)  =;  ».  Tf=  0 

IVOPtUS 

(6o  +  6i  .♦.  +  6r)  =  H^=  fii«  («D  +  ai  +  ...  +  ar) 


klein. machen,    das$  jade    derselben  kleiner  als  j^ — j — ^^  ^^^^ 


r  r 


folgt,    ^etzt  man .  nun  a^  ^  ^  .und  &,.;:=  fi93 ,   sq  hat  man 

r  r 

demnach  auch  2  ^33  =  Um  JS  n^  sobald  die  beideo  Reihen 
convergiren. 

Aus  denselben  Gründen^*  folgt,  da«6  auch  die  beiden  con- 
vergirenden  Reihen 

bo  "^'b^x  -f-  .  «  -f"  bfs^ixr-'i  -f-  ... 

denselben  Werth  haben  müssen,  wenn  b^  dem  a^,  'Aj  dema^ 
tt.s.w.  unbegrenzt  nahe  j^mn^en.  Denn,  mit  Beibehaltung  der 
vorhergehenden  Bezeichnung,  folgt  dass  auch  die  Reihe 

I  '  •    fi  ;  .' 

I  .  •  a  f 

«0  +  *»i*  +  •••  +  a»^l«»^i,+  ...  , 
convergiren  mu$s ;  pan  setze  .daher 

Um  (a^  +  a^x  -|-  .  . .  +  cer~ixr~^)  =  W 

Nun  i  kann  man  ^*  da  x  einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat, 
die  {[liedier  ^^q  >  0^1  ^  •  *  •  ^  obt^x  xt^i  so  -  klei^  macken ,;  dass  je<^ 

m  1 1  ' *         '  M.' 

des<  -r  ist,    indem  man  nur,  allgemein  ccr  <  .-r~V    setzt, 

I*  'f*   Xi' 

woraus  wieder 

Um  {a^  +  «1  *  +  •  •  4-  ^*^i  *^^)  =  0 
folgt.      Ist  also  x^l    80    müssen   sich  die  beiden  Reihen 
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r     .         .  .        t 
Sf^'ßx^  und  JSn^x^  unbegrenzt  nähern,    sobald  sieb   n  dem 

m  unbegrenzt  nähert.    Man  setze  nun ,  wenn  jp  <  1 , 

D  =^  [l  +  x)  —  £  «33^^ 

'  f»  r 

ferner  ist      0  =?=  (1  +  *)  —  2:  »»Är'^ 

Mk  §L  ff*  ff* 

also  D  =  (1   4-  jp)   —  {V4-JC)  4-   Sn^x^  —  XmB;rr 

Demnach  kann  D  keine  angebbare  Grösse  seyn,  da,  wenn  n 
dem   m  unbegrenzt  nahe  kommt,    die   Differenzen   (1  4~  x) 

«  '  r  r 

—  (1  4-  ^)  ^"d  i^wSjp'*  —  Sm'idx^  unter  jeden  angebbaren 
Werth  sinken,  d.  h,  es  ist  Z>  ==;  0  und 

20)  ,(14-*)  =   Smhxr 

Es  ist  demnach  bewiesen,  dass  diese  Formel  für  alle  reel- 
len Werthe  von  m  gilt,  sobald  der  Zahlenwerth  von  x  klei- 
ner als  1  ist,  dagegen  unbrauchbar  wird,  wenn  (ohne  Rück- 
sicht auf  das  Zeichen)  jc  >  1  ist,  ausgenonnnen  wenn  m  eine 
ganze  positive  Zahl  ist,  in  welchem  Falle  die  Formel  ihre  Gel- 
tung für  jeden  Werth  von  ü^  behält.  Es  ist  also  hoch  der 
Fall  zu  untersuchen^  wenn  x  =  ^  l.  Dann  nähert  sich  aber 
der  Quotient  zweier  aufeinander  folgender  Glieder  in  der  Reihe 

S  ^^x''  unbegrenzt  der  Einheit  (abgesehen  vom  Zeichen).  Die 
Reihe  gehört  demnach  zu  der  Gattung,  von  welcher  in  §.  50 
die  Bede  war ,  und  deren  Beschaffenheit  jetzt  genauer  unter- 
sucht  werden  soll.. 

58. 
Sey  eine  Reihe 

21)  'i   +  *2  +-...  +   *r  +   .•  •  • 

so    beschaffen,    dass,   wenn    man,    abgesehen  vom    Zeichen^ 

C  1  - 

r^--  =  - — —-r-  setzt,  mit   wachsendem  r,   der  Werth   von  a 

*r-i      ,  *  +  « 

unter  jede  angebbare  Grenze  sinkt.    Es  sind  alsdann  zunächst 

zwei  Fälle  ssu  unterscheiden  je  nachdem  a,    obgleich   es  sich 

unbegrenzt  ier  Null  nHhert,  immer  negativ  oder  immer  p o- 
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sitjv  bleibt.    Im  ersten  Falle  werden    die  Glieder  der  Reihe 

I 

21]  immer  wachsen,  wenn  sie  sich  auch  einer  bestimmten 
Grenze  nfthern ,  denn  man  hat  allgemein  -^  =  i— "T"   *^^®' 

da  a  negativ  ist,  t^.  >  ir~i.  Die  Reihe  kann  also  niemals  con- 
vergiren,  weil  bei  einer  solchen  die  Glieder  abnehmen  müs- 
sen (§•  45).  Hat  sie  nur  positive  Glieder,  so  muss  sie  mit- 
hin divergiren.    Eine  solche  Reihe  ist  z.  B. 

(1  +-|)  +  (i+|+|)+(i  +  |  +  4:  +  |)+ 

Hier  ist  *r  =  1  -f  -1.4.-1  4-  ...  +       ,   die  Glieder  nä- 

hern  sich  aldo  dem  Werthe  2  (§.  43]  ^   indem  sie    fortwährend 

11  1  1 


wachsen.     Auch  ist  —  -   = 


2^4'    2r-l 


h-i   ~       ,         1,1  ,       1 

1  +  -«-   +  ^  •  •  •  + 


2      '      4    •       '    2r-x 


I 


1-1  1 

also  a  =  — 


1+    2  ■*■•••  ■^2'*  ^  "^    2   ^"•••'^2''' 

d.  h.  ein  negativer  Ausdruck,  welcher  sich  mit  wachsendem  r 
unbegrenzt  der  Null  nähert* 

Hat  die  Reihe  auch  negative  Glieder,  so  kann  sie  diver- 
giren oder  oscilliren.  Eine  divergirende  Reihe  dieser  Art 
erhielte  man  aus  der  vorhergehenden,  wenn  mart  iinmer  zwei 
Glieder  mit  dem  positiven  und  das  folgende  mit  dem  negati- 
ven Zeichen  nähme.  Die  Summe  dreier  solcher  Glieder  wäre 
nemlich 

(^  +T+-+23Ä+i^+t^"'"  2+-+  23Hh2^~^^"^¥"'+2äH^) 


2      '  '      23A+1  23*+* 

also  grösser  als  die  Einheit,  und  da  man  unbegrenzt  viele  sol* 
eher  dreigliedrigen  Gruppen  hat,  so  divergirt  die  Reike.  Eine 
oscillirende  Reihe  erhielte  'tnan   dagegen,   wenn  man  in  der 
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obigen  Reihe  die  GKeder  abwechselnd  mit  positivem   und  ne- 
gativem Zeichen  nfihme.     Man  hätte  dann  nemlich 

'  +  T-(»+2 +  !-)  +  (* +i  +  T  +  -8i 

-(1+  l  +  -l"+i  +  i)  +  -" 

Nimmt   man  nun  die   Summe  zweier   auf  einander   folgender 
Glieder  1  +  1  ...  +  ^  _  (l  +  1  +  ..-^-^;=-^^ 

SO  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  Summe  der  2r  ersten  Glieder 

111 

=  ~   (;^  +  ;^i  •  •  +  k^)  ist.   Lüssl  man  r  unbeschränkt  wach  - 
2  2  2 

sen^  so  «rhält  man  eine  Reihe,    welche   nur   einen  Theil   der 

Gliedernder  Reihe  2)  enthält,  und  daher  um  so  mehr  conver-^ 

giren  muss ,  da  letztere  convergirt.    Die  Grenze  der  2r  ersten 

Glieder  ist  also  ein  bestimmter  negativer  Werth.     Nimmt  man 

dagegen  zur    Summe  der  ir  ersten  Qlieder  noch  das  2r-f-  Ite 

1  1  1 

Glied,  welches  1  +  -^  +  ;^  ••.  +  ^     .   ■  ist,    hinzu,    so 

'2  2*  22r+l  ' 

wird   die   Summe    der  2r  -}-  1    ersten  Glieder  1  +  y  +  s^ 

111 

"l~  95  "J*  97  •  •  •  "^'  9~^~  ^*"®  Reihe ,  welche  aus  denselben 

Gründen,  wenn  r  unbeschränkt  wächst,  einen  bestimmten  po- 
sitiven Werth  hat. 

59. 

Da  es  uns  aber  besonders  interessirt  die  Fälle  kennen  zu 
lernen,  in  welchen  eine  Reihe  convergirt,  so  wollen  wir  nun 
annehmen  a  sey  positiv,  so  dass  ^ie  Glieder  der  Reihe  ab- 
nehmen*]. Hier  ist  nun  in  einem  bestimmten  Falle  die  Ent<- 
Scheidung  sehr  leicht.  Wenn  nemlich  die  Glieder  der  Reihe 
abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  und  zugleich  der  Zah«* 
lenwerth  der  Glieder  beständig  und   unbegrenzt  abnimmt,   so 

*)  Wenn  die  Glieder  theils  zunehmen  theils' abnehmen,  lassen  sich, 
wie  sich  Ton  selbst  Terstebt,  bei  der  grossen  Mannigfaltigkeit  der  hier 
möglichen  F&lle,  keine  allgemeinen  Regeln  geben. 
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da»  ^  zuletzt  um  kaine  angebbare  GrAsse  von  Null  Yerschie* 
den  ist,  so  wird  die  Reihe  cooTergiren. 
Sey  diese  Reihe 

IUld  /i,  t2  IL  s.w.  positive  Grössen.    Man  setze 


—  fj  4-  *5  ""  '4  •  •  •  +  ^r-l  —  ttr  +  itrJ^  1 

—  ^  +h  —  '4. ..4  fer-1  —  *2r  +  'Är+l — ftr+S 
SO  ist    Wtr-^l  —    »r2r  =   '2r+l,      fTgr+l  —   »f 2r+2  =  *2r+2. 

Da  nun  mit  wachsendem  r,  unserer  Annahme  gemäss,  sowohl 
'^2r+i  als  l2«+2  s^^b  unbegrenzt  der  Null  nähern,  so  ist  dies 
auch  bei  den  Differenzen  FTsr+i— fr2r  und  W^r+i — )f2r-|-2 
der  Fall,  d.  h.  Wtvj  »r2r+i,  »f2r+2  oder,  in  Worten,  die 
Summe  jeder  geraden  wie  jeder  ungeraden  Anzahl  der  ersten 
Glieder,  nähern  sich,  mit  wachsendem  r,  unbegrenzt.  Ferner 
sind  die  Diilerenzen  ^1  —  12,  h  —  h  u.s.w.  sowie  die  Diffe- 
renzen ^2 — hi  U^h  U.S.W,  positive  Grössen.    Nun  ist 

»rar  =   (^1-/2)  +  [h-U)  -:.   +   (/2r^l  — ^2r) 

=   f  1  —  [h —  ^5)  —  [h  —  '5)  •  •  •  —  (^2r-2-^  <2r-l)  —  t^r 

also 

<  h 

Ebenso  hat  man 

»r2r+l    =    [h—h]    +    fe  — '4)...+  (^2r.l— fer)    +    /2r+l 
=   ti—[k—h)  —  (^4— ^5) ...  —  (^2r  — ^2r+l) 

also 

»r2r+l   >   ^1    —   ^2 

mithin  sind  Wtr  und  Jr2r+l  beide  zwischen  den  positiven 
endlichen  Werlhen  ^1  —  t^  und  h  eingeschlossen ,  und  da  sie 
sich,  mit  wachsendem  r,  unbegrenzt  einander  nähern,  so  müs- 
sen sie  sich  auch  unbegrenzt  einem  und  demselben  positiven 
endlichen  Werihe  nähern,  d.  h.  die  Reil^e  22)  convergirt  and 
hat  einen  endlichen  positiven  Werth, 

Ein  Beispiel  dieser  Art  bietet  die  Reihe 

'   ~  2  +   3  ~4-'-  +  7~7+l  + 


•  •  • 
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r 

Hier  ist,  abgesehen  vom  Zeichen,  ^—  =  — --^  =s  -. 

r 

also  a  =  — ,  mithin  a  immer  positiv  und  unbegrenzt  abneh- 

r 

mend.     Zugleidi  nei^men  auch   die  Glieder   der  Reihe  unbe- 
grenzt und  beständig  ab  und  sind  abwechselnd  positiv  und  ne- 
gativ,  folglich  convergirt  die  Reihe,   während   sie   divergirte, 
wenn  alle  Glieder  dasselbe  Zeichen  hätten  ($.  45). 
Ejn  anderes  Beispiel  bietet  die  Reihe 

12                3 
23)  miß  -I-  m93   -1-   mSB   


wo  m  eine  positive  gebrochene  oder  irrationale  Zahl  bedeutet. 

r 

Setzt  man  m^g  :=  t^  so  ist 


/r+i  w  —  r  r 


(1-r) 

(Kap.  5  Form.  16) 


*'  ''-^^  1  4-  -i 

r 

dieser  Ausdruck  nähert  sich  aber  ofTenbar,  mit  wachsendem  r, 
unbegrenzt  der  Einheit.     Nimmt  man  r  grösser  als  m,  so  ist 

m  1 

1 positiv  und  zugleich  kleiner  als  1  -|-  - .  Von  die- 
sem Werthe  von  r  an,  werden  also  die  Glieder  abwechselnd 
positiv  und  negativ  seyn,   da  der  Quotient  zweier   unmittelbar 

-(1--) 

r 
aufeinanderfolgencjer  Glieder ^ — ,    also    negativ    ist. 

1  +^ 
r     . 

Zugleich  werden,  von  da  an,    die  Glieder  unbegrenzt  abneh- 

men.  Um  nemlich  aus  «i$  die  folgenden  Glieder  abzuleiten,  muss 
man  (ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  diesen  Ausdruck  allmälich 

mi^        ..  ■  ■■ ,  ■    ■  ■     ■         ■»       »fc 
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1 


u.  s.  w.  niaitipliciren ,  oder,  was  4aa6eibe  sagt,  mit 


1+'+-' 


r — m 
11111 


IJL^L^     14-    ^  +  ^^2r^'^*"ir^"^"''ll    *"^"' 
"'"r— ifi  r — ifi-l-1  r — m  r—m+\    '^r—m-\'1 

u.  s.  w.     Der  Zähler    dieser  Produkte  ist   immer  die  Einheit, 

der  Nenner  dagegen  wächst  mit  der  Anzahl  der  Faktoren  über 

jede  angebbare  Grenze.     Denn  setzt  man  1  -f-iii=a,  r — m:=ky 

\  JU^tn  1   -^  n} 

so    geht    das    Produkt    (1  -| -i— )   (1  H ^-— )  .  .  . 

r — m  r — »i-j-l 

I  -f-  ifi 

(1  H :-  )  in  das  Produkt  A)  über,   von  welchem    wir 

(§.  46)  bewiesen  haben ,  dass  es  mit  unbegrenzt  wachsendem 
Sj  über  jede  angebbare  Grenze  wächst.  Also  müssen  die  Glie- 
der der  Reihe  23)  unbegrenzt  abnehmen  und  mithin  conver- 
girt  die  Reihe. 

60. 

Wenn  dagegen  die  Glieder  der  Reihe  22)  zwar  beständig 
aber  nicht  unbegrenzt  abnehmen,  sondern  sich,  abgesehen  vom 
Zeichen,  einer  bestimmten  Grenze  k  unbegrenzt  nähern,  so 
wird  die  Reihe  osciliiren  und  zwei  verschiedene  positive  Wer- 
the  haben,  je  nachdem  man  die  Grenze  der  Summe  einer  ge- 
raden oder  ungeraden  Zahl  der  Anfangsglieder  sucht.  Man 
beweist  nemlich  in  diesem  Falle  ebenso  wie  im  vorhergehen- 
den, dass  sowohl  }V2r  als  fF2r-f-i  zwischen  zwei  positiven 
endlichen  Grenzen  eingeschlossen  ist,  die  Reihe  kann  also 
nicht  divergiren.      Da  nun   W^2r+2  —  W^2r  =  ^2r+i—  '2r+2  , 

W^2r+4— ^2r+2  =  '2r+3— '2r+4   ^^.W.  Uud   ^2r+l  — '2r+2, 

/2r+3  —  ^2^+4  ™'*  wachsendem  r  zuletzt  unter  jeden  angeb- 
baren Werth  sinkt,  so  müssen  sich  W^r  >  W^2r+2)  ^2r+i  ••• 
derselben  Grenze  nähern,  sie  heisse  g.  Ebenso  findet  man 
dass  auch  W^2r+i  ,  W^2r+3  j  ^2r+6  •  •  •  sich  einer  und  der- 
selben Gränze  nähern.  Nun  ist  aber  W2r+i  =  W2r  +  hr+i 
folglich   muss   sich   ff^2r-f  i  y  ^^^  unbegrenzt   wachsendem  r, 


d6 

auch  unbegrenzt  dem  Werthe  g  -{-k  nähern.  Eine  Reibe  die- 
ser Art  ist  die  in  §.  43  betrachtete  Reihe  3]  bei  welcher  die 
Zahlenwerthe  der  Glieder  sich  der  Einheit  nähern. 

Wenn  man  — m  statt  m  in  der  Reihe  23)  setzt  ^  so  geht 
diese  in 

24)  "^23  +  "~8  +  -~«  +  .  . . 

«her.    Setzt   man   wieder      ©  sss  /^ ,  so  findet  man  — —    = 

— 1-,  die  Glieder  der  Reihe  sind  also,  von  Anfang  an, 

mtt  abwechselnden  Zeichen  versehen.     Ist  nun  m  >  I  so  ist 
m 


1  + 


1  +  ^ 

r 


grösser  als  die  Einheit;  die  Reibe   kann  also  nur  di- 


vergiren    oder   oscilliren   (§.  58) ,    sie    wird    aber   divergiren. 

r  ^.WI—    1  1.         nt 

Denn ,  da  y"  =  ^  H r  *^  "*"^^  ^^^^  ^^  "^®  folgen- 

r 
den  Glieder  zu  finden,   (ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen)  "  ^ 

,       m — l      ,,    ,  tn — 1.  ,,    ,  tn — 1. 

allmdlichmH  1  -^ -^  ,  (1  -4 r— )    1  +    -7—)  u.s.w.  mul- 

r-J-l  r+1  r-l-2 

tipUciren.    Das  ProAikl  (1  +^)  (1  +  ^)  . . .  ( I  +  ~jL) 

geht  aber,,  wenn  man  m  —  1  (welches  positiv  ist)  =  a  und 
r  -|-  1  =  ^  setzt,  in  das  Produkt  il  des  §.  46  über,  und  wächst 
also,  mit  unbegrenzt  wachsendem  «,  über  jede  angebbare 
Grenze,  folglich  wachsen  auch  die  Glieder  der  Reihe  über  jede 
angebbare  Grenze, 

-         tn 

1  i 

Ist  m  =  1  ,  so  ist =  1  ,  die  Glieder  der  Reihe 

1  +  — 

r 
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behalten  also  denselben  Zahlenwerth.    Nan  ist  -**33  =  —  m , 

also  "^^  =  —  1  f  die  Reihe  geht  mitbin  in 

—  1  ^.l_l-|-i_i4.i_  .... 

über,  d.  h.  sie  oscillirt  und  hat  die  zwei  Werthe  0  und  —  I. 

Ist  f»  <1  1   80  setze  man =-  =3 -•     Nun 

1  ,    .   1  —  m 

» +—     i+— i— 

r  r-f-m 

muss  man  um  die  folgenden  Glieder   (ohne  Rflcksicbt  auf  das 

-«•»■             1           >       1     '        1 
Zeichen  zu  erhalten,     »  mit — _ ,  ( r— -Y     |_^) 

r-f-m  r-f-m        r+m+1 

u.  s.  w.  multipliciren.    Setzt  man  aber  das  positive   1  —  m  =  a 

l—m 
und  r  +  mz=  k  so  sieht  man  dass  das  Produkt  (1  4 — ) 

r-f-m 

angebbare  Grenze  wächst,  die  Glieder  der  Reihe  nehmen  da- 
her unbegrenzt  ab,  folglich  convergirt  die  Reihe. 

61. 

Es  soll  nun  vorausgesetzt  werden ,  dass  die  Glieder  der 
Reihe  21)  sämmtlich  positiv  sind  und  beständig  abnehmen. 
Kann  man  Bedingungen  nachweisen  unter  welchen  eine  solche 
Reihe  convergirt,  so  versteht  ßs  sich  von  selbst,  dass  sie  auch 
noch  convergiren  muss,  wenn  einzelne  Glieder  negativ  werden 
(vgl  8.  49). 

Die  Beurtheilung  der  Beschaffenheit  einer  solchen  Reihe 
gründen  wir  auf  folgenden  einfachen  Satz. 

Von  den  zwei  Reihen 

21)  fi    +  >2   +   ^3    .   .    .   +   <r   + 

25)  ©1   +  t?2   +  «'s    •    •   •   +   «'r  +   •    •    •   • 

welche  nur  positive   Glieder  enthalten,    wird   die  zweite  con- 
vergiren^ wenn   die  erste  convergirt  und  zugleich  allgemein 
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Dagegen  wird  die  zweite  divergiren,  wenn  die  erste  divergiri 
ond  zugleich  allgemein  * 

Im  ersten  Falle  nemlich  ist 

'  ^     ?3    '>    ^'    ?5 
t>l     t>2  h      $2 

also  ^  <  ^ 

ebenso  findet  man  ' 

u.  s.  w.     Hithin 

«>3    +    «'^   +   ^5    +    •  •  •     ^    ^5    4"    '4.   +   's    +    •  •  • 

»1      .         ^         -     *i 

oder 


I  < . 


t>3  4-  V^  Hr  f?5  .+  •  .  .   <  y-4'5'  +  *4  +  fe^  +  .  .  .) 

•1 

Ist  daher  l,  -{-  ^4.  -f..  ^^  4.  ...  and  mithin  die  Reihe  21) 
convergent,  so  muss  äinch  cj  +^4"("  ^5  +  •  •  '•  ^^^^  convergi- 
rende  Reibe  seyn/und- mithin  auch  die  Keihe  25). 

Im  zweiten  Falle  zeigt  man  ebenso  dass 

^5  ^    '3      «^4  »^    '+ 

also  ^5  +  «^4  "I"  •  •  •  •  ^  "7"  ('5  4*  '4*  4"  •  •  •  •) 

n 

Ist  nun  ^5  +  ^4.  +  .  .  .  eine  divergifende  Reilie^  mithin 
auch  die  Reihe  21  }y  so  ist  auch  die  Reihe  25)  divergent. 

Nun  giebt  es  aber  eine  Reihe,  mit, bestümdig  abnehmende!^ 
positiven  Gliedern,  deren  BeschafTenheit  leicht  zu  bestimmen 
ist ,  und  welc^^  daher  bei  der  gege pwftrtigen  Unlerauchung  in 
ährUicher  Weise  zur  Grundlage  dient,  wie  früher  die  Reihe^fl)* 
Es  ist  dies  die  Reihe 

26)     »  +  i  +  i  +  --  +  i  +  ---      ' 
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welche  convergirl  oder  divergirt,  je  pachdem  m  grö- 
sser oder  nicht  grösser  als  die  Einheit  ipt  Es  ist  ein- 
ieiiühtend,  dass  die  Glieder  wachsen  und  also  die  Reihe  diver- 
girt,  wenn  tn  negativ  ist,  wir  habe^i  daher  nur  den  Fall  zu 
betrachten  wenn  m  positiv  ist. 

Vergleicht  man   dann   die   Reihe   mit  der  Reihe  21)  und 
1  1  ,  ,      <r4-i  r«» 

setzt    <-  =  —  ,    tr  4-1   =        ■  .    , SO    folgt  ==  ,— TTT- 

'^        r»  *      ^  (»•-hl)'*  ^  (^+1H 

1 

Dieser  Ausdruck  näfhert  sich  offenbar,  mit  un- 


(1+1)* 


r 

1 

begrenzt  wachsendem  r,  der  Einheit,  und  setzt  man  ihn  =  j— - 

so  ist  a  positiv  und  die  Reih^  gehört  folglich  zu  denen,  deren 
Beschaffenheit  jetzt  untersucht  werden  soll. 
Ist  m  =  l  so  geht  26)  in  die  Reihe 

1.1  .1 


*)  '+2+y  +  ---+r 


*  •  • 


über,  deren  Divergenz  schon  bewiesen  worden  ist  (§.  45). 
Ist  m   <i  1  ,  also  n»  =  1  ^^  A  so  ist  in  der  Reihe  * 

* 

\  rh  I 

jedes  Glied  — --r  =t:  —  grösser  als  —  *).    Diese  Reihe  muss 

also  umsomehr  divergiren,  da  die  Reihe  5)  divergirt. 

Sey  nun  m  >    1.     Man  theUe  die  Glieder  der  Reihe  26} 
in  Gruppen  ab,  so  dass  eine  solche  Gruppe  die  k  Glieder 


(*+l)m     '     (*+2)«      •  '     (2Ä)m 

enthält.     Nun  ist  offenbar  die  Summe  dieser  k  Gliecler  kleiner 
als  ,,  .  ,—  und  um   so  mehr   kleiner  als  7—  d.  b.  kleiner  als 

z r*    Setzt  man  aber  allmälich  statt  t  dte  Werthe  1,  2,  ♦, 

8,  16  U.S.W,  so  erhält  man  aus  27)  die  Gruppen 

•)  Nur,   wenn  r  =  1.  ist  — 1-^   =  i-, 

pi-^i  r 
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2«» 

1  +  JL 

Jl^        J^         l  I 

5«  "*"-6^  +  7^  +  gm 

u.  s.  w. 


welche  iusalnmenaddirt  die  Rolhe  26),  mit  Ausnahmö  de^  An- 
fdngsgliedes  I),  wiedergeben. 

Nach  dem  Vorhergehenden  hat  man  ab^r  ' 


I 

3« 

+ 

I 

Am 

< 

1 

gm-l 

l 

*> 

1 

5"> 

+ 

1 

gm 

+ 

1 

1 

8«» 

< 

1 

-1- 

1 

^    _ 

1 

.  t 


1 


.'; 


1 


1 


>\x 


9"    '  16"        8*^ 

u.  s.  w. 


also 


I    .« 


-  4-  -i  4-  1  +    •    ^  :±^  -1-  -i-  4-        *'     41  •' 

3«.  -r  4«  -r  5„  t-  •  -.  <•  ^^^1  •+-  ^^^^jj2  -f-  ("^si^-r  •  •  • 

1      .  •    ■-  - 

Setzt  man  nun =  ^,  $o  ist 

1  11'         -1  1*  1« 

+  .  .  /  i  «  4-  «**4-  a?'  +  . . . : 

diese  Reihe  convfergirt  aber,  wenn  a?  <  1,  d.h.  wenn  »i>  I, 
umsomehr  muss  mithin,  in  diesem  Falle,  die  Reihe  .v«»  4- t:^ 

-|-  ^  +  •  •  •  convergiren  und  folglich  auch  die  Reihe  26). 

^  '62. 

Hlei^puff'^itfiebt  sieh  n«n'  w^ter  Mgenikfr  Satz:     -  n  <  t . 
Wenn  die  Reibe 

nur  positive   und   abnehmende  Glieder   enihält  und  man  setzt 

7* 
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— —  =  ^—, — ,  SO  dass  also  a  positiv  ist,  es  nähert  sich  aber 

Vr  1  +  « 

a,  mit  unbegrenzt  wachsendem  r,  unbegrenzt  der  Null^  so 
wird  die  Reihe  convergiren  oder  divergiren,  je  nach- 
dem das  Produkt  ra,  mit  unbegrenzt  wachsendem  r>  sich  ei- 
ner Grenze  nfthert,  welche  um  ein  Angebbares  grösser  oder 
kleiner  ist  als  die  Einheit. 

Man  nenne  diese  Grenze  k.  Sey  zuerst  k  >  t ;  man 
kann  also  eine  Zahl  m  Gnden  welche  zugleich  um  ein  Angeb- 
bares kleiner  als  k  und  grösser  als  die  Einheit  ist.  Setzt  man 
daher  k  z=  m  +  h ,  so  ist  h  eine  angebbare  positive  Grösse. 
Sobald  aber  r>  1  ist,  hat  man  nach  Formel  20] 

]  m  12  2       1  ^1 

also 

1  «  1.      I  2       1  3       1 

(1  +7)  ~  1  — »  •  -7  +  «»  .  ;:j  +  -ö  .  ;S  +••• 
und 

r  [(1  +  7)  -  1]  =  «»  +  «»  •  7-  +  -»  .  ;:^ 
Nun  ist  (S  59) 

2  3 

eine  convergirende  Reihf^  ihr  Werth  sey  fo,  der  Ausdruck 

I        5J  3  ^   .     IP      . 

r  1     '^ 

mus$  ßich  also,   mit  uobegrenzl  wachsendem   r,    unbegrenzt 
der  Null  nähern,  um  so  mehr  muss  dies  bei  dem  Ausdruck 
2      1-31  12  3       1 

1  m 

der  Fall  seyn.     Der  Ausdruck  r  [(1  -| )  —  1]  muss  sich  also, 

r 

1 
mit  unbegrenzt  wachsendem  r,  dem  Werthe  ff»9)=s  m  nähern. 

Nun  ist  aber  k  =^  m  -{-  h,  d.  h.  die  Grenze  .welcher  sich  ra 

1  ■• 

nähert,  ist  grösser,  als  die  Grenze,  Welcher  sichr[(l-| — ] — 1] 

f*  ■ 


toi 

nähert,  mithin  hat  man  auch,  von  Irgend  einem  W«rthe  des  r 
an  gerechnet, 

oder 

1        '1 


l   4-  er  1  "* 

Vergleicht  man  «bcr  die  Reihe  26)  mit    der  Reihe  21)  so  hat 
man,  wie  oben  bemerkt  wurde  (§.  61) 

*^ *-;-,   folglich  !r±i  <  tH     Da  aber  m>  1,     ' 

r 
so^muss  die  Reihe  26)  conyergiren  und  mithin  auch  (§.61)  die 
Reihe  25). 

Ist  k  um  ein  Angebbares  kleiner  als  die  Einheit,  so  muss   ' 

von  einem  gewissen  Werthe  des  r  an  ree  <^  I    oder  a  ^  — 

r 

1                   1 
scyn,  also  -^ — ; —  >  — r-.    Vergleicht  man  aber: die  Reihe 

r 

1 

welche  divergirt,  mit  der  Reihe  21),  indem  man  ^y.~  —  setsl, 

•  r 

so  ist  ——  =s also  -^^  >  — ^  mithin  muss  die 

^r  1    +  i  "^r  ^ 

r 
Reihe  25)  divergiren.  • 

Untersucht  man  nach  diesem  Satze  die  Reihe 
2    •   3   "^  TTl  •   5   :^  2.4.6  •    7   +  •  :  • 

■ 

soßndetmaBjdawsieeonvergirt.  Hierist«,.3s 


2,4...?r      2r+l 
«1     «  .  1  .  3  .  .  .  2r  +  1  1  .;     BH-i 

und     TH-i     =      8.4...8r  +  g      *    ^3    ""*"'   ^^ 


10t 

__  _    (Br-f  1)« 1_^ 

-  (2r+2j  (2r+3)  "  3_  Z 

T'är-f  I  "^  (2r+l)« 

3  2 

und  a  •=  ^  -f-        _Li\a'>  ''***  nähert  sich  a  unbegrenzt 

dem  Werthe  Null. 

Aber  ra  >    - — — r  oder  r« 


2'-+'  2  +  i 

8 
Nun  nähert  sich  der  Ausdruck  ~ ,     mit    unbegrenzt 

3 
wachsendem  r,  dem  Werthe  — ,  also  ist  k  um  ein  Angebba- 
res grösser  als  die  Einheit. 

Dagegen  divergirt  die  Reihe 

1  1  .  3        1.3.  5 

•      T  +  2.  4  +  2  .4  76  +  •  •• 

1.3..2r— 1  1.3...2r-}-l     , 

de»,  hier  «»«,«=     2.4..2r   '  "^^  ^  2.4...2r4-2  *^'' 

J-E-   =    - — *■—-   =    ; —    und   a   =  - — — r-     mithin 

■^2r  +  l 

ra  »=  r — r-r  ==  ^i  d.  h.  i  »  -jr;   also   i  um  ein  An- 

2r+l  1  2 

r 

gebbares  kleiner  als  die  Einheit. 

63. 
Es  wurde  früher  ($.  59)  nachgewiesen  das$  diß  Reihe 

18  3 

mJB  +  «»SB  +  "•»   f  .  .  . 
wenn  m  einen  positiven  gebrochenen  oder  irrationalen  Werth 

r 

bedeutet,  convergirt  und  von   dem    Glieder  «9$   an  '  kbvv^ecli- 
stunde  Zeichen  hat,  sobald  r  '>  m.     Diese    Reihe   wird   aber 

r 

auch  noch  convergirenj  wenn  man  allen  Gliedern,  voh  mg)  an, 
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dasselbe  Zeichen  giebt.     Diese  neue  Reihe  erhält  man  nemiich 

^                  r         ^                      r 
wenn  man  «»33  mit statt  mit multiplicirt,  und 

t  r 

dieselbe  Veränderung  bei  den  Quotienten  der  folgenden  Glieder 

macht.  Setzt  man  aber   =  -r-. —  so  folfft  a= 1 


1   j^  m 

7  "*"  7  '         1  4.  in 

:::::  - — ^ mithin  ra  =  — welcher  Ausdraok,  mit  ün«* 

-  m  m 

r  r 

begrenzt  wachsendem  r  sich  dem  Werthe  1  -|*  t»  unbegrenzt 

nähert,  also  A  =  1  -f-  i?i,  mithin  convergirt  die  Reihe.     Setzt 

man  m  =  ^.wo  p  und   g  positive  ganze  Zahlen  sind,   so 

9 
hat  ^an  ($.  41) 

I.  IL 

(i  +  of)^   ^  S  ^^af 

%  ■* 

V 

Z  JL 

d.  h.>       (1  +   »jöar  +   «SB»*    +  .  .  0*4=  (1  +  «f 

also         (1  +   ^»  +  ^S  +  .  .  /+  (1  +  l)'' 

Da   nun^  wie  soeben   bewiesen  wurde,   die  Reihe  1 -f*   ^^ 

-}-  ^  S  +  . . .  auch  dann  noch  convergent  bleibt,  wenn  man 
allen  Gliedern  das  positive  Zeichen  giebt,  so  folgt  aus  §.  53 
da^  auch 

P  P 

—1—2  q  p  p 

(1  1^    ^»,4.    9g5  ,  _)  ^  (l  4.  1)  ==  2 

JL         £.  £.1        ^2 

oder      (l  +  1)'   =  2'   =  1+  ^30  +   ^»  -f-  .  .  • 
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f  f 


■r 


Die  Gleichang  (1  +  or)^    =  ^  ^Sa^ 
welche  früher  ($•  56)  für  x  -<  1  bewiesen   wurde,  gilt   also 
auch  für  0?  =  1 ,  und  indem  man  die  dortige  Beweisführung 
unverändert  wiederholt,  sieht  man,  dass  diese  Gleichung  auch 

dann  noch  für  o?  =  1  gilt,  wenn  man  statt  —  einen  irratio- 

9 
naien  positiven  Werth  setzt. 

Es  wurde  ferner  (§.  60)  gezeigt,  dass  wenn   man    —  m 

statt  m  seist,  die  Reihe 

1  t 

-•»  +  -«SB  +  .  .  . 

nicht  convergirt  wenn  in  ^1  ist,  dagegen  convergirt  wenn 
m  <  1.  In  diesem  letzteren  Falle  wird  aber  die  Reihe  di- 
vergiren,  wenn  man  statt  der  wechselnden  Zeichen^  mit  wel- 
chen die  Reihe  von  Anfang  an  versehen  ist,  allen  Gliedern 
dasselbe  Zeichen  gibt.     Cm  nemlich  diese  neue  Reihe  zu  er- 

m 

r 
halten,  müsste  man  statt  des  Quotienten > — --  den  Quo*- 

i  +  - 

■    r  ! 


r                                                     r             1 
tienten r-  nehmen.    Setzt  man  aber  —  =  So 

1+1  1+1    ^+" 

'   r  ^  r  ■ 

J_  _   » 

ist  «  = also  ro  =: ■ — ,  dieser  Ausdruck  nä- 

1   +-  .     1  +«         ... 

r  r 

hert  sich,  mit  unbegrenzt  wachsendem  r,  dem  Werthe  1  — m, 

welcher  kleiner  als  die  Einheit  ist,  mithin  divergirt  die  Reihe. 

Nichts  desto  weniger  gilt,  wenn  wieder  m  =  —  und  ~  <  1 

9  9 

ist,  die  Gleichung 

(1  +  1)  ^  =  1  +    ^»  +    ^»4- 

Denn  es  ist  (Kap«  5  Form.  36) 
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S  ^^af   .  2     ^  ©«•*  4=   I 

P  P 

V  — ^  — •* 

Nun  sind ,   sobald  —  <  1 ,  sowohl  ^  ^  9$  als  ^     ^  SB    con* 

vergirende  Reihen,  und  das  ihrer  Multiplication  entsprechende 
Produkt  ist  der  endliche  Werth  1  y  mithin  ebenfalls  eine  con- 
vergirende  Reihe.    Daher.  I\at  man  nach  §.  54 

^   ^»  .  :?     ^85  ;=  1 
oder  2    ^S  = 


P^ 
S   'S 


p_  p_  * 

aber  5   '«  =  (1  +  1)  ' 

also  S     '»  =r  (l-jf-l)    '    =  ?   ' 

Auch  hier  kann  man.  wieder  leichi  geigen,  dass  man  stattr^ 

!     '    .  9 

einen  irrationalen   positiven  Werth   setzen   darf,  sobald  der- 
selbe kleiner  als  die  Einheit  ist. 
In  der  Reihe 

1  «  a 

1    —  m«B  +  mSB  _  mSB  +  .  .  . 

bezeichne  wieder  m  eine  positive  gebrochene   oder  irrationale 

r+i        r_  ^  .  ' 

Zahl.    Hier  ist  ^^ = r-  mithin,  wenn  man  diesen 

r  1  ' 

1  11» 

1                             ~r"      ■  ~r^ 
Quotienten  5=  := — - —  setzt ,  ä  = '■• — - ,  also  nähert  sich 

1  — ~"  - — "  ' 
r 

ra  der  Grenze   1  +  ^>  welche  grösser   als   die  Einheil  ist, 

mithin  convergirt  die  Reihe.     Da  aber  1 positiv  ist,  so- 

r 
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bald  r  >  m,  so  sind  von  da    an  alle  Glieder  mit   demselben 
Zeichen  versehen« 

Setzt  man  —  m  statt  m,  so   ist  der  Qootient  der  zwei 


1    f 
aufeinanderfolgenden  Gliecjer  — r-,  die  Glieder  haben  also 

1  +  — 
r 

von  Anfang  an  dasselbe  Zeichen.     Allein  da  sich  nnn  ra  der 

Grenze  1 — m   nähert,  welche  kleiner  als  die  Einheit  ist,   so 

divergirt  die  Reihe. 

Der  Ausdruck 

m  r 

(1   4-  a?)  4=  Sm^Saf 
geht  wenn  man  oj  ==  —  1  setzt,  in 


'(1-1)«  +  r«»  .  {— ir 


über,  und  wenn  m  s  —  so  folgt 

PI        p^%      p_^        r  p 

d.h.  [l^yS+    y»— g93...]    4={1-1) 

Da  nun  eben  nachgewiesen  wurde,   dass    die  Reihe  1 —  9  93 

4-  9  S  —  ...  von  einem  gewissen  Gliede  an  dasselbe  Zeichen 
behält  und  convergirt,  so  hat  man  auch 

P  P  P 

—  1         — »        — s  «  p 

[1  _   y»  +  v$B_  903  •  .  .]  =  {1-1)  =  0 

oder         0  =  (1  —  1)^    ^  2  '^h  [—1]^ 

und  auch  hier  kann  man  wieder  nachweisen,  dass  diese  Glei- 

pbiing  ihre  Geltung  behält,  wenn  man  statt  -^    eine    positive 

9. 
irrationale  Zahl  setzt. 

Dagegen  darf  man  das    Zeichen   des  Entsprechens  picht 

durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzen  ^  wenn  man  — m  statt  m 

setzt,  weil  dann  die. Reihe  1    -  -«»©  + -«S  — ..,  divergirt. 
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64. 
Stellt    man    dus  Vorhergehende   mit    dem    Brgebniss  des 
f.  57  susammen,  so  hat  man  nun  folgendes  allgemeine  Resul- 
tat.     Man  hat^  wenn  m   keine   ganze  positive   Zahl   ist,   die 
Gleichung 

20)  (1  +  xf==  S  «»0^ 

wenn  erstens  der  Zahlenwerth  von  a?<l,  oder  wenn  zwei- 
tens 07=1  und  zugleich  m  entweder  positiv  ist,  oder  ne- 
gativ und  zwischen  0  und  — 1  liegt,  endlich  drittens  wenn 
^sst  —  1  und  zugleich  m  positiv.  Ist  m  eine  ganze  positive 
Zahl,  so  gilt  dje  Gldchung  80)  fttr  jede«  Werth  von  s,  dann 

r 
ist  aber  die  Reihe  2  mfßx^  keine  unendliche,  sondern  fällt  mit 

r       r 

der  endlichen  Reihe  Sfn^af  zusammen.    In  allen  übrigen  Fäl- 

len  muss  in  20)  statt  des  Gleichheitszeichens  das  Zeichen  des 
Entspreohens  beibehalten  werden,  dann  kann  also  der  Werth 

von  (1  <4*  ^]  ^icht  mehr  durch  die  eittsprechende  Reihe  aus- 
gedrückt werden. 

Sind  (l  +  o:)  ,  (1  .+  a?)  ,  (1  4-  x)  so  beschaffen,  dass 
man  ihre  Werthe  vermittelst  der  Gleichung  20)  berechnen  kann, 
so  gilt  für  diese  Werthe  auch  die  Gleichung 

28)  1  +  a?)"*{I   H-  x)'=  (1  4  a?)"*^* 
d.  h.  man  hat 

r  r  r  ' 

29)  2  n^^oT  .  S  «95a:*'  =  2  «»+n95x'' 
Setzt  man  nemlich 

2  »W  .  3  f^a?-  4=  2  Ay 
also 

12  r  1  «  r 

(1  +  mjöa?  4- «99«* . .  +  «93a?'*  4- . . .)  (1  +  <»Öa?  4- «©rtj^ . .  +  «93i?»- -f . . .) 

4=   ^  4-  -^ifl?  4  A^iX*^  .  .  4-  A^x^  +  .  .  . 
so  findet  mau 

r  X      r-1         2     r-2  r  r 

il^=«Ö4-"»93.«®4-»»93  «5B . . .  +  «95  =  »»+«95  {Kap.  5  Form  21^ 

TT  r 

also  2mSRaf  .  2  ^x"^  ^  5ii+«»«^ 
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Nofi  sind,  nach  unserer  Voranssetzung,  die  drei  in  diesem 
Ausdrucke  Torkommenden  Rahen  coDTergent,  folglich  kann  man 
das  Zeichen  des  Sntsprecheas  durch  das  Gleichheitszeichen 
ersetzen  (f.  54). 

65. 

An   das   Vorhergehende    knüpft  sich   aber   nun  folgende 
wichtige  Frage.    Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  be- 

deutet  (1  -f  x)  das  Produkt  von  m  Faktoren,  von  weichen 
jeder  1+x  ist  Dieses  Produkt  hat  also  einen  ganz  bestimm- 
ten Werlhy  welchen  «an,  vermittelst  der  gleichgeltenden  Reihe, 
nach  Formel  20)  berechnen  kann«    Ist  m  eine  ganze  negative 

Zahl,  etwa  m  =  —  m'y  wo  m  positiv  ist,  so  bedeutet  (1  -f  x) 

-m'  1  M" 

=  (1  +«)     soviel  als  -; -—,.     Insofern  nun  (1  t}-  x)      ei- 

(1  +  xp 

nen  ganz  bestimmten  Werth  hat,  musa  dies  auch  bei  (1  -^x) 
der  Fall  seyn.    Ist  x  <  1,  so  dass  die  Formel  20)  gültig  ist, 


m 


SO  muss  man  auch  diesen  einzigen  Werth,  welchen  (l-f-^ 
hat,  finden,  wenn   man  die    gleichgeltc^de  Reihe    berechnet. 
Anders  aber  ist  es,  wenn  m  eine  gebrochene  Zahl  ist.     Sind 

m 

p  und   q  ganze    positive  Zahlen    und    man    setzt   (1  +  x) 

L 
=  (l-fo;)?,  so  bedeutet  dies  einen  Ausdruck,  welcher  so  be- 
schaffen ist,   dass,   wenn   man    ihn    auf  die  Potenz  q  erhebt, 

p 
sich  der  bestimmte  Werth  (1  -|-  x)  ergiebt.    Gilt  nun  die  For- 

mel  20),  so  wissen  wir,  dass  die  Reihe  2  ^Sj?**  ein  solcher 
Ausdruck  ist.  Aber  ist  dies  der  einzige  Ausdruck ,  welcher 
der  gestellten  Forderung  Genüge  leistet,   odergiebt  es   nicht 

vielmehr  verschiedene  Ausdrücke ,  welche  die  gemeinschaftliche 

p 

Eigenschaft  haben,  dass  ihre  ^te  Potenz   den  Werth  (1  -^  x) 

hat?  Mit  anderen  Worten,  ist  nicht  vielleicht  der  Ausdruck 
[\  -^  x)^  nach  der  Definition,  welche  wir  von'  demselben  ge- 
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geben  haben^  ein  vieldeutiger^  und  wenn  dies  der  FbH 
seyn  sollte^,  wie  viel  verschiedene  Bedeutungen  hat  er? 

Setzt  man  für  x  einen  bestimmten  Werth  und  l-f-^=a, 

so  lehrt  die  Arithmetik,  dass  a9=  yar  nur  einen  einzigen 
Werth  hat,  wenn  q  eine  ungerade  Zahl  ist,  und  dies  ist  auch 
richtig,  insofern  dieser  Werth,  welcher  a  heisse,  ein  reeller 
seyn  soll.     Gäbe  es  nemlich  ausser  diesem  Werthe    noch  ei- 

nen  anderen  reellen  /J,  so  hätte  man  yV  =:  a  und  yV  =s:ß^ 

also  fß  =  a^  ^  was  nicht  seyn  kann ,  wenn  nicht  assz  ß.    Da 
p 

=-r 

nun  2'  ^ißaf'  ein  reeller  Werth  ist,  so  folgt,  dass  dieser  Aus- 
druck, wenn  q  ungerade  ist,  für  jedes  bestimmte  x  mit  dem, 
nach    den   Regeln    der  Arithmetik   berechneten  Werthe   von 

]/(l  -hxy  übereinstimmen  muss.  Dagegen  bleibt  es  noch  die 
Frage,   ob  es   nicht  imaginäre   Werthe    giebt,   welche   so 

beschaffen  sind,  dass  ihre  ^te  Potenz  den  Werth  (1  -\^xf  hat. 

Ist  dagegen  q  eine  gerade  Zahl,  so   giebt  es  allerdings 

neben  dem  reellen  Werthe  a  noch  einen  zweiten  reellen  Werth 

/J==  —  a,  insofern  dann  ( — af  =  a^  ist.      Es   ist    also   klar, 

P    • 
dass  2  '^^af  einem  dieser  reellen  Werthe  gleich  seyn  muss. 
Es  wird  aber  diese  Reihe,   wie  wir  leicht  beweisen  können^ 

jedesmal  dem  positiven  Werthe  von  yof  gleich  seyn,  wel- 
ches immer  der  Werth  von  x  seyn  mag.] 

Sey  nemlich  zuerst  x  positiv  und  ~  -positiv.    Sey  m  eine 
ganze  positive  Zahl,   so  beschaffen,    dass  —  >^  m —  1    und 

—  <  im    In  der  Reihe 


— r 


Q  \     .     i 


IIQ 

wir^  nmo  an  ein  Glied 

A  (Z  _  1)  .  .  .  .  (^  _  n.) 

9     9     9  ^  ^-+1 

1.2,.. m+l 

kommen^  in  dessen  ZftUer  der  letzte  Faktor  negativ  ist^  wäh- 
rend alle  vorhergehenden  Faktoren  positiv  sind.  Dieses  Glied 
wird  also  negativ  seyn.  Die  folgenden  Glieder  werden  eben- 
deswegen abwechselnd  positiv  und  negativ  seyn^  während  die 
vorhergehenden  sämmtlich  positiv  sind.  Schreibt  man  also  die 
R«ifae  in  der  Form 

^y^    1  .  2       ^  ^         1.2..»  ^      m-f  1     ' 

I     9  1  9 J*T*  ,| 9  ^v  , 

1  ,  .  ,  .  .  ,  in -f- 2  tn-f-ä 

Ol  "»^   — ^ 

so    ist    jedes    Glied    positiv,    da  a?  <  1 ,    also  r-~  x, 

»1  +  2—^ 
q 

X  U.S.W,  ächte  Brüche  sind.    Mithin  ist  der  durch 


»1  +  3 


P  P 

—  — r 


diese  Reihe  ausgedrückte  Wertb  von  (1  -f-^)^    d,  h.  -J  ^  4^af 
'  positiv  *). 

Ist  X  positiv  aber  der  Exponent  negativ  und so  ist 

wie  früher  (§§•  56  u.  63)  gezeigt  wurde 

P 


2   ^»a?** 


also  ebenfalls  positiv. 


P_ 

*)  Es  ist  daher  io   der    Qben.{§.  63)  gefandenen   Gleichung   2    ? 
P  P 

=  1  +    ^    ^  +  ;..  fär  2^  immer   der  j^sitiye  Werth    dieses   Aas- 
drucks sa  nehmen. 
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I 

Isl  X  negativ,  so  setze  man  statt  dessen  — Xj  so  dass  x 
wieder  positiv  ist;  ist  zugleich  der  Exponent  negativ,  so  hat  man 

.£       -  _P.{_P_l) 


(1  -  ar)  »  =  l+(_^.-x)H ^-i— ^ a:«  +  .  .  . 


P       _s  ,       9 9 

—  2    ««(-»)•• 
Hier  ist  das   allgemeine  Glied  . 

«•  1  .  2  .  .  ..  r+1  ^        ^ 

=  ( —  1)        -1 T^-^ 7—^ 9       es  ist  also  jedes 

^        '  1  .  2  .  .  .  r  +  1 

—  r 

Glied  der  Reihe  positiv,  mithin  auch  ihre  Summe  2   ^S3( — xf 

JL 
Ist  endlich  (1  —  x)^  zu  betrachten,  so   hat  man  wieder 

^r  I 

2  «»{-  xY  = 


p 

—  r 


i:    ^ »  (—  x)r 


p 

—  r 


also  muss  auch  S  *i8( — xY  positiv  ßeyn. 

Aber  auch  in  diesem  Falle ,  wo  q  gerade  ist,  ist  nun  die 
Frage,  ob  es  nicht  neben  den  zwei  reellen  Werthen  noch  ima-^ 

ginäre  giebt,  deren  fte  Potenz  den  Werth  (l-^-^f  b^^     ^^^ 

Beantwortung  dieiser  wichtigen   Frage  $oU  in  den  MgendeA 

Kapiteln  vorbereitet  und  erledigt  werden.     Hier  bemerke  man 

nur  noch,   dass  ninn,   nach   dem   Vorhergehenden,  die  Bino- 

mialformel  dazu  benutzen  kann,   den  positiven  reellen  Werth 

q 
des  Ausdrucks  yA  direkt  durch  eine  conirergirende  Reihe  zu 

berechnen,  sobald  A  positiv  und  *;<  2  ist.     Denn  je  nachdem 

A  zwischen  0  und  1  oder  zwischen  1  und  2  liegt,, setze  man 

A  =  \  —  X  oder  A  =  \  +^j  wo.  mithin  jedenfalls  x  <^\^ 

dann  hat  n\an  . 
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±  -(--!)■ 

\^A  =  (1  +  «)«   =  1  + --  X  +   ^    /    „        «».... 
'^  q  1.2 

»5  3    5 

Wollte  man  also  z.  B.  y~T  berechnen,  so  hätte  man  l/V" 

1,2     ;  16 

1.2.3  ~   •   64  +  '  •  • 

also  (TgL  S.  59] 

2^ 

^  1  -ui  i_  i-1^  1/,  ^  ^ 

^"•"3*4  1.2*  16  *      T  •  T' 

3  5 

d.  h.  |/Y   >  1,076  und  <    1,0777;    der   wahre    Werlb  ist 

1,0772  ...  £  ' 

Scheint  demnach   diese  Anwendung   der  Binomialformel   sehr 
beschränkt  zu  sey^,  so  bedarf  es  in  der  That  pur  eines  klei- 

q 

nan  Kunstgrifb,   um  sie  auch  dann   zur  Berechnung  von  yA 
anwefhieii  2U  könn^,  wenn  ^1  >  2  ist      i)enn    «an   setze 

h  h 

il  =  A  +  a?  =  a?(l+  T-)   so  dass  a?  >  A  und  —  <    1 

X  X 

mithin 

i  11 

T  1  A  Q     Q  A* 
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Hier  sind  nun  zwei  Fälle    zu  unterseheiden.     Ist    nemlich  A 
Ueinet  ah  das  Doppele  der  nächi^  kleineren  Zahl   a,  wieldie 

.     f ,         .        .        .  .9 

eine  ^te  Potenz  und  etwa  ==  b    ist^  dann  kann  man  x  =i  b 

1 

setzen^  also  ist  A  <  6    und  [A  —  h)^  =6  mithin 

1  i       i\ 

l/^  =  *(l+-.-  +  -y-^_   -fei?  +••••) 

Um  also  z.  B.  1/19  zu  finden,  schriebe  man  j/^9  =  V^8  p^(l  +  ^ ) 

11 

=2(i  +  -)*=2[i ■+  3 .  -^  +  -Y:^-öi+   i 

und  fände  unter  Benutzung  der  drei  ersten  Glieder  der  Reihe, 

|/^ft<  2,083,..  und  >  2,Q79.,.  während  der  wahre  Werth 
2,090...  ist. 

Derselbe  KunstgriiT  reicht  auch  noch  aus  wenn  A  =  2a, 

also  X  s=^  A  und  —  ?=  1  ist. 

X 

Ist  aber  ^^  >  2a,  so  muss  man  ein  anderes  Verfahren 
anwenden ,  welches  .  übrigens  auch  im  vorhergehenden  Falle 
gebraucht  werden  kann.  Wie  nemlich  A  beschaffen  sey,  so 
kann  man  immer  A  =  x  —  h  setzen ,  man  nehme  nun  für  x 
die  nächst  grössere  Zahl  als  4,  weiche  zugleich  eine  qte  Po-* 

ienz  ist,  sie  heisse  c  ::=:  e  .  dann  ist  Ä=^e  — A  =  e  (1 ). 

q 

Nun  ist  A  eine  positive  Zahl,  welche  kleiner  als  e    ist,  mithin 

Iii  der  eingeldammerten  Reilie' werden  aiie  auf.  die  Einheit  f«l7 

8 


*  1 
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4  '  ■  «  I    .    .  >1 

genden  filieder  nefaltv;  die  Nftherunfswertiie  ironA^  ifie 
noan  erhält^  indem  man  irgendwo  in  der  Reihe  stehen  bleibt, 
und  die  folgenden  Glieder  vernachlfissigt,  sind  daher  grösser 
als  der  wahre  Werth. 

Um    nach    diesem  Verfahren  |/ 9  zu  finden,   müssle  man 
c  =  27  =  3'  setzen,  also 

11             IIA 
^^/h^xn      1     18      ¥  •  "3  18»      3  *  T*  3   ^18  » 
y9-.ö[l— -^.  — — -— — -(--) 1    o    Q    ^5^)    —  •  •  •   J 


oder 


27        1.  2  >Z7^         1.2.3    W 


12  12     5 


1%_3„      12        3-3     2«       3'3'3     2^ 

Die  Näherungswerthe  sind:  3;  2,33  .  .;  2,l8  .  .  .;  2,13  .  .  .; 
2,10  ...  U.S. w.  Hier  ist  es  also  rathsamei^  das  frühere  Ver- 
fahren zu  benutzen,  welches  zu  einer  rascher  convergirenden 
Reihe  führt,  weil  9  näher  bei  8  als  bei  27  ist.      Sollte  aber 

z.  B.  |/20  gefunden  werden ,  so  göhe  das  allein  hier  anveiid«r 
bare  zweite  Verfahren 

i   1  111 

Die  Nftherofigswertbe  sind:  3;  2,740..;  2,7tö..;  2,715...  Der 
wahre  Werth  ist  2,7 14... 


66. 

Ehe  wir  dieses  Kapitel  beschliessen ,  sollen  noch  die  frö^ 
heren  Untersuchungen  über  die  Beschaffenheit  der  Reiheii"Ver- 
vollständigt  Werden. 

Der  in  §.  62  bewiesene  Salz  ittsst  die  Beschaffenheit  der 
Reihe  25]  unentschieden,  wenn  die  Grenze  k,  weicher  sich  ra 
unbegrenzt  nähert,  die  Einheit  selbst  ist.  Nur  so  viel  lässt 
sich  noch  sagen,  dass  in  diesem  Fafle  die  Reihe  sicher  diver- 
giren  wird,  wenn  ra  sich  zwar  unbegrenzt  der 'Einheit  nähert, 
jedoch,  von  einem  bestimmten  r  an,  ipiroer  kleiner  als   diese 
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Grenze  bleibt.    Penn  da  alsdann  a  <  —  also  z^- 


14— -i 


^  +  "        1  +  i 

SO  divergirt  dte  Reibe.    Hhn  kann  4i€te  sogai  noch  verallge- 
meinern:  die  Reihe  wird  ilemlich    aiieh  dann   noch  divergiren^ 

wenn  zwar  a  >  ~  aber  zugleich  ca  <  •     wo    h    irgend 

r  r — h  '   , 

eine  bestimmte  Zahl  bedeutet.    Denn  nun  ist  ; >^ 


i+-    1+  i 


r—h 
aber   — ^-''^t  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender 

1+    r 

r — h 
Glieder  in  der  dfver^irendan  Reihe  (§.  46) 

111  I  1 

+  n — I  +  o — L  :^  •  ••  +  z — i  +  m — i  +••• 


1_A    '    2_A    '    3-~A    '  \r  —  h    '.    r+1— A 

Hieraus  ergiebl  sich  z.  B.  dass  die  Reib^ 

WO  sich  die  Logarithmen  auf  ein  System  bezie^eb,  in  welchem 
sie  unbegrenzt  mit  den  Zahlen  wafchsen  (also  die  Basis  grösser 
als  die  Einheit  ist),  convergirt  oder  divergirt  je  nachdem  a 
grösser  ist  als  die  Einheit,  oder  nicht. 

Aoff  r\« 
Setzt  man  nemlich  v^  =  { ;  und 


1  _  riog  [r+^Y   /   r    X«  1 

l     log  r     1  '  V+r  *^  1-l-a 

so  ist  . 

r      log  r     ']a  /r+}Y       , 

^  =   [log  lr  +  l)J    ^-r^  -  ^ 
oder,  da  logir+i)  =  %  r  +  log  (1  +  -) 


(1    +   i)  -   1 


+ 

hg  r 


•  I 
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und 


ra 


log  r 


1   « 

Nun  nähert  sich  r  (1  -| )    mit   wachsendem    r    unbegrenzt 

r 

1 

dem  Werthe  f -f-  a  (§•  62),  dagegen  nShert  sich 


log{\+-) 
1   + 


log  r 
unbegrenzt  der  Einheit ,  obgleich  sein  Werth  immer  unter  die- 

ser  Grenze  bleibt,    da  der  Bruch  1 immer   positiv 

log  r 

bleibt,    während   der  Zähler   mit    wachsendem   r  sich  immer 

mehr  der  Null  nähert,  und   der  Nenner   unbegrenzt  wächst. 

1  ö 

Hithin  wird,  r 1 t—1  -  ! 

1    ö       "^ 

r  (1   -| )    zwar    immer 


log  r 

kleiner  als  r  -|^  a  bleiben,  sich  aber  diesem  Werthe  unbe- 
grenzt nähern,  und  folglich  wird  ra  zwar  immer  kleiner  als 
a  bleiben,  sich  aber  diesem  Werthe  unbegrenzt  nähern.  Ist 
nun  a  >  l ,  so  ist  auch  die  Grenze  A  >  1 ,  mithin  *  conver- 
girt  die  Reibe,  ist  dagegen  a,<^  1  so  is,t  auch  A  <  1  und 
die  Reihe   divergirt;^  ist  a=  1   so   ist  ncjch   immer  ra  ><  I, 

1 

d.  h.  a  <  —  und  die  Reihe  divergirt. 

T  ■  '  "i 

I 
t 

Als  ein  specieller  Fall  des  hier  vervollständigten  Satzes, 
ist  auch  die  merkwürdige  Regel  anzusehen,  welche  Gauss 
gegeben  hat*)  und  die  so  lautet: 


*)  Disquisit«   gen.   circa   seriem    infioit.  Sect.  III    (GommeDt.   soc«      | 
reg.  GottiDg.  T.  2). 
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Wenn  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder 
e^^  fDr+x  sich  in  der  Form 

r  -f  Alf     +  A^r      +  .  .  •  +  il-, 


r  -f-  ai  r  +  «2^  +  .  .  .  +  a« 
darstellen  lässt,  wo  q  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  und 
es  sind  Zähler  und  Nenner  nicht  identisch,  also  nicht  zugleich 
Ai  —  Gl  =  0,  A2 —  a2  =  0  U.S.W,  so  wird  die  Reihe  con- 
vergiren,  wenn  ai  —  Ai  positiv  und  grösser  als  die  Einheit 
ist,  in  allen  anderen  Fällen  aber  divergiren. 

Setzt  man  nemlich  -^^  =  ^ so  ist  nun 

t>r  1  +  " 

1 

'^     g  qZi  y-2  1 

r-^Air     +A2r     +...  r-f-ili-f  ii2- [-••• 

r 

Dieser  Werth  von  a  nähert  sich,  mit  unbegrenzt  wachsendem 

Ty  immer  mehr  dem  Werthe  Null;   von  einem   gewissen  r  an, 

ist  mithin  der  Quotient  -^^  jedenfalls  positiv  und  die  Glieder 

der  Reihe  haben,  von  da  an,  alle  dasselbe  Zeichen.    Ferner  ist 

»1  — ^i  +  («2  —  ^2)  "7  +  •  • 
ra-. —- 17— ~ i 


^       •      1  +  —  +  ^2  •  -li  +  ... 


Es  nähert  siqh  also  ra  unbegrenzt  dem  AVerthe  o^ — A{,  Ist 
nun  Gl  —  Ai  negativ,  so  wird  mithin,  von  einem  gewissen 
r  an,  ra  negativ < und  folglich  auch  a,  also  divergirt  die 
Reihe  (§.  58).  Ist  Oi  —  ^1  positiv  und  kleiner  als  die 
Einheit,  so  isti<  1  mithin  divergirt  die  Reihe.  Istai — il2=0 
und  etwa  auch  02  —  iljj  =  0,  05  —  45  c=  0  . .  .  so  dass 
a^ — Ai  die  erste  nicht  verschwindende  Differenz  ist,  so  ist 

ra  =  - — — - — -^ j der  Zähler  dieses  Aus- 

1  +  -;r  +  ^2-72  +;  •  • 
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drucks  nähert  sich  aber  der   Grenze  Null,    also  auch  ik  =  0 
und  die  Reihe  divergirt.     Ist-Oi  —Ai-=:  1^  so  nähert  sich    a 

■   mi.  weh......  r,  „„b.gr,».  d.,«  W.,n«  ^f=^; 

ist  nun  Ai  positiv,  so  bleibt  mithin  immer  a  ^  — j     ist    Ai 

negativ  =  — Äj  so  setze  man  Bi-[-l=^h,  die  Grenze  

r — Bi 

weicher  sich  a  nähert,  ist  also  kleiner  als mithin    di- 

vergirt  die  Reihe.     Ist  endlich  ax — Ai  positiv  und  grösser 
als  die  Einheit;  so  ist  ft  >  1  und  die  Reihe  coiivergirt. 

i 

68. 

Nach  $.  66  bleibt  die  Beschaffenheit  der  Reihe  im  Allge- 
meinen unentschieden  wenn  k  =  1   und  zugleich  von  einem 

gewissen  rten  Gliede  an  beständig  a  >  —  ist.     Dieser  Aus- 
nahmefall tritt  z.  B.  bei  der  Reihe 

^^^        2hi2  +  31^3  +  TfoTl   ^ *^ 

ein.     Denn  setzt  man  hier 

1  .  ,  t>r+i  r  hg  r 

^r  =  —, so  ist  —X-  =   — r-m — 7 — i~TT  «'^^ 

fr    I    1)^^^^+^)         r 

(r  +  1)  %  (r  +  1)  ^    ^     ^       togr 

r  log  r  r 

nun  ist  ^  ^■\.  ^^  r^ -/  >  r  +  1 ,  als«  «  >  — . 

log  r  r 

Man  kann  aber  nicht  blos  beweisen,  das«^  diese  Reihe  di- 
vergirt, sondern  auch  folgenden  allgemeineren  Satz  aussprechen : 


*)  Im  Folgenden  bis  tu  Ende  des  Kapitels  wird  Torausgesetit,  dass 
sich  die  Logarithmen  auf  ein  Potenzensjstctm  beliehen ,  dessen  Basis 
grösser  als  2  ist,  so  dass  log.  2  ein  positiver  ächter  Bruch  ist.  Dies 
gilt  uamentlich  Ton  den  natürlichen  Logaritihmen ,  von  welchen 
später  (Kap.  7  $.  79)  die  ^ede  seyn  wird. 
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t 

I       Di9  Reihe 

30)      1  +  — 4-  — ^  -f  •  •  • 

2  (log  2)  3  (log  3) 

wird  convergiren  oder  divergiren,  je  nachdem  m grösser 
oder  nicht  grösser  ab  die  Einheit  ist. 

n 

Nimmt  man  nemlich  aus  dieser  Reihe  die  aus  2    Gliedern 
bestehende  Gruppe 

1     -  4.   __  J 

(2^  1)  [log  (2%  l)f         (2%  2)  [log  (2%  2)]'* 

1 

2  ^  [log  2^  ] 

heraus,  so  ist  jedes  vorhergebende  Glied  grösser  als  das  fol- 
gende,  umsomehr   grösser  als    das  letzte,   mithin   die  ganze 

n 

2  t  , 

Gruppe  grösser  als  — r- -r---       d.    h,      grösser      als 

2^  [log  2^] 


8  («  +  1)    (log  2) 

SetEt  man  nun  altmtiich  in  dieser  Gruppe  as=1,  2,  3,... 
und  addirt  die  entstehenden  Ausdrücke,  so  erhält  man  die  Reihe 

*  1  ^  + 


3  (%  Sf        4  (%  4) 

1        ri        1    ,    i     ,        1 

welche  also  grösser  als  — — -     [2^  +  ^  +  4*   +  *  '   ] 

i(iog2 

i       •  l        '     1  1  _ 

ist.'    Nun  divergirl  die  Reihe  oü  "^  3m  +  •  •  •  sobald  »i:<  1 
(§.  61)  also  auch  die  Reihe  30).    Andererseits  ist  dib  betrach- 

'    ■■■•■'     ■-  ■     2"^^ 

tele  Gruppe  kleiner  als  : und    um    so 

{2"+  1)  [log  (2"+  l.)f 

i                   '1  .        '1  ■     .         ; 

mehr  kleiner  als  -^ d.  h.  kleiner  als  — ■ — —    folglich  i 

(log  2)     ■  n  [log2) 


im 


3  [hg  3)  i(log*)  [iog  2)  ■* 

11 

Da  nun 1-  ^ h  •  •  •  convergirt  wenn  m>  1,  so  muss 

dann  um  so  mehr  die  Reihe  30]  oonTergiren, 


69. 
Hiervon  ausgehend  kann  man  nun  für  den  erwähnten  Aus- 


nahmefall  folgende  Regel   aufstellen.      Ist 


Cr+l   _  1 

Vf.  1   -}-  «' 


lim  ra  =  1  und  zugleich  a  >  ^  so  setze  man 

r 

f?r+l  1 


WO  »2  eine  positive  Zahl  bedeutet,  welche  mit  wachsendem  r 
unter  jede  angebbare  Grenze  sinkt.    Ist  nun 

SO  wird  die  Reihe  25)  convergiren  oder  dtvergiren  je 
nachdem  ki  um  ein  Angebbares  grösser  oder  kleiner  als 
die  Einheit  ist. 

Im  ersten  Falle  wähle  man  eine  Zahl  m,  welche  zugleich 
grösser  als  die  Einheit  iind  kleiner  als  ki  ist.    Nun  ist  in  der 
Reihe -30]  der  Quotient  ZM^eier  aufeinanderfolgender  Glieder 
r         r     log  r     ^w_         1  1 

log  r 

iog  (1  +  |) 

da  nun,    — <  1  sobald  r>  1,   so  hat  man   ver- 

log  r 

möge  der  Binomialformel  (§.  64] 

L     '       logr     -^  logr  L      logr     J^ 
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log(\  +  — 


W- . = ., 


Setzt  man!  1  -4 ; —   1  =  A,  so  findet  man,  wenn 

^     *        log  r     -^ 

[log  r  1 
r-  AI 
to^i+-)  J 

U^(14.»^J  \}og{r+^)-logr  \ 

DHlhin,  da  lim     — • LH ai    =  Aj,  so  muss  von 

Uog  (r-f-1)  —  /o^r       J 

einem  bestimmten  r  an,  A  <  ai  seyn, 

1  11 


aber 


i^k^^^^tmmmi^mmi^mm^ , 


(1  +  -^)    I  %  (1+^)1"'        (1+1)(1+A) 


+  ■     -     - 

log  r 

mithin      — ^— ^ 


Da  nun  die  Reihe  30)  convergirt,  sobald  m  >  1,  so  inuss  in 
diesem  Falle  auch  die  Reihe  25)  convergiren. 

Ist  dagegen  Ai  <  1 ,  so  folgt  ans 

[log  r  1 

; — ; t: ; «i     =  *i 
log  (r  +  1)  —  log  r     ^  J 

dass  von  einem  gewissen  r  an 

log  r  log  r 

mithin  -     ■  ■  >  . ; — ; — .   ,■.  .      In    der   diverfri^ 

renden  Reihe  29)  Ist  aber  ; — - — r    ,  .,   der  Quotient 

zweier  aufeinanderfolgender  Glieder,  also  muss  die  Reihe  25) 
divergiren. 


in 

70.  ! 

I 

I  

Nach  dem  Vorhergehenden  bleibt  mithin  die  Beschaffen- 
heit der  Reihe  25)  nur  dann  zweifelhaft  wenn  ki  =  1.  Je- 
4och  sieht  man,  dass   die  Reihe  auch  in  diesem  FaDe  diver- 

L  log  r 

giren  mass,  wenn  ; — ; — --4- ; «i     sich   zwar   unbe- 

log  (r+  1)  —  log  r 

grenz^  der  Einheit  nähert,  jedoch  von  einem  bestimmten  r  an 
immer  kleiner  als  diese  Grenze  bleibt,  weil  dann  noch  immer 

— --  grösser  als  der  entsprechende  Quotient  in  der  Reihe  29) 
int  Es  ist  daher  nuii  der  Fall  zu  betrachten,  wenn,  von  ei- 
nem gewissen  r  an ,  - — -- — -~ : — ^  a,  beständig  grösser 

,        '  log  (r  +  1)  -  log  r     "^  ** 

als  die  Einheit  bleibt,  sich  aber  diesem  Werthe  unbegreul 
nähert.  In  diesen^  Falle  kann  man  wieder  eine  Regel  geben, 
die  aber  ebenfalls  ihre  Ausnahme  hat.  Bev^or  wir  dieselbe 
aussprechen,  wollen  wir  jedoch  den  Satz  beweisen,  auf  wel- 
chem nicht  blos  diese  Regel,  sondern  auch  eine  ganze  Reihe 
Regeln,  durch  welche  sie  vervollständigt  wird,  beruht. 

'Man  set^e  log  log  p  =^  log^  p,  log  log  log  p  =:  iog^  p 
u.  s.  w.    Dies  vorausgesetzt  wird  die  Reihe 

2  logZ  log^2  log^2  ...  log      2   (log  2) 

l 

+ ""— — — }— —   -f-  .... 

3  log3  log^3  log^3  ...  log^  3    (to/S)"* 

convergiren  oder  divergiren,  je  nachdem  m  grösser 
oder  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist.. 

Wir  führen  den  Beweis  dieses  Satzes  indem  wir  nachwei- 
sen, dass  wenn  er  richtig  ist,  \fenn  man  p —  t. statt  p  ^etzt, 

er  auch  für  p  gelten  musa.  Die  Ausdrtcke  log  2,  log  3  u.s.w. 
können  allerdings  bis  zu  einer  bestimmten  jZahl  negativ  oder 
gar  Logarithmeil  negativer  Zahlen  seyh,  immer  aber  wird  man 

an  eine  Zahl  q  kommen  für  welche   log  q  positiv  ist,  und  um 

SO  mehr  log     q^  log     q  u.s.w.     Von  da  an  werde«  foiglick 
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alle  Glieder  der  Reihe  31)  positiv  seyn^  und  daher  ^werden  wir 
auch  immer  die  Reihe  31)    erst  von   diesem   Glied^   beginnen 

P  n 
lassen.     Man   wähle  eine  Zahl  n  so  gross,    dass  log  2    po- 
sitiv isttj 

fi 
Hebt  man  nun  aus  der  Reihe  31)  die  aus  2  Gliedern  be- 
stehende Gruppe 

32)        -^ — L ^ _^  j^ .... 

(2%1)  %(2*+l)  to^M2*+ ').-..[% Vi  l)f 

+ 


n+1  n+1  «+1        ,       p  n+1  m 

2         log  2  ^    log^  2        ...[log  2       ] 

heraus,  so  folgt  aus  dem  in  $.68  Gesagten,  d*aits  diese  Gruppe 
grösser  ist  als 

1                                 1  .    ^ 

-zr-  . ; r- r- —    d.   h.    grösscr    als 

log  2         log^  2       ...[hg  2  ^  ] 

1 

—  ,1»  ■ ■ ■'*■ 

2  («+1)  logZ  log[{n  4-  I)  %  2] ....  [log^\(H  +  1)  %  2)]" 

und  insofern  /oji'2  ein  iobteir  positiver  Bruch  ist,  also  f^  logt, 
so  ist  diese  Gruppe  um  so  mehr  g^rösser  als 

1 


'   ■  Hl 


2  (2n  +  2)  hg  (2»  +  2) . . . .  {hg^^[2n  +  2)]* 

Setzen  wir  nun  allmftlich  in  32)  für  »  die  Werthe  t,  t  -|-  1, 
g  Y  2^  .  .  .  .  und  2'  =  /  so  folgt,  wenn  man  die  so  erhal- 
tene Gruppe  addirt, 

4 

I 

33) ^ 

(/  +  1)  %{/+!)  %»(/  +  !)...[%  (/+!)]" 

{/  +  ^  %  (/  +  2)  to^»  (/  +  2). . .  -I-  {log\l  +  2)f 
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+ 


^      1(2«  +  2)  log  (2«+2) ....  [log^^^Z« + 2)] 

1 


(2»  +  4)  hg  (2«  +  4) . . .  [log'^^  (2»+  4)] 


J 


Wäre  nun   die  letztere  in  Klammern  stehende  Reihe,   oder, 
was  dasselbe  sagt,  die  Reihe 

34)  ZT^+ -rn;+--- 

2  log2  logn...{log      2)         i  log  A  logH....{log     4) 
convergent,  so  mttsste  dies  um  so  mehr  bei  der  Reihe 

1  + 

+ r-7-z  +  -..- 


3logShg^3...(log     3)  blogblog^5,.,{log     5) 

der  Fall  seyn ,  da  jedes  Glied  der  letzteren  Reihe  kleiner  ist, 
als  das  entsprechende  der  vorhergehenden  Reihe.  Es  niösste 
also  auch,  wenn  man  diese  zwei  Reihen  addirt,  eine  conver** 
girende  Reihe  entstehen.    Dies  wäre  aber  die  Reihe 

35)     . ~rm"^ Tm  "'"••• 

2 iogZ logn...[hg^  2*       3 log 3 log^ 3 ... [iog^  3)"* 

welche  man  aas  31)  erhält,  indem  man  p—\  statt  p  setzt. 
Ist  also  im  Gegentbeil,  wenn  m^l)  die  Reihe  35)  divergent, 
so  muss  auch  34)  divergent  seyn,  folglich  auch  33)  und",  was 
dasselbe  sagt,  die  Reihe  31). 

Andererseits    ist    die    betrachtete    Gruppe    kleiner    als 

— ' ^ : — —  ,  umso  mehr 

(2*+!)  log[2^+\]  to^M2«  +  l)...Cto/(2Vl)r 

kleiner  als -^ d.  h.    kleiner    als 

n  A  p  n  m 

log2   log^2  ...[to/2  ]. 

1 

.    Setzt  man  wieder  für 

n  log  2  log  [n  log  2) . . .  {log      [n  log  2)] 

n  allmälicb  die  Werthe  «,  *  +  1,  . ..  und  2«  »  /,  so  folgt 


33) 
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1 


{/+  1)  log (/+ 1)  %» (/ -I- 1) . ..[%^ (/  +  1)]* 

_j _  -f  .  .  . 

(/  +  2)  %(/+2)  toi^«(/+2)-[%  {'+2)1 
1    r  1 


%2  „,      „    1^1 


log  2)...  [log      {$  log  2)] 

+    1 : ;;  +..•] 

{*+  1)  &»</((»  +  1)  log  2) . .".  [log'^  ((.  +  1)  log  2)f  J 

Bei  dieser^  letzteren  in  Klamoiern  siekenden  .Reibe ,  pder,  wa^ 
dasselbe  sagt,  bei  der  Reihe  . 

36) ? r— j ;; 

2  log  (2  log  2)  log^  [2  log  2)...  [log^  (2  log  2)]"*. 

1 

-[-  ■  — • — — — —     _|-  ,  ,  , 

3  log  (3  log  2)  %»  (3  %  2) . . .  [to/"    (3  log  2)]"* 
ist  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder 

r  .  log  (r  fog  2)  [    log^^  [r  log  2)      1** 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  offenbar  kleiner  als 


log  r  log 


*^  r  j     %     r       j 


Denn  man  set^e  to^'  r=.a\  log  (1  +:— )  =-A,  so  ist  %(r+l) 

SS  fl  +  A,  ferner  sey  log  [rtog%)  ==»6  so  ist  ft>^((r+l)  to^f  *) 
r=  6  *^  A,  nun  ist  to^  2  etfi  ftchter  Bruch,   also  6<  o  und 

?±*  <  *-t*  d.  h. 

a  0 

/o^  r  /o^  (r  %  2) 

Setzt  man  %  (r  f  1)  =  y  % r,  %  ({r4 1 )  log  2)  =  y'  %  (r  %  2), 


00  ist  mithin  g  <  g.  Zog^eioh  sind  g  ond  g'  grösser  als  die 
Einheit,  also  ihre  Logarithmen  positiv.  Man  hat  aber  &>^^(r+ 1) 
=  %«  r^logg\  hg^  ((r-f-l)%2)  =  ^g^(rhg2)  +  hg g'  also 

lo9^(r+^_^       log  9,    lo9H[r-\-\)  log 2)  logg' 

iog^  r  "^  log^  r'         log^ (r  log 2)  "^  %2  (^  fe^ 2) 

nun  ist  log  g  <  log  g   und  %«  r  >  log^  (r  A»^  2)  mithin 

log  g  log  g 


log^r    ^   log^{rlog2) 
biso  auch 

t  log*  (r+1)  foy^  ((r  +  l)foy2) 

to^*  r        ^       %«  (r  &^  2] 
Fährt  man  auf  dieselbe  Weise  fort,  so  findet  man  überhaupt 

log\r+l)        to/((r+l)  log  2) 

log    r  log  (r  log  2) 

oder  umgekehrt 

k  k 

log   r  log  [r  log  2) 


to/(r+l)        log\[r+l)  log  2) 


Nun  ist 


log  r  log^  r  l      log 


•• 


1^1 


der  Quotient  der  zwei  aufeinanderfolgenden  Glieder 
l  1 


r logrtog^r..4log^^r)'    [r-^\]log[r+\) to^«(r+l)...(%'^ •(r+ 1))* 

der  Reihe  35).  Ist  also  diese  Reihe  convergent  wenn  m  >  1, 
so  itiass  auch  die  Reibe  36)  folglich  auch  die  Reihe  3'3]  und 
milbig  die  Reibe  31)  cQn?ergirea. 

Seiet  man  aber  in  31)  für  p  den  Werth  l,  so  erbUlt  man 
die  Reihe  30)  von  welcher  wir  schon  bewiesen  haben ,  dass 
sie  divergirt  wenn  m^\  und  convergirt  wenn  m>l,  also 
muss  auch,  unter  denselbei;  Verhältnissen,  die  Reihe  31)  di- 
vergiren  oder  convergiren  wenn  jnan  p=±=2  setzt,  und  über- 
haupt wenn  p  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 
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71. 

Wir  hatten  vorausge^tzt  dass  -^3*-  =  — — 

L  r  . 

und  zugleich  lim  1- — ; — -X — ..  ^  |  _  i    iedoch  von 

Uog  (r-f-P)  —  logr     *J  '  ^  .): 

einem  gewissen  r  an,  - —         ^ -— — crj  beständig  grösser 

als  die  Einheit  bleibt ,  also  1  4-  «i  >        .      '      .     In  diesem 

log  r 

Falle  setze  naa  =  z ~ — — ■ — ;  ist 

"'  (1  +  -)  toff  (r  +  1)  ,    ., 

— -(,1+«J    , 


I  '     "       I 


log  r 


nun  Um     ; — ^.,    ^  ., ; — r—  «,,    t=  *",   so  wird  die  Rei- 

llog^ir-^l)  —  log'^r     "J  ' 

he  25)  convergiren  oder  diver^iren^  j^  nachdie^  ^'  um 

ein  Angebbares  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Im  ersten  Falle  sey  m  >  1  und  zugleich  m  <  ltr\  .  In  der 
Reihe,  welche  man  aus  31}  erhält,  wenn  man  p  =.2  set/t, 
nemlich 

^^^       Vhfr[log''  2)"»  "^  3  %  3  (%2  3)«  +  *  '  '  ' 
ist  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder 

1 

"  +  71'°'"-+"  A.«  (■■+  if 

1  . 


(1  +  ~]  log  (f+1) 

I 

4  g.    Tif   p^  Ip.i    ■   ■    I    ■   .  I   ■   ■   I    II      ■    »  4 


■  *  «j         ■  ■  r    ^fci 


L     "^  /oo«  r  J 


^  r  L  log' 

Insofern    nun,    sobald    man    r    gross     genug     nimmt, 

to^*r  ^        '  L  ^  to^«r  J 


12B 

= .  + -ä,  (??£!m^ii?^)  + . . . . 

1  A —        /  ^ — I  — 1=A setzt,  so 

fo'gt  '«"  \.  ,,  ,fy  ,  T-  *!»=-•»=«•<*"  und 
daher,    von    einem   bestimmten   r  an»  h  <.  a^^   mithin       ' 

d.  h.  kleiner  als  der  entsprechende  Quotient  zweier  aufein- 
anderfblgender  Glieder  in  der  Reihe  37).  Da  nun  diese  Reihe 
convergirt  wenn  m  >  1  s<|  muss  auch  die  Reihe  25)  conver- 
giren.    Ist  dagegen  ft''<  1  so  muss  von  einem  gewissen  ran, 

a     <  — ; — —  seyn,  also 


''^  (1  +   1)  ^9[r+\)  ^  %i(^+i) 

r         log  r      *       log^  r 

d.  h.  ist  grösser  als  der  Quotient  der  zwei  aufeinander- 


^r 


folgenden  Glieder 

1  1 


rlogrlog^r'    (r  + 1)  %(r4- l)  toy«(r+ 1) 
in  der  divergirenden  Reihe 

^  2  %  2  to^«  2  ^  •  •  • 

die  man  aus  31)  erhält,  wenn  man  p=  2,  ifi  =  l  setzt^  mit- 
hin muss  auch  die  Reibe  25)  divergiren. 

f 

Aus  demselben  Grunde  musf  die  Reihe  auch  noch  diver- 
giren/wenn  zwar  i"=l,   aber   von   einem  bestimmten  ran, 

«.  <  log^{r-{'l)—log'ir  ^^^^^^      ^.^  bisherigen  Regeln  las- 

if 

sen  also  die  Beschaffenheit    der  Reihe    nur  dann   unbestimmt^ 


It9 

wenn  **  =  1   und  zugleich  a  >     ^  ^     ,   '  ^— .      Es 

log*  r 

ist  aber  aus  dem  Vorhergehenden  leicht   zu   sehen   wie  sich 

diese  Regeln  nun  weiter  fortsetzen  lassen   und   es  soll  daher 

sogleich  das  Allgemeine  ausgesprochen  werden. 

Man    habe    allmälich   für  ^^    die   Ausdrücke    , — ; —  , 

1  1 


r  r  logr 


1 


1 


log      r 


gesetzt,  indem  zugleich 


lim  (ra)  =s  1  a  > 


r 


Uo^(r-|-l)   -  /ogrr     J  '  log  r 

log^  r  "I  log'^[r'\-\)—1og^  r 


r      r  '^^     ^  1         1 


«.. 


%«r 


^r l09_r ^      I     j    ^         log     Kl)-%    _r 

I        «-1  «-1       fi-1  I  ,|.i  n-l 

^log      (r+1)—- toy     r        J  log      r 

so  wird  die  Beschaffenheit  der  Reihe  zweifelhaft  seyn. 

Man  setze  nun 
t)r+i  1 


fi-i 


9 


ISO 


,,  [—^^ — ^  «.J  = 


Ist     lim  I  — «« I  =  'n 

•to/(r+l)  —  to/r 

so  wird  die  Reihe  convergiren,  wenn  *^um  ein  Angebba- 
res grösser  als  die  Einheil  ist,  sie  wird  dagegen  diver- 
giren,  wenn  entweder*^  um   ein   Angebbares    kleiner    als 

die  Einheit  ist,  oder  wenn  k^  der  Einheit  gleich  ist,  jedoch 

^  /ö/(r+l)  — to^  r 
zugleich  von  einem  gewissen  r  an,   a^ 


n 

logr 


n  n 


bleibt.    Ist  dagegen  «^  >    ^^    '  "~ ^^  ^^  ^^^^^  ^^® 

log  r 
Beschaffenheit  der  Reihe  zweifelhaft.     Man  sieht  wie  hierdurch 
die  Bemerkung  in  §.  50  bestätigt  wird. 

72. 

Die  vorhergehenden  Regeln'sind  besonders  dann  mit  Mutzen 

anzuwenden,  wenn  der  Quotient  — "t-  sich   auf  eine  einfache 

Weise  ausdrücken  lässt  Ist  dies  nicht  der  Fall  so  kanq  die 
Reihe  26),  auf  welcher  die  vorhergehenden  Regeln  beruhen, 
dazu  benutzt  werden,  andere  Regeln  daraus  abzuleiten,  deren 
Anwendung  vorzüglich  dann  von  Erfolg Jst,  wenn  ein  einfa- 
cher Zusammenhang  zwischen  dem  rten  Gliede  der  Reihe  und 
der  Zahl  r  selbst  statt  findet. 

Man  hat  nemlich  folgenden  Satz: 

Wenn    in  der  Reihe  25)  das  allgemeine  Glied  o^  ^^  b^~ 

schaffen  ist,  dass  Or  <  rm»^^  *  irgend    einen    bestimmten 

Ar 

Werth  bedeutet,  und  es  ist  zugleich  f»P>  1,    so   convergirt 

die  Reihe,  ist  dagegen  Vr  >  t —  und  w'<l,  so  divergirt 

Ar"*  j 

die  Reibe. 

Im  ersten  Falle  hat  man  nemlich 
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1  1 

Nun  convergirt  die  Reihe h  ^ — --—   f  ...  »obaldiw>  I, 

mithin  auch  die  Reibe  t)^  4-  i^r-fi  4~  «^  •  • 
Im  zweiten  Falle  ist 

^  ,  A     [r*  ^  (r+l)"»    ^  J 

aber  —  -f  — jr|  +  •  •  •  divergirt,  wenn  m'^ly  umsomehr 

die  Reihe  v^.  -\-  ©r+i  +  .  .  . 
Soll  z.  B.  die  Reihe 

38)  1  +  A  +  A--+T+i+-- 

2^        3*  J^-i 

untersucht     werden,     so     ist    hier    das     allgemeine    Glied 
1  1 

•±i  i 

Da  r  eine  ganze  ppsitive  Zahl  ist,  so  hat  man  (§.  56) 

0  18  r 

2**  =  '■»  +  ';©  +  »"S  ...  +  '•» 
wobei  zu  bemerken,   dass  alle   hier  vorkiomroenden  Binomial- 
coefficienten  positive  (ganze)  Zahlen  sind.     Schreibt  man  diese 
Gleichung  in  der  Fojrm  ^ 

2r=  1  +  r  +  ^^^  +  .  .  . 

so  .ergiebt  sich  daraus  sofort 

r  =  a»-  ~  (1  +  **  ^[  ~  h  +  . .  0 

1 
d.  h.  r  <  2'-;  r^   <  2 

mithin  «'r   ^  ;r 

i    2r 

Setzt  man  also  A  ==  2,  m  ==  1  ^  so  ist  ©r  >  7-^,  folg- 
lich divergirt  die  Reihe. 


1S2 


B«*!  der  Reihe 


wo  1»  und  p  positive  Zahlen  bedeuten,  ist 

^  1 

._        r t 

Nun  ist  (1 )         jedenfalls  nicht  grösser  ate  die  Einheit, 

mithin  d,.  nicht  kleiner  als  -—. 

Ist  nun  m  <  1 ,  so  ist  die  Reihe 

1+1+1     + 1 + 

divergent,  folglich  auch  die  Reihe  39). 

Ist  m  >  1 ,  SO  ist  jedenfalls  (1 )         >V;r/        >   ^^"^ 

r  i& 

bald  r  >2  ist,   mithin  o^  < 


^      «  /  1  Nm+i» 

(1  nM^I»  1 

r~  J        =  A  SO  ist  f>r  <  T-ü ,    während 

m  >  1 ,  folglich  convergirt  die  Reihe  39), 

Man  kann  den  vorhergebenden  Satz  noch  in  einer  ande- 
ren Form  ausdrücken,   wenn    man   die  Logarithmen  zu  Hülfe 

1 

nimmt.  Man  setze  nomlich  A  =  i  ,  also  Ar  =:  A**  wo  it 
ebenso  wie  A  eine  bestimmte  positive  Zahl  bedeutet«  Nun  con- 
vergirt   oder  divergirt  die   Reihe,   je   nachdem    D,.  < 

*   r 

und  zugleich  m  >  1 ,  oder  e,    >  und  m  "<  I .     Im  er- 

fli    III 

*  r 

1mm  1  'öfl'nr 

sten  Falle  ist  --  >  *  r  ,  also  %  -r  >  %(*^rd.  b.- — .^>iii. 

^r  ti'  "^    *         log(kr)^    ' 
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log—- 

im  zweiten  Falle  ist  dagegen  ; — ttt  <   »». 

log[kr) 

\log  ^1 

Setzt  man  nun  lim  |  - — ---;  1  =?  tt?  so  kann  man  sagen : 

llog  (*r)J 

Die  Reibe  25)  wird  convergiren  oder   divergiren  je  nachdem 

w  um  ein  Angebbares  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 


73. 

Dieser  Satz  Ifisst  die  Beschaffenheit  der  Reihe  zweifelhaft, 
wenn  tr  =  1,   d,  h.  wenn  ©^  sich  unbegrenzt  dem  Werthe 

~-  nähert.  Offenbar  wird  jedoch  auch  in  diesem  Falle  die 
Ar 

Reihe    divergiren,   wenn  €|.   beständig  grösser  j-  bleibt;    ist 

Ar 

dagegen  v,.  <  —  so  kann    man   in  ähnlicher  Weise,   wie  es 

früher  bei  dem  in  $.  62  bewiesenen  Satze  geschah,  auch  hier 
eine  Reihe  ergänzender  Regeln  geben,  die  aber  immer  wie- 
der einen  Ausnahmefall,  in  welchem  die  Beschaffenheit  der 
Reihe  unbestimmt  bleibt,  übrig  lassen.  Auch  hier  dient  die 
Eigenschaft  der  Reihe  31],  dass  sie  convergirt  oder  divergirt, 
je  nachdem  m  grösser  oder  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist, 
als  Grundlage. 

Ist  nemlich  tf.  <    r-,   so   wird   die   Reihe    convergiren, 

wenn  ©r  < und    m  >   1,    sie  wird   divergiren, 

Ar  (log  r) 

wenn  p^  l>  und  zugleich  m  "<  L 

Ar  (log  r) 

Denn  im  ersten  Falle   ist  v^  +  «'r+i  +.. 

<   T(—-+  ' =  +  •••) 

r(4>(ri-)  (r  +  I)  {log[r  +  I)) 
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wahrend 1 -|-  .  .  .    con- 

rilogr)"        (r  +  1)  (%  (r+  1))"* 
vergirt  (§.  68).    Im  zweiten  Falle  ist 

r{logr)         {»'+1)  {%(r+l))" 

Während ( +  • . .  divergirt. 

r[logr)^        (r+1)  (%(r  +  1))"* 

Setzt  man  wieder  A  =  A**  so  kann  man  auch  sagen,  die 
Reihe    25)    convergirt     oder     divergirt  je  nachdem ,    wenn 

001  I 1  =s  vf  gesetzt  wird,  u>'  um  ein  Angebba- 


log[kr^logr] 
res  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Die  Beschaffenheit  der  Reihe  bleibt  also  zweifelhaft,  wenn 

man  nur  weiss  dass  t?«  <  r — ; —  oder  le'  ==  1.     lo  diesem 

^        hr  log  r 

Falle  vergleicht  man  ©,.  mit welches  das  all- 

r  log  r  [log^r) 
gemeine  Glied  der  Reihe 


2log2(log^2)  3  log  3  (%«  3) 

ist,  und  findet  demgemftss,  dass  die  Reihe  25]  convergirt  oder 

divergirt,  je  nachdem  i?,.  <   und  m   >    1, 

«  ***        - 

hr  log  r  [log^  r) 

1  

oder  «y   >  und  m   <  1,   oder   auch  wenn 

hr  log  r  (hg^r) 

r        %  -  1 

man  Um  1 — - — 1  =  102  setzt,  je  nachdem  ir^ 


\log[hf^[logrY'log^r)  \ 

um  ein  Angebbares  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist. 


J 
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Man  fleht    niin   wie  sich   diese  Regeln   weiter  fortsetzen 
lassen. 

74. 

Man  kann  übrigens  dieselben  Regeln  auch  in  einer  ande« 
ren  Form  darstellen. 

Es  wird  nemlich^  wie  oben  bewiesen  wurde ,   die  Reihe 

convergiren    oder   divergiren,   je  nachdem   ©,.    <    und 

hr 

m  >  1  oder  t?^   >  undm  <  d.h.  je  nachdem  n>^<  - 


Ar  hr 

1 
und  m — 1  positiv,  oder  rt>r>^  und  m — 1    negativ. 

Ar 
Setzt  man  h^ssf     ,  so  folgt  also,   dass  die  Reihe  convergirt 

l-m 

oder  divergirt,  je  nachdem  ir,.  <  {fr]        und  1  —  m  nega- 

tiv    oder  rvr>  {fr)         und  1— -m  positiv.     ♦Also,  wenn 

Um  j         -—  I  ==  «1    so  convergirt   oder  divergirt  die  Reihe, 

je  nachdem  Ui  negativ  oder  positiv  ist.  Die  BescbaiTenheit 
der  Reihe  bleibt  zweifelhaft  wenn  »1=  0. 

Es  wurde  ferner  bewiesen,  dass  die  Reihe  convergirt  oder 

1 

divergirt,  je  nachdem  Vr   < und  m  >  1 ,  oder 

tu 

hr  (hg  r] 

u^  > und  m  <  l ,    also  mit  Beibehaltung  der  obi- 

Ar  [log  r) 

l-m 

gen  Bezeichnung,  je  nachdem  r  logr^tp  <  {f  logr)  und 
1  — Hl  negativ,  oder  r  log  r.Vr  ->  {flog  r)  "      und   1  —  m 

positiv.      Setzt  man  also  Am  I  .      ,^  .    '  -^    =3  na  so  con- 

L  log  (f  log  r)J 

vergirt  •  oder  divergirt  die  Reihe,  je  nachdem  *  %  negativ 
oder  positiv  ist.  Setzt  man  diese  Betrachtungeu  fort,  so 
sieht  man  dass  sich  die  allgemeine  Regel,  wie  folgt,  ausspre« 
chen  lässt: 
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Es  sey   hm    — =  u^  ) 

L  log  (f  hg      r)  J 

und  zugleich  «i  =  0,  «^  =  0  .  .  .  «n-i  =  0,  so  wird  die 
Reihe  €onvergiren  oder  divergiren,  je  nachdem  u^  negaÜT 
oder  positiv  ist. 

Die  vorhergehenden  Regeln  von  Anfang  des  §.  72  an 
würden  alle  .einfacher  lauten ,  wenn  man  A=  1  setzte.  Dann 
wäre  auch  /*=  1  und  die  letzte  allgemeine  Regel  lautete  dann: 

Wenn  hm  1  — ^-^ — ~  j  =  «  *•)  und  es 

L  log    r  J  * 

ist  zugleich  «i,  %  .  .  .  u^^^  Null,  so  wird  die  Reihe  conver* 

giren  oder  divergiren,  je  nachdem  u^  negativ  oder  positiv  ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  wird  aber  häufig  die  Beschaf- 
fenheit der  Reihen  nicht  so  rasch  erkannt,  als  bei  der  im  Vor- 
hergehenden angewandten  Form  der  Regeln.  Hätte  man  z.  B. 
den  in  §.  72  bewiesenen  Satz  so  ausgedrückt:  die  Reihe  con- 

vergirt  wenn  ©^  <   —  und  zugleich  m  >  1,  dfvergirt  wenn 

©^  >  —  und  m  ^  1 ,  so  hätte  man  vermöge  desselben  die 
Beschaffenheit  der  Reihe  38)    nicht  bestimmen  können,    da  in 

diesem  Falle  v^  = <   —  ist. 

r.r7 


*)  Ist  n  =  1  80  bedeutet  /o^r  den  Werth  r  selbsi 
**)  Man  darf  auch  noch  n  =  0  setzen.    Denn  da  h^r  =  r  so  ist 

Uq  =  Rm,  I  — — -  I   =  lim  1  — ^L^  1      In  der  That  folgt  aber  aus  dem 
L%OrJ  l     r    ] 

Schluss  des  §.  47,  dass  die  Reihe  conirergirt  oder  diTergirt  je  nach- 
dem Uq  negatiT  oder  positiy  ist     )st  nemlich  «r  <  ^'*   ti>^d  zugletok 

r  <  1,  so  ist     ^    ^  <    log  x,  aber,  da  ar  <  1,  log  »  negativ»    dann 

r 

convergirt  die  Reihe ;  ist  v^  >  xf  und  a?  >  1 ,  so  ist     ^  ^^   >  log  x, 

r 

aber,  da  a;  >  i  ^  log  x  positiv,  dann  divergirt  die  Reibe. 


IST 

75. 

Man  bemerke  noch  folgende  Regel  ^  durch  welche  sich 
hfinfig  erkennen  läsät,  dass  eine  Reihe  mit  nur  positiren  Glie- 
dern diver girt.  Wenn  das  allgemeine  Glied  eine  selche 
Reihe  f>r  ist,  und  man  setzt  lim  (rVf)  =A,  so  wird  die  Reihe 
divergiren,  sobald  h  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat. 
Wäre  die  Reihe  eine  convergirende ,  so  hätte  man  (§.  43) 

lim   (f?r+l  +   f3r+2  +   .   .   .  +  ©2r)   =   0 

Da  aber  die  Glieder,  iasofern  die  Reihe  convergiren  soU,  üIk 
nehmen  müssen,  so  hätte  man 

nunjst,  nach  der  Vorausset2(ung ,  2r  .  V2r  einem  von  Nu)l 
verschiedenen  Werthe  gleich,  also  bann  re^r  ^^^^^  ^uU  seyn 
und  noch  weniger  Ihn  (t?r+i  +  ©r+a  •  •  •  +  «'Sr). 

So  muss  z.  B.  dje  Reihe  1  +  v  4*  "o  4"  •  •  •>  deren 
Divergenz  schon  frfthpr  nachgewiesen  wurde  (§45),  auch  des- 
wegen divergiren,  weil  hier  ru,.  =  r  .  —  =  1  ist. 

r 

Man  darf  aber  diese  Regel  nicht  umkehren.  Es  kann  nem- 
lich  seyn  dass  lim  (rtv)  =  0  und  die  Reihe  dennoch  diver- 
girt.  Denn  wenn  auch  in  diesem  Falle ,  wenn  die  Glieder  ab- 
nehmen, Or-fi  -{-  Vr^i  .  .  .  -^  f?2r  <  rvr+1  und  umsomehr 
*<  rVr  ist,  also  der  Werth  dieser  aus  r  Gliedern  bestehenden 
Gruppe  sich  unbegrenzt  der  Null  nähert,  so  kann  doch  die 
unendliche  Reihe,  insofern  sie  aus  unzählig  vielen  solcher  Grup- 
pen besteht,  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen.  Ein  Beispiel 
dieser  Art  bietet  die  Reihe 

"T     n~7Z      o   +    •    •    •    • 


2  loff  2     '     3  log  3 
deren  Divergenz  früher  (§.  68)  bewiesen  worden  ist ;  denn  hier 

ist  rv^  = was  sich,  mit  waehsendem  r,  unbegrenzt  der 

Null  nähert. 

76. 
Man  kann  sogar  noch  aUgemeiqer  beweisen,  dass  es  über- 
haupt keine  irgendwie  aus  r  zusammengesetzte  Grösse,   wir 
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wollen  sie  durch  ig.  bezeichnen,  geben  kann,  die  so  beschaf- 
fen isl,  dass  eine  Reihe ,  mit  nur  positiven  Gliedern,  conver- 
girl  oder  divergirt,  je  nachdem  lim  [tp  .  i?^]  ::^  0  oder 
Um[tp.i^rl  ^  0  ist«  Wftre  dies  nemlicb  der  Fall,  so  mfisste, 
nach  dieser  Voraussetzung  die  Reihe 

1  1 

40)  T  +  T  + 

divergiren,  da  hier  i?^  =r  •--  und  mithin  1^  i?^  £=  1  wäre. 
Demnach  müsste  die  Reihe 

41)   r-H —+...+  —- PT+- 

oonvergiren,    da  lim   [ir  e, 


g  ^  Hm  j-y— 3 -—-1 


=    -r-  =  0  wäre. 

CO 

Andererseits  kann  man  aber  beweisen  dass  die  Reihe  41) 
divergiren  muss,  sobald  die  Reihe  40]  divergirt. 

Da  lim  (Jr  Vr)  in  keinem  Falle  negativ  werden  soll,  so  ist 
jedenfalls   /,.  eine   positive  Grösse.     Mun  betrachte   man   eine 

Reihe 

Ui  -)-  112  "T"  •  •  •   4"  ttf  ^*  •  •  •  • 

die  nur  positive  Glieder  enthalten  soll,  so  hat  man 
also  auch 

«1   +  %  •••   +  «r  +  «H-l   =  (•*!   +  ^2"*  +  ttr-l) 

(1  +  ^ "^ )  (1  + ür+i .) 

^      ^   «1  +Il2...  +  tlr-l  «1  +112  4-*+«r 

U.   8.   W. 

und,  wenn  man 


»1  4"  «2  •  •  •  +  •*»'-i 

setzt,  so  ist  mithin 

/i     L  I.  N         «1  +  «2>>>  +  «r 

(1    4-  kr)  =  i i 
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42)  (1+*.)  (i'+*r+i)-=  '^_r^+-  "j-"-+^  +••' 

_   j     ,     tir   +   Kffl   +   .    .   .   . 
«1    +   »2  •  •  •  +  «'r-l 

Wenn  man  aber  m  Ausdrücke  von  der  Form  Gq  -f-  aiX\ 
6q  +  &]X  U.S.W,  mit  einander  multipiictrt,  so  hat  man  nach 
§.  23  und  §.53 

m 

WO  '^r  die  Variationen  der  mten  Klasse  zur  Summe  r,  gebil- 
det aus  den  Elementenreihen 

flo>.<h 

*o,  *i 

u.  s.  w. 

bedeutet.  Die  Anfangselemente  jeder  Reihe ,  welche  den  In- 
dex Null  haben,  wie  Aq,  6o>  •••  tragen  also  Nichts  zur  Summe 
r  bei,  die  vielmehr  nur  aus  den  Elementen,  welche  den  In- 
dex 1  haben,  gebildet  wird.     Setzt  man  daher  diese  letzteren 

m 

Elemente  alte  einander  gleich,  so  kann  man  TF einfacher  aus- 
drücken. Die  Summe  r  wird  nemlich  dann  durch  r  malige 
Wiederholung  des  Elements  Oj  gebildet,  d.h.  jedes  der  Glie- 

m  r 

der,  aus  welchen  ''F  besteht,  enthält  den  Faktor  a^;  die  übri- 
gen m — r  Faktoren  müssen  Zusammenstellungen  von  je  m — r 
der  m  Elemente  ^oy  ^o>  '  •  -  seyn,  und  zwar  müssen  noth- 
wendig  alle  Zusammenstellungen  zu  m-^r^  welche  sich  aus 
diesen  Elementen  bilden  lassen,   ohne  dass  ein  Element  wie- 

m  'IM 

derholt  vorkommt ,  in  ^Y  enthalten  seyn.    Man  erhält  atsö  ''F, 

r 

ihdem  man  a^  mit  allen  Combinationen  ohne  Wiederbo^ 
lung  zur  Klasse  m-^r^  gebildet  ans  den  Elementen  Oq,  fr^v  ••• 
multiplicirt  (wobei,  wie  sich  von  selbst  versteht«  'die  in  jeder' 
Form  enthaltenen  Elemente  durch  Multiplication,  und  die<eiii^ 
zelnen  Formen  durch  Addition  verbundi3n  sind).      Beeeichnet 
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m  r 

man  diese  Combinationen  durch  C  so  ist  mithin  '*F=:ai  C 
und 

Setzt  man  Hio;  ==  1 ,  so  geht  diese  Formd  in 

44)  (1+ao)  (\  +  bo)....  =  l  +  C'  +  C'...+  C...  +  C'  +  C' 
über.    Man  setze  nun  aQS=:kr'y  bo-=:kr+x  u. s.w.  so  bat  man 

1  2 

45)  (l+*r)  (I+*r+l)  ....  =   l+C'+C'  +   

n 

WO  nun  C  die  Combinationen  der  nten  Classe   ohne  Wieder- 
holung gebildet  aus  den  Elementen  kr,  ikr-fi*..  bezeichnet. 
Ferner  ist  nach  $.  56 

n 

(üQ  +  ^1  ^  +  ^2^*  .  .  .  .)   =5  Aj.af 
sobald  ao+  ^1^  +  •  *  •}  &QC^  wenn  man  alle  Glieder  posi- 

n 

tiv  nimmt ^  eine  convergirende  Reihe  ist,  wo  nun  Ar  ^^^Cp 
($.  30  Form.  3)  ist.  Setzt  man  also  x  =  1  und  auch  wieder 
00^=  krj  ^1  =^kr+i ....  so  hat  man,  sobald  die  Reihe 

deren  Glieder  sämmtlich   positiv  sind,  eine  convergirende  ist, 

n  n 

[kr  +  kr+1   +   ....)  =  S  "^Cp 

WO  nun  kf,  das  nullte,  ftr-fi  das  erste  Element u. s. w.  ist,  und 

n 

S  ^Cp  die  Summe  der  sämmtlichen  Combinationen  mit  unbe- 
schränkter Wiederholung  der  nten  Klasse  aus  den  Elemen- 
ten k^,  kr+i  .  .  .  M  jede  Combination  mit  der  dazu  gehören- 
den Permutationszahl  multiplicirt,  bedeutet.     Nun  ist  ofTenbar 

n  'n 

2  rCp    ^   C 

da ,  bei  positiven  Elementen,  auch  wenn  man  die  Permutations- 
zahl unberücksichtigt  lässt,  schon  die  Summe  der  Combinatio- 
nen mit  Wiederholang  einer  gewissen  Kiaas«  mehr  betrflgt 
als  die  Somme  der  aus  denselben  Elementen  gebildeten  Com- 
binationen ohneWiederhoIung  derselben  Klasse,  die  erste  Klasse 
ausgenommen,  welche  in  beiden  Fällen  die  Summe  der  Ele^ 
menle  ist.    Demnach  ist  also 
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1 

C   =  *^   +    *r+l    +   .  .   . 

C  <    [k,  +  *.+i   +  ...)' 
3 
C   <  (*r+  *r+l    +    ...)' 

u.  s.  w. 
und  folglich 

0  +  *r)  (*r+l)....<  1  +(*r+  *r+l  +...)  +  (»r  +  tr+l  +  •••)* 

■      +   (*r+*^+l  +...)'  +   .  .   .   . 

Da  aber  die  Reihe  *r  +  *r+i  +  ...  coiivergiren  soll,  so  kann 
man  r  immer  einen  so  grossen,,  obgleich  endlichen/W^rth 
geben,  dass  der  Werlh  dieser  Reihe  Weiner  als  die  Einheit 
isl.     Nennt  man  diesen  Werth  o?,'  so  hat  man  demnach. 

(1  +*r)(l  +  *r+ !)....<  1  -ha?  +  a?2+aj54  _  d.h.<r (vgl.$.47) 

CS  müsste  also  dieses  Produkt  einen  endlichen  Werth  haben: 
Nach   Formel  42)    müsste   also  auch    ^r  H- «r-f^i  +....   ^.^.^^ 

endlichen  Werth  haben.  Da  nun  r  ein  endlicher  Werth  ist, 
also  auch  «i  -h  1*2  •  •  .  +  «r-i  so  müsste  demnach  die  Reihe 

«r  +  «r+i  +  .  .  . 
einen  endlichen  Werth  haben.     Ist  mithin   diese  Reihe   diver- 
gent, so  muss  auch  das  Produkt  (1  +*,.)  (1  -f  *r+i)  ...  übei< 
alle  Grenzen  wachsen  und  mithin  kann  die  Reihe  *,.-f-*r+i... 
nicht  cönvergiren. 

— 

Setzt   man  nun  t«^  =  —   also  kr  =^ -. =— ^ =- 

''•  JL4.  -L     '     4.  _L 

_  ^         1 

—  1" j = —  dann  istÄi  +  Ä2  +  ...  nichts  an- 

deres  als  die  Reihe  41)  während  «i  +  112  -f-  .  .  .  die  Reihe 
40)  ist.  Es  ist  mithin  nachgewiesen,  dass  die  Reihe  41)  zu- 
gleich mit  der  Reihe  40)  di?ergiren  muss*). 

*)  Man  yergl^jehe  Note  MI. 
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Siebentes   Kapitel. 

Die    Eiponeiitialgrösseii    mit    reeiieii    RxpMenteii   and 

die  reellen  Lugarithneii. 


77. 

.  W^on  r^eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  x  eine  posi- 
tive oder  negative  Zahl,  welche,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zei- 
eheo,  kleiner  als  r  ist,  so  hat  man,  vermöge  des  binomischen 
L^satzes, 

n  a.  *r      1  -L*^  -u  ^^^'^'^  r^\  r(r— l)(r— 2) ....  1  .x.r 

Dt  aber 

r(r-l)  =  r*(l--l);  r(r-l)  (r-2)  »  r' (1  -  1)  (1  -■?-.) 

r  fr 

u.  s.  w.  so  hat  man  auch 

1  1  2  r^l 

(!  +  _,==  1  +  .  +  ^-.»  +  ...+       1,,.,    ,— ^ 

Nun  ist  allerdings,  wenn  k  eine,  endliche  Zahl  ist  und  r  un- 

*                                          1 
begrenzt  wjcbst,  Hm  (1  —  — )  *=  1  mithin  lim  (1 )  =  i, 

'  '    '^'      i" 

/im  (1 )  =  1  U.S.W.    Man  würde  aber  sehr  irren,  wenn 

r 

man  hieraus  ohne  Weiteres  schliessen  wollte,  dass 
:  1)         ttm  (1   +   '{=  1  '4-  ^«  +  1^*2  +  .  .  .     ■ 

du  in  dem  gefundenen  Ausdrucke  für  (1-j \  die  in  den  ein- 

zelnen  Gliedern  vorkommenden  Fafktoi\en  von  der  Form! 

r 

so  beschaffen  sind,  dass  auch  k  mit  r  unbegrenzt  wächst,  in- 

dem  zuletzt  sogar  1  *-  vorkommt.     Indessen  tflsst  sich 

r 

durch  eine  ausführlichere   Betrachtung  nachweisen,   dass'  die 

Gleichung  1)  nichtsdestoweniger  richlig  ist. 
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Sey  neinlich  n  eine  ganze  positive  Zahl ,  welche  kleiner 
als  r  und ,  abgesehen  TOm  Zeichen ,  grosser  als*  x  ial.  Mas 
setze 

T —  1  +«4- ~i~2  **•" H i — 5~7; — z ^  * 

HM       («  +  !)  («+2)  («+1)  («+2)...r   * 

so  ist 

(i_l)(i_l)....(i_!?rl) 

2)       (i  +     )  _  r  «  ,_^ -^—m  ^  A 

r  1  .  ^  •  k  •  ff 

Man  lasse  liun  Y  unbegrenzt  wachsen,   während  n  denselben 
Werth  behält,  so  wird  R  einen   endlichen  Werth   behalteiii 

fi  fi  I  1  I»     1 

Von  den  Ausdrücken  1 ,  1 -^  • . .  1 r  ist  nem- 

r  r  r 

lieh  keiner  negativ  und  sie  sind  zugleich  alle  kleiner   als  die 

Einheit.     Nimmt  man  nun  zuerst  x  positiv,   so  besteht  R  ruit 

aus  positiven  Gliedern  und  man  hat  daher 

111  r-ii-l 

t 

Lässt  man  aber  r  unbegrenzt  wachsen,  so  convergirt  die  ttn-^ 
endliche  Reihe 

I     / — ;  i   \\  i — i — ST  ^     \     •  •  •  • 


«+  1  '  («;+!)(»+ 2) 

X 

da  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder 


(ii+l)...(n4-*) 
und  ; — r-e; /,■,,,,  dcu  Werth   '  ,   -  .   ,*hat,  Welpher 

kleiner  als  die  Einheit  ist«  da  o;  <  n.  Mithin  behfilt  R  einen 
endlichen  positiven  Werth.  Ist  x  negiitiv,  so  sind  in  dem 
Werthe  von  R  die  Glieder  abwechselnd  positiv,  i|m  so  mehr 
muss  also  R  auch  in  diesem  Falle  einen  endlichen  Werth. 
behauen.    ,  ..  . 


i 
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IHesM  Terhftltiibs  bleibt  dasMlbe,    wem  man  nan  «ach 
s  «nbegrenzt  waehsea  iSsst ,  sobald  o«r  »  <  r.    Unter  dieser 

.+1 

X 

Voranss^tztfng  wird  aber  der  Ausdruck  y— sich    unbe- 

grerlflst  der  Null  nShem.  Denn  da  x  eine  bestimmter  2Sahl  ist^ 
welche  kleiner  als  n  seyn  soll,  so  wird  sich  in  der  Reihe  der 
ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  eine  Zahl  p  finden,  welche  grösser 
als  X  isi.    Nun  ist 

«+1  p+i 

XXX 


1.2...II        1.2..p*(p-|-l)...» 

X 

Der  Adsdruck  ^ hat  einen  bestimmten  endlichrn   Werth. 

I.  .p 


X  X 

Der  Ausdruck  - — py, =  ,  ■,   ...    ,  ^. — z—. r     ist 

(p+Ij...»  ^     (p4,l)(p-|-2)...(p4.n— p) 

f    X    \ 

(ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  viin  x)  kleiner  als  V^rr/ 

Du«  nun  — --r  ein  fichler  Bruch  seyn  soll ,  so  sinkl  v — 7-\) 
mit  wachsendem  n  unter  jede  angebbare   Grösse,  also    auch 

X 

und  mithin  auch  das  Produkt  aus  diesem  letzteren 


(p  +  1)...» 

Ausdrucke  und  dem  bestimmten  Werthe  r •    D.  h.  wenn  n 

l...p. 

unbegrenzt  wächst,  so  ist  lim  ^ =  0;  hieraus  folgt  wei- 

ter,  dass  untei'  denselben  Vorausseteungen  auch 

r(i_l)(i_l)  ...(l-^nl  1 

L  .  1  .  2  .  .  .  n  J 

1  II     1 

da  das  Produkt  (1 ^)  .  .  .  (1 )  aus  positiven   Fak- 

r  r 

toren  besteht,  die  sämmtiich  kleiner  als  die  Einheit  sind,  also 

nur  einen   endlichen  Werth   haben  kann,   welcher   kleiner 

als  die  Einheit  ist,  ebenso  ß,  wie  bewiesen  wurde,  einen  ead- 


MS 


liehen  Werlh  hat,  und  /An  --'-*  s=0  fet.    Ao^  der  Poi^elZ^ 


•     •  ■  —  ' 


X 

^^ 

1,. 

folgt  demnach!;  -,  "  .^'  \ 

3)  lim  (1  +  Jf=  HmT  =  lim  [1+«+  -p— ^''    /  .  . . 

i = X 

Nun  iWHrde    soeben  bemeykl,   dass 

,      ('-7)   {l-7)-.-:(»-^).<»-        ... 

Bezeichnet    aber    a    irgend    eine    beliebig  kleine    Zahl,    sö 

kann  man    andererseits   das  aus  n —  1  Faktoren    bestehende 

1                      n— 1 
Produkt     (1    —    —)...(!  — )  auch    immer  grösser 

ab     1   —  a    machen.      Denn    jedenfalls    ist     dies    Produkt 

grösser  als  (1 )     .  Man  setze  daher  (1- )     >1— « 

r  r 

»  —  1 

d.  h.  r  >►  — ,  danit  \iX  auch  das  Produkt  >1 — a, 

«-1 

11  2 

Um  so  mehr  sin4  die  Ausdrücke  1 ,(1— =-)(! ] 

!  r  '  ^         r'  ^  r  ' 

u.  s.w.  grösser  als  1— a. 

Ist  nun  X  positiv,   so  ist  offenbar,  wenn   r   hinlänglich 
gross  genommen  wird, 

n 

•  ■  I  •  ... 

behält  aber,  f)uch  wenn  n  unbegrenzt  wächst,  einen  endlichen 
Werth,  da  der  Quotient  zweier   aufeinanderfolgender  Glieder 

'*'"'   T~ä — 7~TT\  *'*"  Werth  — — j-  hat  y  welcher  <  1 


10 


146 

ist,  sobald  s-\-\  >s.    Bezeio^aet  man  daher  ffir  jedes«  den 
WerlJi  dieser  lUibe  diirch  Wn  >o  h*t.\ni«ii 


<r«  «" 


Zugleich  hat  man  aber  auch 

'•<'+'+rf-+rTT-. 

Die  zwei  Griirtzen  zwischen  welchen  T  eingeschlossen  ist,  sind 

also  nur  am  aW^  verschieden,  d.  h.  um  eine  Grösse,  welche 

unter  jeden  angebbaren  Wertb  sinkl,  da  sie  das  Produkt  aas 

einem  endlichen  Werthe  W    und  dem  Werlhe  a  ist,  welchen 

wachsendem   r   unter  jede  angebbare  Grösse  sinken 

lassen  kann^    liilhin  ist 

k 

Ä»»  (1  +  f)  =  ^»»»^  =  ^+^+i— 2+•••+^:27.Jk  +  •••• 
Han  setze  jetzt. -^o;  stt\tt  Xy  indem  man  nach  immer  x  posi- 
tiv nimmt.    D<ann  hat  man  nach  Form*  8) 

'-7 

Um  [l-j)  ^.imT  ,^  Im  il  -  «  +  -j^-  «* 

(1  -l)....(l-!^Ili) 

L —  «^ 


1 


wLl. 


f  •  • 


Nun  ist  klar,  dass  dieser  Werth  von  T  kleiner  ist  als  ,wenn 
man  alle  positiven  Glieder  vergrössert  und  alle  negativen  ver- 
kleinert. Man  bestimme  a  wie  vorher,  und  nehme,  um  einen 
bestimmen  FM  zu  haben,  an,  das  letzte  Glied  imWerthe  von 
T  sey!  negativ,  so  ist  oiTenbar.  ) 

Nach   einer  im  Vorhergehenden  wiederholt  gebrauchten   Be- 


«5 


trachtung  ist  klar,  dass  die  Reihe  x  -f»       t  f      ...  einen  end- 

j  .2.0 

liehen  Werth  behält^  aueh  wenn  man  n  uibegrenzl  wachsen  Iftsst. 


U7 

K»a  kezcioiMf  ^iher  den  jedefinaligen  W«rtl  dieser  '.Reihe 
dureh  W  soviat  . 

r  <  I  -  «  +  1— 2  -  1—2—3  ••—  näTTi  -  ''^ 

Dagegen  ist  T  grösser  als  der  Werth,  welchen  man  erhält, 
wenn  man  alle  positiven  Glieder  verkleinert  mid  alle  negati- 
Ten  vergrössert,  also 

^  +  TTTTS  •  •  •  +  rrr.— J 

Da  aber  auch  die  Reihe  1  +  3 — 5  +  v  .  .  •  .    einen 

endlichen  Werth  behfiU  wenn  man  n  unbegrenzt  wacj^sen  lässt, 
so  bezeichne  man  den  jedesmaligen  Werth  dieser  Reih^  durch 
W'\  also  ist 

X^  flu**  • '     i 

Der  Unterschied  der  zwei  Grenzen,  zwischen  welchen  T  ein- 
geschlossen ist,  heisst  also  a(W" — W)  und  ist  folglich  ein 
mit  a  unter  jede  angebbare  Grenze  sinkender  Werth.    Hitbin 

k 

&i(l-^)Wmr=l-x+j^...  +  (-lAj^  + 

Man  hätte  oiTenbar  dasselbe  erhalten  ^    wenn  man  das  letzte 

Glied  im  Werthe   von  T  positiv   genommen  hätte.      Man   hat 

demnach  jetzt  das  allgemeine  Resultat ,  dass ,   wenn  x  irgend 

welche  positive  oder  negativ«  endliche  Zahl,  und  r  eine  ganze 

positive  Zahl  bedeHtet,         x 

k 

i«t. 


78. 

Es  ist  nun  leicht  nachzuweisen,  dass  diese  Gleichung  auch 
dann  noch  ihre  Geltung  behält,  wenn  r  irgend  /eine  reelle  ra- 
tionale oder  irrationale  Zahl  bedeutet. 

10* 
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Ist  nemlich  r  eine  nicht  gante  aber  reelle  positive  Zall, 
so  wird  sie  zwischen  zwei  ganzen  positive«  Zriilen  liegen, 
welche  p  uMi  p-^-l  heissen  sollen.  Mtn  hat  also,  wenn  x 
positiv, 

(I  +  7X  (1  +  y)     ;  (1  +  7)  >  (1  +  j^) 

und  wenn  x  negativ, 

Jedenfalls  liegt  also  (1 -| )  zwischen  den  Grer^zen  (l-| — ) 

r  p 

und  (1  H ^f  d.  h.   zwischen   (1  +  -f  (1  +  — )   und 

^--' .    Da  nun  mit  wachsendem  r  und  fj^o  auf:^ 

1  + 


p+i 


wachsenden»  p,  sowohl  1  +         als   1  H — r-   sich  unb^ 

P  P  +  J 

grenzt  der  Einheit  nühert,  während  Ä»(l  ^ — )::;;:  Ä»(l  ^ — -) 

P  P+« 

=  1  +  ji>  +  r — ^  +•••***)  so  ist  mithin  auch  iim{l  +  — ) 

Setzt  man  —   r  statt  r  indem   man  r  noch  immer  positiv 

nimmt,  so  hat  man  [1 )  =  ( )  =:  ( ]=(lH ] 

^        r '  r    '  r-r^ß^      \     r — m 

=  (1  +  ^  (1  +  ^- 


*)  Wenn  iwei  Ausdrücke  A  und  B,  welche  p  enthalteo,  bei  00«- 
begrenit  wachsendeni  p,  in  a  uod  b  äbergehco,  also  Um  A^=.a^ 
lim  B  =  bt  80  ist  auch  lim  {AB)  =  ab.  Denn  setit  man  il  =  <i-|-a, 
B^=  b'^'ßf  so  müssen  a  und  ß,  mit  unbegrenzt  wachsendem  p,  unter 
jeden  angebbaren  ^V^rth  sinken.  Nun  ist  AB=^ab'^-ab'-{' ßa-^afl. 
Also  da  Hm  («6 -f /Ja -f  a/9)  ss  0  to  ist  »och  Um  AB  at  ^ 


14» 


«     ,*     ,     ,     ..    ..      xr,.    ,.       X 


Nun  ist  «m  (I  +  -_—)  =  l,aIsoÄm(l— -)=Äm(I+— _) 
abw,   da  r— »  eine  positive.  Zahl  Ist,  Hm  l\  4-  — ^) 

=   '  +  *  +  i^  +  .  .  . 

Es  ist  demnach  erwiesen,  dass  die  Formel  4)  für  jeden 
reellen  Werth  von  x  und  für  jeden  reellen  Werlh  von  r 
«fihig  ist. 

79. 
Setzt  man  ar  =  1  so  erhfilt  man 

1   **  1  1 

Man  pflegt  <ten  fttr  die  Analysis  iusserst  wichtigen  Werth  die«* 
ser  convergireaden  Reihe  darch  den  Bucbataben  0  zu  be* 
zeiebnen,  also 

"^  =  *  "^  y  +  rrrrz  +  — 

Die  Wichtigkeit  dieses  Werthes  beruht  zunächst  aipf  dem  Zu- 

I  r  r. 

sammenhange  zwischen  Hm  (1  -| )  und  Uin  (1  -1 ].     Setzt 


r '  ^     •     r 


*•  TW 


man  nemüeh 


r 

SO  ist,  nach  dem  Vorhergehenden,  Hm  (iH )*=  c  also 


/«„(I  +  ^)'=e-*) 


*)  Sctst  man:  ■emiicb  /l  4 \  -  =a  e  •{- « ,  so  bom  a  mit-  w»ch- 


r<i<r 


aendem  r  nnter  jede  angebbare  Grösse  sinken,  nun  isll  /^4--— \  ~Z  1 

=  (e  +«)  =  (/  (1  +  ^)  also  Um(i  +  r^)  =  l  und Ä»(«+«f sref 


«» 
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and  mithin ,  nach  Form.  4) 

Nimmt  man  nun  e  als  Basis  eines  Potenzensy^ems,  tnd 
setzt  e'  =  il,  so  ist  s  der  Logarithm  von  A  in  diesem  Sy- 
steme, und  man  findet,  vermittelst  der  Formel  5),  zu  jedem 
gegebenen  Logarithmen  die  entsprechende  Zahl  durch  eine 
convergirende  Reihe  ausgedrückt«  Diese  Reihe  nennt  man  die 
Exponentialreihe  und  e^  eine  Exponentialgrösse,  in- 
sofern jede  unter  der  Form  einer  Potenz  ausgedrückte  Zahl 
eine  Exponentialgrösse  genannt  wird^  sobald  man  voraussetzt, 
dass  die  Basis  dieselbe  bMben  soll,  der  Exponent '  aber  ver- 
schiedene Werthe  annehmen  kann.  ^ 

Im  Folgenden  soll  das  Pötenzensystem,  dessen  Basis  e  ist, 
das  natürliche  heissen,  wie  man  es  jetzt  gewöhnlich neirat ; 
früher  nannte  man  es  auch  das  hyperbolische,  wegen  sei- 
nes eigenthümlichen  Zusammenhanges  mit  der  Hyperbel,  wei- 
cher hier  nicht  erläutert  werden  kann. 

Die  Logarithmen  in  diesem  Systeme  nennt  man  ent- 
sprechend die  natürlichen  (hyperbolischen)*).  Im  Folgen- 
den sollen  diese  Logarithmen  ausschliesslich  durch  das 
Zeichen  log.  angedeutet  werden,  während  Logarithmen,  die  zu 
einem  Potenzensvsteme  mjt  der  Basis  ß  gehören,  durch  ^log 
bezeichnet  werden  sollen.     Sagen   wir  also  z.  B.  log  k  :s=  i. 

so'  verstehen  wir  darunter,  dass  Ä=e*  =1  4-A4-- L... 

Auch  soll,  wo  Ton  einem  Logarithmen  die  Rede  ist,  hierun- 
ter nur  der  natürliche  Logarithme  verstanden  werden,  wenn 
nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  bemcrlit  wird. 

80. 
Dass  man  den  Werthder  Zahle  mit  jedem  beliebigen  Grade 


*)  lu  FranlireBch  pflegt  man  m^jetil-Pie^er»öhe  Leg a^itlkmoD 
(logarithmes  nepöriens)  tu  nennen,  fiaqh  deita  englischen  Mathemati- 
ker Napidr  (Nener)  welcher  zuerst  Logarithmentafeln  berechnet  hat 
Indesflbn  stimmen  die  Neperschen  Logarithmen  nicht  Tollkommen  mit 
deb  natärlibhen  iberein;  man  findet  hieröher  mehr  in  Biot'a  M^langes 
seientifiqnes  et  litt^raires  T.  2  p,  422 ,  auch  Journal  des  layaos  1835 
II.  354  ft 


ron  Genauigkeit  annähernd  berechnen,  kann,  jst  klar,  d»  die~ 
ser  Werth  nach  Form.  5)  durch  eine  convergirende  Reihe  aus- 
gedrückt wird.  Da  aber  eine  convergirende  Reihe  auch  einen 
rationalen  Werth  haben  kann  •),  so  entsteht  die  Frage,  ob  dies 
nicht  auch  bei  dem  Werthe  von  e  der  Fafl  ist,  so  dass  die- 
ser Werth  nicht  blos  näberungsweise ,  sondern  genau  in  ra- 
tionalen Zahlen  angegeben  werden  könnte.  Es  lässt  sich  aber 
beweisen,    dass  der  Werth   von  e  nicht   rational  seyn  kann. 

Wftre  nemlich  e  =  -^,  wa  p  und.  q  ganze  positive  Zahlen 

9 
bedeuten  soBen,  so  bfitte  man 

q  ^1.2^1.2.3  ^•••^1.2...^^!. 2... y(y+i)  +  -^- 
Man  mnltiplicire  auf  beiden  Seiten  mit  dem  Produkte '  aOeY* 
^nzen  Zahlen  von  1  bis  q^  so  hat  man 

•     "^  J  +  1    "^(*+l)(?+2)    •^•^-        ' 

Nmi  ist  1  .  2  .  •  .  (jf  ^^  1)  [9  eiae  ganze  Zahl,  und  1.2  ..;f 

[1                              11 
2  +   I — 5  -j-  . .  .  +  7-9 J  ebenfalls  eine  ganze  Zahl, 

da  die  Nenner  1  .  2,  1  .  2  .  3,  ,  .  .  sämmtlicb  in  \  \2...q 
aufgehen.  Die  Differenz  dieser  zwei  ganzen  Zahlen  sey  die 
ffanze  Zahl  ff,  welche  nicht  Null  seyn  kanni  da 

.  ~     y     +      1       "^     {?     +      1)     (?     +      2)       "^      •     :      •  .  ; 

Femer  ist 
1      ,  i  -     1  1  -1  ^ 


aber  (§.  47)  •^.     ,  , 

J_  J.       ^       4.  _     H-1           1 

q+\  "^(j  +  irT"  j, ^l_  ^   q 

-   '  11 

*)  So   wie  z.  B.   ^   ^^^ Werth  der  Reihe  1  +  "ö  +  os  +  '  '  * 

ist  ($.42).  _/    , 


in 

Vati' Kätte  demnach  ff  <       ,    d.  h.    eine    positive     ganze 

9 
Zahl  müsste  kleiner  seyo'  al3  ein  achter  Bruche     Da  dies 

unmöglich  ist,  so  muss  also   e  eiae  irrationale^  ZaU  seya 

und  es  bleibt  demnach  -nichts    Qbrig,   als  dessen  Werth,  so 

genau  als  es  nöthig  scheint,   aus   der  unendlichen   Reib^  zu 

berechnen  *). 

81. 

Um  aber  am  wissen,  mit  welcher  Genauigkeit  man  sich 
einem  durch  eine  convergirende  Reih«  ausgedr^kten  Werthe 
genähert  hat,  wenn  man  statt  der  ganzen  Reihe  npr  eine  An- 
zahl der  ersten  Glieder  berechnet,  muss  man  im  Stande  seyn 
ejne  Fehlergrenze  anzugeben,  d.  h,  ein^n  Wefib,  welcher 
grösser  ist,  als  der  Werth  der  Yer([iachläs|sigten  Glieder.  Bei 
der  Reihe,  welche  ^«usdrtlckt,  ist  eine  solche  Fehlergrenze 
leicht  zu  bestimmen.    Han  hafre  z.  B. 


«•  =  1  +  X  +  ,-^  + . . .  + 


.it 


1.2'  '    1  .  2  .  fi 

feaetzt,>  Wo  m  (loshiv  sieya  «oH,  man  selzf  den  Werth  der  vor^ 
nacblässigten  Glieder  =  i{,'also 

«P  X 

~  l...(«+l)   "^    l,..(«+2)  "^ 

^  l...(«+l)    L*  "^  »T^  "^  («  +  2){ii  +  3)  +  •  •  •] 
Ist  nan  «  <  n  -)-  '^  ^o  ist 

X  X  X  X 

also     < —'- — 


1  — 


n+  2 


'  \^ 


»  +  2 


•)  VgL  Note  IV. 


IS3 

So^bald  also  die  CHieder  dßr  Raihe- soweit  zur  6erechnüng  fce^- 
aofezogfen  wenden ,  dass  die  Bedingung  x  ^  n-\-2  erfUHIl  ist, 

n+l 

jtf                        1 
drückt  7-7; — ; — 1—77  . einen  Werth  aus,  der  mehr 

1.2. .(n+l)  X 

ir+^2 

beträgt  als  der  Werth  der  vernachlässigten  Glieder,  also  eine 
Fehlergrenze. 

Setzt  man  x  =?  1  und  nfiherungsweise 

«  —  1    +   1 S   +   1 5 Q  +  •  •  •  + 


1.2    '1.2.3    ''1.2...« 
so  ist  diese  Fehlergrenze 

_  1 1_ 1 «  +  2 

""  l.,.(«+T\  *  1      ""  1.2..«  '   («+!)»    . 

•       «+  3  • ^ 
Hat  man  s.  B.  nflherungsweise 

e  =  2  +  1  +  J-  +  -i-  +1-1-    +         ^ 


ht    '    LS.3    '    1.2.3.4    '    1.2.3.4.5    '    ».2.3.4;5.6I 

also  II  z:  6  gesetal,  so  findet  man  hieraus 

e  =  2,718055  ... 

man  wete^  daher,  dass  e  grösser  als  diese  Zahl  ist.    Die  Feh- 

1  S    "^ 

lergrenze  ist  i  ^  o  a  k  q  •  49  =  0»00022  ...     Der  Werth 

der  vernachlässigten    Glieder  ist  also    jedenfalls    kleiner   als 
0,00023  und  mithin 

e  >  2,718055  .  .  . 
<  2,718285  .  .  . 
matt  weiss  also  mit  Sicherheit,  dfl$s  der  Wertli  von  e  tnit  den 
Ziffern  2,7t 8  beginnt,  d.  h.  indeili  man  aasser  dem  Anfangs- 
gliede  noch  &  Glieder  der  Reihe  benutzt  hat,  konnte  man  den 
Wetih  von  t  bis  auf  die  dritte  Decimalstelle  mit  Sicherheit  be-« 
recblien.  Geht  man  atif  diese  Weise  fort,  so  kann  Mail*  di'e^ 
Zahl  e  bis  zu  jeder  beliebigen  I)ecimalstelle  ffenau  bes^timmeiL 
Bis  auf  10  Decimalstellen  genau  heisst  sie 

e  =  2,7182818284 

82.      "    ■  '■     ■ 
Welche  reelle  Zahl  man  fttr  x  setze»  maf,  imaMrhal  «^ 
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Qi^ea  pomtivea  Werlb.  Denn  ist  x  posithr»  «•  fols^  imniittel-* 
bar  niu  der  Formel  5)  dass  auch  r^  positiv  ial.     SeUt  man 

aber  —  x  statt  «  so  ist  e"*  =  —  also  ebenfalls  positiv.    Das 

natürliche  Potenzensystem  (mit  reellen  Exponenten)  enthält  also 
nur  positive  Zahlen;  negative  Zahlen  hüben  mithin  keinen 
(reellen)  natfirlichen  Logarithmen.    Ist  x  ein  Bruch   mit  gera- 

P_ 
dem  Nenner,  etwa  «  ==  ^,  so   kann   daher  e*  =  e^^    nur 

dem  positiven  Werthe  yt^  gleich  seyn.  Je  grössere  ist, 
desto  grösser  ist  auch  e'.  Ist  nemlich  a  eine  positive  Zahl, 
so  ist 

^^  =  e^.e«  =  i^(l  -fa+y^  +  ...) 

also  e^+*  >    e* 

Den  grosseren  Zahlen  entsprechen  demnach  grössere  Loga- 
rithmen und  umgekehrt.  Jede  Zahl  hat  also  nnr  einen  eiiai- 
gen  Logarithmen. 

Ist  X  positiv,  so  ist  e^  >  1,  folglich  «•*=  —  <  1,  d.h. 

die  Zahlen  sind  grösser  oder  kleiner  als  die  Einheit,  je  nach- 
dem ihr  Logarithme  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Einheit  selbst 
hat  den  Logarithmen  Null,  da  e^  =  1. 

83. 

Von  dem  natariichea  Potenzensysteme  kann  man  leiiAt  au 
jedem  anderen  übergehen,  dessen  Basis  A  eine  positive  2iahl 
ist  0.  h.  man  kann,  wenn  man  eine  solche  Basis  A  wühlt, 
auch  A*  durph  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortsohrei- 
tende  convergirende  Rei}ie .  ausdrücken.     Setzt  n^n    nemlich 

il  =  ^,  so  ist  il*  =  «*•*)  und  mithin 

*)  Ist  «  =  -^  80  kann  nnter  A^^     nur    der    positiTO    Werth 
l/jT   Teftlinden  werden«  d»  e      immer  foiühc  ist;     m     < 


nun  ist  a  s=  tog  il  also 

Welches  nun  der  Werth  von  A  sey,  so  ist  hg  A  niemals  diQ 
Einheit,  sobald  A  eine  andere  Zahl  als  e  ist.  Das  natttriiche 
Potenzensysteni'  verdient  daher  seinen  Namen  insofern  mit 
Recht,  als  es  am  natttriichsten  ist,  diejenige  Zahl  als  Basis  zu 
wählen ,  für  welche  die  Berechnung  der  Potenzen  tm  «inftcli« 
sten  ausfällt 

Setzi  man  A  :=  \  +  b  so  folgt  aus  6) 
7)        {l+6)*«l+toj(l+6).*-|-fi??M^  -,»4..... 


Ist  ri)er  der  Zdilenwerth  von  b  kleiner  ab  die  Einheit,  M 
hat  man  auch  (§•  57  u.  65) 

8)  (1+6)«=  1+,. 6+1^^  6»  +  ./.         . 

so  dass  man  für  solche  Werthe  von  6  zwei  verschiedene  Ent- 
wiefcelungeD  von  [l-^b)"  hat.    Ana  7)  folgt 

—X -'^9(l+b)-h  -T72-  *  +     1.2.3     *  +••• 

Da  nun  ^  '■ -■   ■  '   •■■  ».-f-  —    ■        ■■■  Ä*  *f-  ...  fuf  jeden 

* «  • 

Werth  von  x  eine  convergirende  Reihe  ist,  also  Null  wird, 
wenn  man  den  allen  Gliedern  gemeinschaftlichen  Faktor  xs=0 
setzt,  so  hat  man,  wenn  man  x  unbegrenzt  abnehmen  lässt, 

9)  litn  ^^^LJ. =  log  (1  +  b) 

X 

indem  man  durch  Um den  Werth  bezeichnet,  wel- 

(1     -f.     ft)«—  1 

chem  sich  ^ unbegrenzt  nähert,  ^ean  man  »un- 

bofrenftt  «b  o  eh  m  e  n  iftsst    Andererseits  folgt  abor  Jins  ^    . 


IS» 

~''~\.2^'^     1.2.3     '^    '—      1.2...(*f  1)    ^       -*-••• 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  im  allgemeinen  Gliede  zu 
nehmen  ist,  je  nachdem  k  gerade  oder  ungerade  ist.  Setzt 
man  4?  s=  0  so  folgt  hieraus 

11)  km _  6_  -  +  _...+__  ^.... 

«ad  au  4m  Vergleich  tob  9)  niui  11) 

12)  %(l  +  6)  =  b^-^  +  -3  ...It—j  H^.  .  . 

too  r 

Ba  6  zwischen — I  und  -f-^  eathalten  stfjn  nuiss,  so  seigt 
diese  Formel  ^  wie  man  für  alle  Zahlen,  die  zwischen  0  und  3 
liegen,  den  Logarithmen  berechnen  kann.  Sie  gilt  auch  noch 
ftlr  6=1,  wie  die  Formel  8),  nach  §.  63  ^  dagegen  gilt  sie 
nicht  mehr  för  6  =  —  1  und  für  Zahlenwerthe  von  b  die  grösser 

als  die  Einheit  sind,  in  welchen  Fällen  die  Reihe  6  —  ^  *^  T  — *" 
in  der  That  divergjrt*). 

84. 
Scheint  demnach  die  Anwendung  dieser  Formel  sehr  be* 
schränkt  zu  seyn,   so   findet  man   doch  leicht,   dass  sich  mit 
Hülfe  derselben  die  Logarithmen  aller  ganzen  Zahlen  und  mit- 
hin auch  aller  Brüche  berechnen  lassen.     Setzt   man   nemlich 

6  =s  — ,  und  m  >  1,  so  findet  man  daraus; 


1 

est  {t  +  h)       ^         ^        *"  tolMild  h  zwiMjhen  ^  1  und  i  liaft« 


13)      ,^(,  +  l)  =  /.,(„+,)._fc,^l_l54.^,-.... 

sobald  man  also  log  m  kennt,  kann  mm  log  j^n-^-l)  findej^. 
Da  nun  log  2  aus  12)  berechnet  werden  kann,  so  indet  man 
daraas  wieder  hg  3  tt.8.w. 
Setzt  mau  nilherungsweise 

6*         6»         b^  6*'      ' 

SO  ist  es  leicht  eine  Pehlergfrenze  (§.  81)  anzugehen.  Denn 
sey  6  positiv;  in  dem  vernachlftssigten  Theile  der  Reihe  für 
l0g.(%^b),  welcher  S  heiseee  mag,  ist  jedes  folgende  Olied 
kleiner  als  das  vorhergehende,  und  die  Glieder  nehme*  uih- 
begrenzt  ab.     Man  hat  also 

«r+l     .     2r+2  «r-|-8  2r+l  «r+S    .    2r+8 

b  '6  6  b  '/6  b        \ 

Hieraus  /o|gt,  w^n,Q  man  .die  Betrachtungen  des  §.  59  wiQ^ 
derhoit, 

und  man  kann  mithin  - — r-r  als  Fehlergrenze  aehmßn.     Setzt 

•f-f'  1 

man  z.  B.  5  =  1,  so  erhfilt  man  hg  2  aus  den  2r  ersten  Glie- 

i        ■    ■ 

dem  der  Reihe  bis  auf  mehr  als  genau.     Nimmt  man 

Äf-pl 
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etwa  r=5  und   setzt   hg  2  z=  l  — i  ^  +  ^ z  +  "F 

2  o.    .      4  5 

^HS  diesen  (ze)in  (liefern  berechnete  Werth.  bis  auf,  mehr  als 

1  *  .  •  \         •       K 

'  t=  0,0909  .  .  .genau  ist.  In  der  Thai  findet  sich  hier- 
aus % 2  =  0,6456.:.  wahrend  in  Wahrheit  % 2  =  0,693)41 
also  der  Unterschied  0,047...  ist.  Andererseits  folgt  aus  der- 
selben Betrachtung  •    •  ^    -. 

2r+l  2r+2 

b  b    Z 

-^  2r4-l  2r+2 


m 

1         1 

«bo,  wen«  6  =  1,  fi  >  ^— —  —  — -^  milhiB,  M  r=5, 

B  >  jji-J2^  d.  h.  B  >  0,007. 

Setzt  man  —  fr  statt  fr  so  hat  tonm 

setzt  nign  nfiheninggweise 

Qiid  nennt  die  Summe  der  ireraaGliIiidsigteii  Glieder  Mrieder  A, 
M  ist 

r  tr+l  tr+2  l 

Nun  ist 

tr+l  «r+« 

A  6  1  tr+1  «r+Ä 


2r+l    '    2r+2    '  2r+l 

d.h.  < 


2r+l       1-6 

6*'"^'         1 
mithin,  ohne  ftücksicbt  auf  das  Zeichen,  Ä<r — r-r   .  ^ — r. 

2r-}-l       1  —  o 

Man  sieht  dass  die  Fehlergrenze  grösser   als  im  vorher- 
gehenden Falle  ist,  da  | — -  >  1. 

1 
Setzt  man  6  =  — -   und  r=»  5,    so  findet    man    nähe- 

2 

ningsweise . 

1  1  fr      (92/     ^iO        (2T0) 

und  hieraus  log  2  =:  0,69306  ...  also  bis  suir  dritten  peci- 

malstelle  genau. 

1  • 

Setzt  man  6  =  —  so  findet  man 

m 

14)    ft„(l_i)=to,(m-l)-fo,».=:.-l-^.-3l,  +  .. 


1B9 

Subirthirt  man  dieseä  Ausdruck  von  -4em  'oben  gefundenen   , 

log{m^l)-logm  =  l-^,+  ±    «... 
SO  erhvU  man  i 

15)  M«»+1)-M«-1)  =  Ä'P(^|)=2(1+  A +  _!_+...) 

Diese  Formel  ist  zar  Berechnung  cter  Logarithmen  sehr  brauch- 

m+l 
bar.    Durch  kann  man  nemlich  jede  ganze   oder  ge- 

brochenCy  rationale  oder  irrationale  ZaU  ausdrücken.     Ist  m 

positiv ,  so  ist r   >  1 ,  ist  m  negativ  =  —  tn\  so  ist,  da 

1»+  1 

Zahl  welche  ^  1  ist.    Setzt  man  daher  — —=^  =  •,  so  folsit 

m — 1        i'  ® 

»•4-J      .    .t^. 

m  =   — ^  und  mitbin 
fi  —  1 

ißv        ,  «r»— J    .    1/«— K'      ,  '    1     yll— K»r+t      T 

16)  to,.«,[_p^  +  _^)„..+g_^(^)        +...] 

Setzt  man  nSherungsweise 

so  ist  der  vernachlässigte  Theil  der  Reihe 
*°^L2r+3^ii+r      +2r+5^«+r      +2r+7^«+K      +:J 


Setzt  man 


1 1 


Q— y)  =  <r,  80  ist 


'+^)'+^)V.=i+-+«'+..=(^=^-^ 


...»    ii— 1\^  '  ^ 


2     ^_l^ar+8     1^ 


H-i' 


IflO 

Ist  z.  B;  n  =  2,  r  =  3,.  so  dacs  man  nihernngsweise 

setzt,  «0  fincM  maa  bis  zur  7len  Decimalstelle,  hg  2=0,6931347 
•  und  zugleich  Ä  <   1  (^ )  .  ^  d.  h.  Ä  <  0,0000127.    In  der 

VI     o         4  ... 

Thai  ist  der  wahre  Werth  von  log  2  bis  zur  Tten  Decimal- 
•telU  =  0,6031471  $iso  um  0,0000124  grosser  als  der  be- 
rechnete. Man  hat  also  vermittelst  4  Glieder  der  Reibe  16} 
den  Werth  von  log  2  bis  zur  4ten  Decimalslelle  genau  erhalten. 

S#tzi  »an  ^^^,  =  -    also  m  a=:'-^t£  so  folgt  aus  f  6) 
also 


^iese  Formel  kann  man  also  benutzen  um  aus  dem  bekannten 
Werthe  von  log  q  den  Werth  von  log  p  zu  finden.  Die  in 
dieser  Formel  enthaltene  Reihd  wird  um  so  raspher  donver- 
girän  und  daher  die  Formel  um  so  brauchbarer  seyn,  je  klei- 
ner der  Unterschied  von  p  und  q  und  je  grösser  jede  dieser 
IZahlen  fst.  Setzt  m^n  nemlich  j9  =^  q  ^  €{  so  gieht  die  Foi:«- 
iniei  in  ' 

übef  und  hier  convergirt  die  Reihe  desto  stärker,  je  kleiner 
d  und  je  grösser  q  ist.  i     ...    .  \.        i  i  •  . 

'    ■  85.  =  ^ 

Bekanntlich  braucht  man  nur  die  LogarHIimen  der  Frim- 
zahlen  zu  berechnen,  da  man,  wenn  diese  bekannt  sind,  dar- 
aus die  Logarithmen  der '  iHisi|nimengesetzteiv^  Zahlen  finden 
kann.  In  dieser  Beziehung  ist  nock  folgende  Formel  bemer- 
kenswerth.    A^itiri  .fnan  die  Formeln  13)  und  14)  so  findet  man 
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also 

'       ^  2  ^  2«2  +  4m*  -^  2r.m^'  ^ ' ' 

Ist  nun  m  eine  Primzahl ^  die  Zahl  2  ausgenommen,  so  kann 
weder  m — 1  noch  m+l  eine  solche  seyn,  da  sie  gerade  Zah- 
len sind.  Setzt  man  also  voraus,  dass  die  Logarithmen  aller 
Primzahlen,  welche  kleiner  als  m  sind,  bereits  bekannt  sind, 
so  kennt  man  auch  die  Logarithmen  der  aus  ihnen  zusammen- 
gesetzten Zahlen  m— 1  und  m  +  i  und  findet  mithin  aus  17) 
den  log  m.  Sobald  also  nur  log  2  bekannt  ist,  so  findet  man 
zunächst  aus  dieser  Formel 

,    .      Iog2^log\        1,1  3,    ^        1     ,     I      , 

und  hieraus  allmalich  die  Logarithmen  aller  übrigen  Primzah- 
len.   Ist  z.  B.  m  SS  5  so  hat  man 

nun  ist  logi  =  2  logij  logQ  ^=  log  2  -^  logS^  da  nun  log2 
und  log  3  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  so  ist  mithin 
auch  log  5  bekannt. 

Behalt  man  zur  Berechnung   von   log  m   alle  Glieder  der 

Reihe  bis ausschliesslich  bei,  so  ist  der  vernachläs- 

2r.m 

sigte  Theil  der  Reihe  R  = H ^jX^  +  ••• 

2r.m  "^        (2r+2)m 

alsofi<  -L.  (1  +  1  +    1   +..Od.h.Ä<-i^^  .-1^ 


2r.m  2r.m        1 

1  1 


m* 


oder    R 


«r-a  •   m*  —  1 
2r.  m 


Auch   folgende  Formel  ist  bei  Berechnung  der  Logarithmen 

11 


Ist  nnn  q  so  klein  gegen  p,  dass  ~  keinen   Einfluss    auf 
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also  toy  (p+  j)  =  %  p  +  -  —  g-^  +  g-j  —  .  .  .  . 

g 

Setzt  man  näherungsweise  to^  (p  +  fl')  =  '^^  P  H so 

ist  der  vernachlässigte  Tbeil  der  Reihe,  abgesehen  Tom  Zeichen, 
-i^  —  ^  +  ?-^  _  ...  <  ji-,  da  die  Glieder  ab^jßcli- 
selnde  Zeichen  haben ,  und  unbeschränkt  abnehmen  (vgl.  §.  84}. 

2p' 

die  letxte  Dedmalsteile  hat,  welche  man  noch  genau  berech- 
nen will,  so  kann  man 

setzen  und  mithin  auf  sehr  einfache  Weise  hg  (p-f*?)  fin<'^n, 
sobald  man  hg  p  kennt. 


86. 
Will  man  die  Logarithmen   für   eine  von  e  verschiedene 

Basis  a  berechnen ^  so  sey  a  =  e    also  a  =  e    =  fr;  nun  ist 

log  b 
k  =  ^hg  6,  kh  =:-log  6,  aber  h  =  log  a  also  ^logb^ss  . 

Man  muss  also  jeden  natürlichen  Logarithmen   mit  ; mul- 

log  a 

tipliciren,  wenn  man  den  Logarithmen   für  die  Basis  a  finden 

1 

will*).     Die  Zahl nennt  man  denjtlodul  für  die  jBasis  a 

'  iog  a  ^  ^ 

Ist  a  =  10,  d.  h.  will  man  von  den  natürlichen  Logarithmen 


*)  Es  folgt  hieraus  zugleich  eine  £rginzung  des   Satzes  in  $.  68. 

Es  wird  nemlich  die  Reihe  I  + + +  •  .  .  . 

2  {''log  2)«  ^  3  i^log  3)»  ^ 

=  (hg  a)      I +  ^  +  +  •  •  •  I  convergi- 

lllog  a)«  ^  2  {hg  2^        3  {hg  3)«    ^      -  J 

ir«n  oder  ditergiren,  je  nachdem  m  >  1  oder  m^f. 


zu  den  gewöhnlichen  (Briggim^en)  übergehen,  so  ist  der  Mo- 
dul j~^  ^  0,43429448  .  .  . 

Will  mau  umgekehrt  von  Logarithmen  für  die  Basis  a 
zu  natürlichen  Logarithmen'  tibergehen,  so  hat  man  log  b 
^hga,  ""logb.  Ist  wieder  a  =  10  so  ist  log  10  =  2,30258509, 
mit  welcher  Zahl  also  die  gewöhnlichen  Logarithmen  multipli- 
cirt  werden  müssen  wenn  man  die    natürlichen   erhalten  will. 


Man  hat  demnach  näherungsweise 


1 


«toi7  (p  +  ^)  =  ^log  p^^log[\  +  ^)  =  Hog  p+^  .  , 

p  p      log  a 

und  ""log  (p+  1)  =  Vog  p  '\ .  , 

p     log  a 

mithin 

9 
Auf  dieser  Formel  beruht  die  Einrichtung   der  Propor- 
tion altheile  in  unseren  gewöhnlichen  Logarithmentafetn. 

Sind  z.  B.  in  einer  solchen  Tafel  die  Logarithmen  der 
vierstelligen  Zahlen  unmittelbar  gegeben  und  ist  t>  eine  solche 
Zahl,  man  will  aber  den  Logarithmen  der  5stelligen  Zahl  lOü+1 
finden,  so  ist  wenn  man  p  ==  lOr,  jf  ==  10  setzt, 

^^loQ  (lOt)  4-  10)  —  ^log  10t> 
^^log  [\0e  +  1)  ='''log  10c  +      ^  K^^^T ^^1 _?_^ 

^0%  («  -h  t)  —  ^^log  T> 


=  1  +  '^log  n  -j. 


10 


also  ist   —      ■  -   ^ —  der  ft-oportionaltheil  welcher 

zu  l-f-*ö%  t>  addirt  werden  muss,  wenn  man  ^<^to^(10©  +  l) 
erhalten  will.  Man  sieht  alsdann,  dass  dieser  Proporlional- 
theil  doppelt,  dreifach  u.  s.  w.  genommen  werden  muss ,  wenn 
man  ^^log  {10© +  2),  ^^log  (10o+3)  u.s.w,  finden  will. 


11* 
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Achtes   KapileL 

kiürtm,  SiAlnUrM,  laHiplidra,  Kfilira  wU  FW- 
teuirai   uugmirar    Idkea.     Cm? cargMi   nuignurcr 


87. 

In  allen  vorhergehenden  Untersuchungen  wurde  voraus- 
gesetzt, dass  man  es  nur  mit  reellen  Zahlengrössen  zu  thun 
hat.  Da  aber  schon  die  Arithmetik  genöthigt  ist,  die  imagi- 
nSren  Grössen  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zu  ziehen, 
so  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  die  Analysis  nicht  umhin 
kann  dasselbe  zu  thun.  Sie  muss  sich  also,  indem  sie  zu  ih- 
rem Ausgangspunkte  zurückkehrt,  die  Frage  vorlegen,  wie  die 
Operationen  der  Arithmetik  an  Reihen  von  der  Form  Oq-^üiX 
•^a2X^-\'...  auszufahren  sind,  wenn  die Hauptgrösse  x  nebst 
den  CoefBcienten  Oq  ,  Oi . . .  auch  imaginSre  Zahlen  ausdrücken 
können,  in  welchem  Falle  diese  Reihen  imaginfire  genannt 
werden.  Es  wird  hierbei  ans  der  Arithmetik  nicht  blos  der 
Begriff  der  imaginären  Zahl  als  bekannt  vorausgesetzt,  son- 
dern auch  wie  man  an  bestimmten  imaginSren  Zahlen  die  arith- 
metischen Grundoperationen,  das  Addiren,  Subtrahiren,  Hul- 
iipliciren,  Dividiren  und  Potenziren  ausfahren  kann. 

Im  Folgenden  soll  nach  dem  Vorgange  anderer  Mathema- 
tiker, die  imaginfire  Einheit,  welche  man  sonst  durch  ]/^l 
anzudeuten  pflegt,  durch  t  bezeichnet  .werden.  Alle  anderen 
Buchstaben,  welche  als  Zahlzeichen  gebraucht  werden,  sollen, 
wie  früher,  reelle  Werthe  behalten,  wenn  nicht  das  Gegen- 
theil  ausdrücklich  bemerkt  wird.  Einen  Ausdruck  wie  6t,  nem- 
lieh  das  Produkt  aus  einer  reellen  Zahl  6  und  t,  nennen  wir 
eine  rein  imaginäre  Grösse,  dagegen  a-^-bi^  d.  h.  die 
Summe  einer  reellen  Grösse  und  einer  rein  imaginären,  eine 
complexe  Grösse.  Die  complexe  Grösse  enthält  also  die 
reelle  als  einzelnen  Fall,  indem  man  nur  6z=0  zu  setzen  braucht. 

88. 
Nun  ist  zunächst  zu  bedenken,  dass  die  Entwickelungen 


105 

des  dritten  und  vierten  Kapitels  von  den  Werlhen,  wel- 
che wir  den  Coef&cienten  und  der  HauptgrOsse  x  geben,  gänz- 
lich onabhttngig  sind,  und  daher  unverändert  ihre  Geltung  be- 
halten, mögen  diese  Werthe  reell  oder  imaginftr  seyn»  Die 
Definition  und  die  Ausführung  der  Operationen  des  Ad direns, 
Subtrahirens,  Multiplicirens  und  Dividirens  der 
Reihen  bleibt  also  vollkommen  .dieselbe,  wenn  unter  diesen 
Reihen  auch  imaginäre  vorkommen.  Da  ferner  die  Entwicke- 
lungen  des  5ten  Kapitels  lediglich  auf  den  zwei  vorhergehen- 
den Kapiteln  beruhen,  so  bleiben  auch  sie  ungeändert,  wenn  . 
wir  sie  auf  imaginäre  Reihen  anwenden.  Was  also  dort  über 
den  polynomischen  und  binomischen  Lehrsatz  gesagt  wurde, 
behält  seine  unveränderte  Geltung,  sobald  nur  die  Voraus- 
setzung festgehalten  wird,  dass  die  Exponenten  reelle 
Grössen  sind. 

89, 

Wir  nehmen  ferner,  den  Untersuchungen  des  6ten  Kapi- 
tels ($•  42)  analog,  den  Ausdruck  imaginäre  Reihe  in  all- 
gemeinerem Sinne  als  bisher«  Denken  wir  uns  nemlich  zwei 
aas  reellen  Grössen' bestehende  Reihen 

*)  »1    +  «2    +   ««5    + 

2)  <>1    -f-    ©2    +    l>5    "1"      •  •  • 

aus  welchen  wir  den  Ausdruck 

bilden,  so  nennen  wir  diesen  Ausdruck  eine  imaginäre 
Reihe.  Gehen  die  Glieder  dieser  Reihe  unbeschränkt  fort,  so 
haben  wir  eine  unendliche  imaginäre  Reihe,  bei  welcher 
wieder,  wie  bei  der  unendlichen  reellen  Reihe,  drei  Fälle  zu 
unterscheiden  sind.  Nähert  sich  die  Summe  der  r  ersten  Glie- 
der der  Reihe  3)  d.  h.  «i +<«2"«  +  **r  +  (^i  +«'2  +  «-'+t>r)» 
einem  bestimmten  Werthe,  mit  wachsendem  r,  unbegrenzt,  so 
ist  die  Reihe  eine  convergirende>und  dieser  Werth  ihre  Summe* 
Dieser  Fall  wird  dann  eintreten,  wenn  die  Reihen  1)  und  2) 
convergiren.  Oscillirt  dagegen  eine  der  Reihen  1]  und  2), 
während  die  andere  convergirt  oder  ebenfalls  oscillirt,  so  os- 
cillirt die  Reihe  3).  Divergirt  dagegen  eine  der  Reihen  1) 
und  2)  oder  divergiren  beide,  so  ist  die  Reihe  3]  eine  diver- 
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girende.  Die  Beschaffenheit  der  imaginiren  Reihen  ist  mithin 
auf  die  Beschaffenheit  reefler  Reihen  zorflckgefilhrt. 

Eine  endliche  imaginäre  Reihe  ist  immer  als  eine  con- 
vergirende  anzusehen. 

Setzt  man  x  =z  p-^-  qi  so  istj^  =  (p+  qif.  Insofern 
r  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  heisst (p -^  ^''  dass  man 
p  4"  ^  so  oft,  als  r  andeutet,  mit  sich  multipliciren  soD,  dies 
kann  mithin  nur  ein  Resultat  geben,  welches  theils  aus  reel- 
len theils  aus  rein  imaginären  GKedem  besteht,  und  welches 
daher  durch  (p  -f-  gif  =.  a  -|-  M  dargestellt  werden  kann.  Ist 
femer  a^  =  a-j-  /?•  so  hat  man  0^.0^  =  {«  +  /?•)  (a+  W), 
setzt  man  aa  —  /96  &£=  u^,  ab  -^ßa^v^  so  hat  man  a^af' 
=  tf,.  4-  t'r  ••  Es  folgt  hieraus,  dass  man  jede  imaginäre  Reihe 
▼on  der  Form 

Oq  +  «1**  +  «a**  +  •  •  •  +  <V*^  +  •  •  • 
auch  in  die  Form  der  Reihe  3)  bringen  kann,   und   dass   da- 
her eine  solche  Reihe  convergiren,  oscilliren  oder  divergiren 

wird, je  nachdem,  wenn  man  «o  +  ^1  **  +  •  •  •  +  ^r  **"= 'V  +  ör« 
setzt,  entweder  P^  und  Q^  beide  mit  wachsendem  r  sich  ei- 
nem bestimmten  Werthe  unbegrenzt  nähern,  oder  eine  dieser 
Grössen  oscillirt  während  die  andere  nicht  divergirt,  oder 
(wenigstens)  eine  derselben  divergirt. 

Die  zwei  complexen  Zahlen  ti^4~*'r^  und  11,.  -  e^t  nennt 
man  conjugirte.  Das  Produkt  derselben  (Hy.  4  e^t)  (»^ —  f>ri\ 
=  fff.'-|-^r^  heisst  die  Norm  einer  jeden  der  zwei  conju- 
girten  Zahlen;  die  Qii&^lf  ätwurzel  aus  der  Norm,  positiv 
genommen,  oder  (ff|.* -|- e,.^^ ,  heisst  der  Modul  einer  jeden 
der  zwei  conjugirten  Zahlen.  Ist  ef.s=0,  d.h.  geht  die  com- 
plexe  Zahl  n,.  4-  e«.!  in  die  reelle  »r  über,  so  ist  auch  der 
Modul  =  ti^,  d.  h.  die  reelle  Zahl  ist  ihr  eigener  Modul.  Ist 
M^  s:  0  so  bleibt  d^  als  Modul,  von  ±  v^i. 

Wenn  man  in  einer  imaginären  Reihe  statt  eines  jeden 
Gliedes  seinen  Modul  setzt,  so  soll  die  hierdurch  entstehende 
reelle  Reihe  die  Modulreihe  heissen.  Die  Modulreihe  der 
Reihe  3)  z,  B.  ist  (•»1»  +  ©!»)*  -f  («2* +©2*)*  +... 

Man  hat 


Selzl  man     («,»  +  »,*)'  =  "»r,  ^  =  »"r,  ^  =  »"r 

SO  Istmühin  £/^<  1  und  »V<  1  and«^-|~  t),.tÄ«ir(t/r+  '^ri)* 
In  deitt  besonderen  Falle  wenn  t>f.  =  0  ist  (7,.  3=1,  ist  «^^=0 
so  ist  Fr=l,  auch  ist  in  allen  Fällen  ür^  +  F^2  =  l.  Es 
folgt  hieraus  dass  die  Reihe  3)  convergirt,  sobsfld  ihre  Ho- 
dulreihe  convergirt.  Denn  nach  dem  Vorhergehenden  ist  diese 
Modulreihe 

II»!     -f-    III2    -|-    IW5    -f-   •    .    .    . 

und  die  Reihe  3) 

«»1  (Ui^ni)+m2  (tr^  +  F^il-fmj  (K5+F5»)  +.... 
Diese  Reihe  wird  also  convergiren,  wenn  die  zwei  Reihen 

***!  ^1    "t"    ^2  ^2    "h    ^5  ^5    "l      •    •    •    • 

i»!  Fl  +  »12  Fj  +  mj  F5  +  .  .  .  . 
coi^Vgiren.  Da  aber  Pi,  Ü^,  U^  ...  Fi,  F^,  F5...  Äfchle 
BrdeUe  (und  ntt  in  einzelnen  Fällen  =  1)  sind,  so  ist  jede 
die^ei*  Reihen  im  Allgemeinen  kleiner  (und  in  kehiem  Patte 
grösdei-]  als  die  Modulreihe,  beide  Reihen  werden  demnach 
convergiren,  sobald  die  Modulreihe  convergirt.  Die  Reihe  3) 
wird  also  namentlich  dann  convergiren,  wenn  in  det  Modul-- 
rdMe  der  Quotient  zweiet  aufeinanderfolgender  Gtfed^r  (ohne 
Rücksicht  auf  das  Zeichen)  um  ein  Angebbares  kleilier  ifls  die 
Einheit  ist  ($.  48).  Ist  dagegen  dieser  Quotietjt  um  ein  An- 
gebbares grösser  als  dt^  Einheit,  mithin  dieModufreihe  diver- 
gent, so  wird  auch  die  Röihe  3)  divergiren.  In  diesem  Fall6 
wächst  nemKcfa  m^  =t  («i,.®  -f  ©r*)^  mW  ♦•  übef  jede  angebbare 
Grenze  (S.  48),  es  muss  daher  wenigstens  eine  der  zwei 
Grössen  Ur  und  e^  über  jede  angebbare  Grenze  wachsen,  mit- 
hin auch  wenigstens  eine  der  zwei  Reihen  1)  und  2)  divergi- 
ren. Die  Beschaffenheit  der  Reihe  8)  bleibt  daher  nur  dai^n 
zweifelhaft,  wenn  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender 
Glieder  der  Modulreihe  sich  unbegrenzt  der  Einheit  nähert  und 
diese  Reihe  zugleich  divergirt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  noch  ein  Satz,  von 
dem*  wir  ifögleietf  Gebrauch  machen  werdert.  Es  i^  nemlich 
der  Modul  der  Summe  mehrerer  imaginärer  Ausdrücke  im  AU- 
gemeiii^rf  kleltit^r  [und  in  keinem  Falle  grösser]  als  die  dumme 
der  Moduln  der  einzelnen  Ausdrücke.    Seyen  diese  Ausdrücke 
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•»o+«>o»f  «»i  +  «i»-«r +«'r«  also  ihre  Summe  (iio  +  tfi...+ttr 

+  {«^0  +  «>1  +  •••  +  »r)*-      ***^   ^®*2®  •»0+«l f-Wr  =  S, 

^o~f"^i'**4~^r  =  ^>  also  ist  die  Summe  der. imaginären  Aus* 
drücke  <S+  Tt,  der  Modul  dieser  Summe  (S^4-2^)i  MU  Bei- 
behaltung der  obigen  Bezeichnung  ist  aber 

S  s^  hiq  Uq  -|-  i»!  üi  -|-  •  •  •  ^  Ulf.  D^ 

T  =  m^  Ko  +  ^1  '^i  +  •  ••  +  »»r  'V 
also 

S«  +  P  ==  (mo^o +mi  üi ...  +  m^[7^)»  +  (ffioFo  +  mi  Fl ...  +  ifi^K,)» 
oder^    wenn   man  die   Quadrate   entwickelt  und  bedenkt  dass 
tro»-f  V=I|  Üi*+Fi^=  1  U.S.W.  so  findet  man 
S»-fr2=mo^  +  mx»  +  ...+m.*  +  2[momi(t^oi^i  +  FoF»)  +  ... 

Nun  ist  aber  allgemein 

(UkUi-^  Vi^Vi)^  =(ÜA»  +  Fä^)  (F/»  +  F,*)  _([7^F/-FjtO/)» 
und  Ül^»+Fjk^=l,  [7;a+F/»=l;  der  Ausdruck  {Ü^Fr-F^Oi)» 
ist  aber  positiv  oder  in  besonderen  Fällen  =  0.  Mithin  ist 
(üiO/4-  F*  F/)»  ^  1  also  auch  UkUi  +  Fj^  F,^  1.  Jeder  der 
Ausdrücke  üo  f^i  +  Fq  Fi ,  ...  ür-i  f/^  +  Fr-i  F^  ist  also  ^  1 
und  hieraus  folgt 

S2+P^Wo*  +  i»ii»...  +iiV^  +  2(moffh+-.  +  »ir-ii»^) 
d.  h.  S»+ T»^ {mo -h  i»!  .• .  +  ifir)» 
und  mithin  auch 

Nun  bezeichnet  uto  -h  iti  -f*  •  •  •  -h  ^  ^'^  Summe  der  Moduln 
der  einzelnen  Ausdrücke,  der  Satz  ist  also  bewiesen. 

90. 

Den  reellen  Doppelreihen  (§.  50)  analog  kann   man  auch 
eine  imaginäre  Doppelreihe  durch  das  System 

/  (»0,0  +  «'OJO  •  •)  +  («0,1  +  ^Oa  •  »1  -.  +  {ttO,r  +  DO,r .  •)  +.... 

I^      )+   K,o  +  «^l>0.«)  +  («ia  +«>1,1  ••).-.. +(«l,r+'Cl,r.t) +.... 


+  (uk,o+tk,o.i)  +(itt,i+tJ*,i.i) ....  +  (uk.r  +  ek^.ij  +  .... 


ausdrücken.      Diese  imaginäre  Doppelreihe  wird  convergJren, 
wenn,  nachdem  man  das  System 


") 
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(»0,0  +  t^CbO  • »)    +...•+   («0,r  +  t>0,r .  t^ 


heraosgehoben  hat,  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  der 
übrig  bleibenden  Glieder,  in  welcher  Ordnung  man  sie  neh- 
men mag,  mit  unbegrenzt  wachsendem  k  und  r,  unter  jeden 
angebbaren  Werth  sinkt.  Dies  wird  aber  sicher  der  Fall  seyn, 
wenn  die  Summe  der  Moduln  dieser  Glieder,  bei  unbegrenzt 
wachsendem  k  und  r,  unter  jeden  angebbaren  Werth  sinkt. 
Die  Doppelreihe  I)  wird  also  convergiren ,  wenn  die  Doppel- 
reihe convergirt,  die  man  erhält,  indem  man  statt  jedes  Glie- 
des seinen  Modul  setzt.  Bezeichnet  man  nun  allgemein  durch 
mp^q  den  Modul  von  Up^q  -|-  f?p,y.t,  so  wird  diese  neue  Dop- 
pelreihe durch  das  System 

"•oo    +    '''0,1    +••••+   ^Ofi- 
J+   ^1,0   +   »*1,1    +    ••••    +   ^Ijr 

III) 


gebildet. 

Diese  Doppelreihe  convergirt  aber,  wenn  die  einzelnen 
Horizontalreihen  und  deren  Summe  convergirende  Reihen  aind 
(§.  51],  unter  denselben  Umständen  convergirt  also  auch  die 
Doppelreibe  I). 

Ist  W  der  Werth  der  convergirenden  Doppelreihe  I)  und 
bezeichnet  man  durch  Wk,r  den  Werth,  welchen  man  erhält, 
wenn  man  in  11)  die  Werthe  der  einzelnen  Horizontalreihen 
zusammenzählt,  so  ist  W  ^^  Hm  Wk,r  wenn  man  A  und  run- 
begrenzt wachsen  lässt,  Wh,r  ist  aber  zugleich  der  Werth, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  in  U  'die  Werthe  der  einzel- 
nen Yerticalreihen  zusammenzählt.  D.  h.  wenn  die  Doppelreihe 
I]  convergirt,  erhält  man  ihren  Werth,  indem  man  die  Summe 
ihrer  einzelnen  Horizontalreihen  oder  ihrer  einzelnen  Yerti- 
calreihen nimmt. 

91. 
Rttcksichtlich  der  Addition  und  Subtraktion  zweier  imagi- 
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närer  Reihen  kann  inM,  na€h  dem  Vorhergebeiiden  ^^  die  in 
§.  52  für  reelle  Reihen  bewiesenen  Sftize  sofort  auf  die  ima- 
ginftren  übertragen.  Sind  nemlich  ^arsf  und  Sb^x^  zwei 
convergirende  imaginäre  Reihen,  so  hat  man 

S  arX'    +   S  brOf   ^  S  (Or  +  br]  X^ 

S  OrOT  —  2  brof  =  2  (a^  —  br)  «^ 
Ebenso  kann    man  in  Beziehung  auf  die  MulüpUcation  zweier 
imaginärer  Reihen   einen  dem   in  f.  53  bewiesenen  analogen 
Satz  aufstellen. 
Seyen  nemlich 
4)  Gq  -|-  aix  +  a^x^  +  •  •  •  • 

zwei  eonvergirende  imaginäre  Reihen^  FT  und  W  ihre  Werthe 
und  Aq  -^  iii^r  4*  •••  ^^^  ^^^^^  Multiplication  entsprechende 
Produkt.      Man    setze    allgemein    ai^a^  =  nj^  -|-  oj^t,    bi^acf^ 

nach  hat  man 

Sind  nun  die  Moduireihen  der  Reihen  4)  und  5)  d.  h.  die  Reihen 

•Wq    +    **•!+    ^2     +    •    •    • 
**0     "f"    *•!    -f"    '•2     +    •    •    • 

convergent ,  so  kann  mm  das  Zeichen  des  Entspr^bens  dnrdi 
das  Gleichheitszeichen  ersetzen  und  hat 

WW  =  (ao  +  aia?  +  a^a?»...)  (60  -f  bix  4-  b^x*  +  ...) 

=2  ilo  4  ÄiX  -I-  A^x^  +  .  •  . 
Führt  man  nemlieh,  wie  in  §.  53,  die  Multiplication  der  Rei« 
hen  4)  und  5)  aus,  so  erhäh  man 

-i-  61  xa^  +  bix  .OiX  -f  .  .  . 
-f  fcjaj^.Oo  +  .  .  .  . 


und  wenn  man   aligemein  statt  ai^o^^  bf^a^  ihre   oben  einge-* 
führten  Werthe  setzt 

6)    j  +{*i4/it)(iio4M  +  G^i  +  M)(i*i+M  +  -.. 
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Man  hat  also  hier  eine  imaginftfe  Doppelreihe,  deren  einzelne 
iSlieder  die  Form  (9    -f-  i  i)  {»    -|-  ©  •)    haben,    der    Modul 

eines  solchen  Gliedes  ist  (s^  +  t^)^  (kJ  +  r^*  =11^  .  m^  •). 

Wenn  man  nun  statt  jedes  Gliedes   dieser  Doppelreihe  seinen 
Modul  nimmt,  so  erhält  man  die  Doppelreihe 

'•o^o  "t"  '•o^*  "f"  ^0^2  "h  •  •  •  • 
^\     i  +  »i»»^j  +  »1^1  +  •  •  •  • 

-|-  n^ff^Q  4"  •  •  •  • 


Bei  dieser  Doppefareihe  convergiren  aber  nicht  blos  die  ein- 
zelnen Horizontalreihen,  deren  Werth 

'•o  (•'•0  +  "•j  +  *»»  "f"  •  •  •) 

^2    ('"0    +    ^1    +    *'»2    +    •    •    •) 

n,  s«  w. 
ist,  sondern  es  convergirt  auch  die  aus  diesen  Horizontafarei-<* 
hen  gebildete  Reihe,  deren  Werth  («o  +  «1  +  »2  +  •  •  0 
(m^  +  »»1  +  «»2  +  •  •  •)  äst.  Diese  Doppelreibe  cowrergirt 
also  und  mithin  auch  die  Doppelreihe  6).  Der  Werlb  dieser 
letzteren  Reihe  ist  demnaeh  der  Summe  ihrer  Horizantabrei- 
hen  gleich  d.  h. 

=  WW,  Aber  andererseits  ist  ihr  Werth  auch  die  aus 
ihren  Yerticalreihen  gebildete  Reihe,  diese  letztere  ist  aber 
nichts  Anderes  als  die  Reihe  A^  -^  AiX  -{-  , .  .y  mithin  ist 

WW  =  ^^  +  Aix  ^  .  .  .  . 
Da   die   Doppelreihe  A)  convergirt,    so    convergirt    auch   die 
Reihe,   welche    aus    ihren   Yerticalreihen    gebildet  ist,    d.  h. 
die  Reihe 

deren  allgemeines  Glied 

ist.     Hieraus  folgt,    dass  die  Reihe  A^  -f-  A^x  -\-  ...  selbst 


♦)  Denn  da  («    +  f  t)(«    +  c  •)  =(«  ti    -  tv)^  (1  i«,  +  s^tji 

so  iftt  die  Norm  (j  u    -   rr  )»  +  (#  «  +«  r  Y  =  (»' +  *2) K  +  «^i)* 

^V  9         P9P9P9  ^  p  ^    f^  q  ^    q* 
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wieder  die  Eigenschaft  hal,  dass  ihre  Modulr^ihe  conTergirt, 
sobald  nur  die  Modulreiben  der  Reihen  4)  und  5)  convergi- 
ren.    Da  nemlich  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe 

ist,  und  die  Summe  der  Moduln  der  einzelnen  hierin  enlhal- 
lenen  Glieder 

ist^  80  ist  nach  dem  in  $.  89  bewiesenen  Satze  der  Modul 
von  AfX^  kleiner  als  diese  Summe.  Nun  wurde  soeben  be- 
merkt, dass  die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  diese  Summe 
ist,  convergirt,  nmsomehr  muss  also  die  Reihe  convergiren, 
deren  allgemeines  Glied  der  Modul  von  A^af  ist,  d.  h.  die 
Modulreihe  der  Reihe  ii^  -f-  iliX  +  •  *  • 

92. 

Ist  also  ausser  den  zwei  convergirenden  Reihen  4)  und  5) 
auch  noch  die  convergirende  Reihe 

Of^  -{-  Cix  -^  e^x^  -h  ... 
gegeben  und  ist  zugleich  deren  Modulreihe  convergent,  so  hat 
man  auch 

(«0  +  «1«  +•••)  (*o  +  bix  +  ...)  (Co  +  CiX  +)  ... 

=  (A^  +  Aix-^...)  (co  +  Cia?  +  ...)  =  S'^fx'' 

wenn  Z^Vaf  das  der  Multiplication  dieser  drei  Reihen  ent- 
sprechende Produkt  bezeichnet.  Hieraus  folgt,  dem  §.  53  ana- 
log, der  Satz: 

Hat  man  eine  endliche  Anzahl  imaginärer  Reihen,  deren 
Modulreihen  convergiren,  so  wird  das  der  Multiplication  die- 
ser Reihen  entsprechende  Produkt  auch  das  wirkliche  Produkt 
dieser  Reihen,  im  Sinne  der  Arithmetik,  seyn. 

Ist  daher  die  Modulreihe  der  imaginären  Reihe  Sa^w^ 
convergent  und  man  hat 

wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  hat  man  auch 

[S  arX")    =  2  ArX'' 

Da  nun  1  +  x  immer  einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat. 
auch  wenn  a?  =  ti-|-ci  ist,  mithin  auch  der  Modul  (ii^+fj*)», 
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so  ist  die  Hodulreihe  des  Binoms  l  +  x,  d.  h.  der  Ausdruck 
1  -f  (tf^  +  f^)^>  weil  er  endlich  ist,  als  eitae  convergente 
Reihe  anzusehen,  und  es  folgt  hieraus,  sobald  m  eine  ganze 
positive  Zahl  ist,  da 

(1  +  xf  +  -S-Sx*" 

welcher  Ausdruck  für  reelle  wie  für  imaginäre  WeHhe  vonx 
gilt  (§.  88),  auch 

(1   +  x)"*=-J  m^sf 

p 
Ist  m  eine  gebrochene  posilivo  Zahl  «s    -  so  hat  man^  auch 

wenn  «  =  k  +  et, 

P         9 


b  ^JBaf]  4=  (1  +  xf 


L  !^  — 

Die  Modulreihe  von  S  ^^af  isX  2  ^^  (ii«^.,,«)«  und  in  die- 
ser Modulreihe  ist  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender 
Glieder 

L  Lp 

|i  r-1  r 

Die  Modulreihe  wird  also  convergiren  wenn  (i**  +  ^^)'  <^  ^ 
(vergl.  $.  56)  und  mithin  hat  man  dann 

L  >^ 

(1  +  ät)^   =  r  ^»a?^ 

Ist  (tt2+D«)*  >  1  so  divergirt  die  Reihe  S  ^»oT  (nach  §.89), 
dann   muss  das  Zeichen    des  Entsprechens  bleiben.     Ebenso 

folgt,  dass  die  Modulreihe  von  S  ^JPa?*',  wenn  0?  =  «  +  ©i, 
eine  convergente  Reihe  ist,  wenn  [u^-\-t>^)^  <    1,  nun  ist 

2  ^»jc^  .  2    *»af  +  1 
also ,  wenn  (ti*  -f-  *'^)'  <    ^  >  ^^^^^ 


IT4 


—  r  •—  r 


r 
r 


und  (1  +  a?)  ^   =  =  2     ^fßx 

Ist  ii2  ^  |,a  _  i    mithin   auch  (««  +  ©*)*  =  1  so    gehl   die 

Modulreihe  von  -J^SSx**  in  1  +  ^95  +  .. .  über,  welche  Reihe, 
wie  früher  bewiesen  wurde,  oonvergirt  (§.  63).  Also  ist  «ueh 
in  diesem  Falle 

p  P 

(l  ^  x)^  =  2  ^SB«'-     ■ 

Ebenso  folgt  aus  dem  dort  Bewiesenen ,  dass  wenn  n^-f-c^  =  1 
auch 

(1    -f  a?)  ^   =  -2     ^»«^ 

P 

sobald  —  <;  I ,  indem  dann  die  Hodulreihe  S    ^83  convergirt. 
9 

Auch  wird  es  unnöthig  seyn  hier  nochmals  nachzuweisen, 
dass  diese  Sfitze  ihre  Geltung  behalten,  wenn  der  Exponent 
des  Binoms  eine  irrationale  Zahl  ist  (vgl.  §.  57). 

Verbindet  man  das  Vorhergehende  mit  dem  §.64,  so  bat 
man  nun  das  allgemeine  Resultat:  Ist  x  =  ti  -|-  vi,  wo  so- 
wohl u  als  t)  auch  Null  seyn  können,  so  gilt  die  Gleichung 

7)  (l   +  Är)"*=  2  m^x'' 

für  jeden  Werth  von  fn  wenn  (ti*  -f  f5*)i  <  1,  Ist  (11«+  v^)i  =  1 
so  gilt .  sie  für  jeden  Werth  von  m  zwischen  19»  =  —  1  und 
m  ==  QO  ,  sobald  nicht  jc  =  «  =  —  1  (in  welchem  Falle  c  =  0 
seyn  muss),  in  diesem  letzteren  Falle  muss  m  positiv  seyn. 
Ausserdem  gilt  die  Gleichung  für  jeden  Werth  von  x  sobald 
m  eine  ganze   positive  Zahl  ist.     In   allen  übrigen  Fällen  ist 

r 

2m^x^  eine  divergirende  Reihe  und  man  muss  dann  statt  des 
Gleichheitszeichens  das  Zeichen  des  Entsprechens  setzen.     Ist 
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P 


m  eine  gebrochene  positive  oder  negative  Zahl  —  so  sagt  die 

r 

Gleichung  7)  wieder  nur,  dass  Zni^x^  eine  Zahl  ist,  deren 
gie  Potenz  der  pten  Potenz  von  I  -f-  ^  gleich  ist,  und  es  bleibt 
daher  wieder  die  Frage,  ob  es  nicht  noch  andere  Ausdrücke 
giebt,  welche  dieselbe  Bedingung  erfüllen  (vgl.  $.  65).  Diese 
Frage  wird  spfiter  (§.  113)  beantwortet  werden. 

und  sind  die  Modulreihen  der  imaginären  Reihen  Sb^x^  und 
I^A^x^  convergirende  Reihen,  so  folgt  mithin  aas 

auch  Sb^x*^  .  ZA^x'^  ss  Sor^  (§.  90) 


JQfeuntes    Kapitel. 

Die    Expenentialgrtsseii    nit    inuigiiiftreii    BxpMenteii« 

Siiiiis  und  Cosinm  reeller  Zahlei« 


93. 

Setzt  man  in  der  Reihe,  welche  den  Werth  von  ef^  angiebt 
(Kap.  7  Form.  5) ,  statt  x  überall  u  -j-  ei  so  erhfilt  man  die  Reihe 

welche  offenbar  für  jeden  endlichen  Werth  von  ii -}-<>•)  con- 
vergirt,  da  ihre  Modulreihe 

converffirt,  wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  («'-(- c*)»==jip 
setzt.      Den  Werth  dieser  imaginären  Reihe  bezeichnen  wir 

durch  difs  SymbfM  e"      ,  sp  dass  nun  allgemein  unter  e^  der 
Werth  der  Reihe  1  +  »  +  r-^  . . .  verstanden  wird,  w«i^ 


^     1 
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eben  (endlichen)  reellen  oder  itna^nären  Werth  die  Grösse  x 
haben  mag. 

Sobald  aber  x  keine  reelle  Zahl  ist,  sind  wir  aoich  nicht 
mehr  berechtigt  auf  das  in  Form  einer  Potenz  geschrie- 
bene Symbol  e^  die  Regeln  anzuwenden,  weiche  die  Arith- 
metik bei  der  Multiplication,  Division  und  Potenzirung  der  Po- 
tenzen mit  reellen  Exponenten  nachweist.  Wir  können  aber 
beweisen,  dass  die  charakteristische  Eigenschaft  der  reellen 
Potenzen,  auf  welchen  jene  Regeln  beruhen  und  welche  durch 

die  Gleichung  e*  .  e^  =  c^  ausgedrückt  wird,  auch  dann 
noch  statt  findet,  wenn  eine  der  Grössen  a?,  y  oder  jede  ima- 

ginär  ist,  so  dass  wir  mit  Recht  den  Ausdruck  e  '  als  eine 
Potenz  mit  imaginörem  Exponenten,  oder,  insofern  w-f «»  ver- 
schiedene Werthe  annehmen  kann,  als  eine  Exponentialgrösse 
mit  imaginärem  Exponenten  ansehen  werden  (§.  79). 

94. 
Dies  zu  beweisen  dient  folgender  Satz: 
Wenn  man  zwei  imaginäre  convergirende  Reihen 

b)        6o  +  hy  +  62»*  +  •  •  •  • 
hat,  so  dass  W  der  Werth    der   ersten,    W   der  Werth   der 
zweiten  ist,   und  man  bildet   aus  ihnen    eine   neue  Reihe  da- 
durch, dass  man  aus  den  zwei  Elemenlenreihen 

^0     ^1     «2  •  •  • 
&0     6x     &2  *  '  * 
die  Variationen  der  zweiten  Klasse  bildet,  jede  Form  0*6,  noch 

mit  a?V  multiplicirt,  und  dann  alle  so  gebildeten  Ausdrücke 
(in  welchen  alle  Elemente  jeder  Form  als  durch  Mulliplication 
verbunden  angesehen  werden]  so  zusammenaddirt,  dass  alle 
Ausdrücke,  bei  welchen  die  Summe  s  der  Exponenten  der 
darin. enthaltenen  Potenzen  von  x  und  y  dieselbe  ist,  zusam- 
mengestellt und  als  das  Ate  Glied  der  neuen  Reihe  betrachtet 
werden,  so  wird  diese  neue  Reihe  die  Form 

c)  0^60 + {6oöi«+ *i«oy) + (60Ö2«* + 6iöi«'y *-f  «o*«y*)  +— 

haben.  Sind  nun  die  Modulreihen  der  Reihen  a)  und  b)  con- 
vergent,  so  wird  auch  die  Reihe  c)  convergiren  und  ihr  Werth 


m 

ff  ff  seyn.  Dies^  S»lz  fei  offe«b«r  ehie  Verlritgem^in^emtig 
des  in  §.  91  rücksichtlich  der  Moltiplication  zweier  imieigitiarer 
Reiben  bewiesenen.  Denn  setzt  man  y-=z  x^  so  geben  die 
Reihen  a)  und  b)  invdie  dortigen  Reihen  4jr  und  5]  über,  und 
die  Reihe  c)  in  die  dortige  Jleihe  il©  +  ^1^+  -^2**  +  .. .  , 
In  der  That  haben  wir  auch  nur  den  dort  gegebenen  Beweis 
zu  wiederholen  und.  können  uns  desw^egen  hier  kür«er  fasse«. 

Mali     setze     nemlich    wieder     allgemein    aj^x  ^=  nj^  -f  f'j^t; 

Die  Modulreiheii  der. Reihen  a)  und  b)  sind  also  bezüglich 

d)  «Iq  -f-  OTj  -}-  m^  -j-  .  .  .  . 

6)  »»o    +  »1    +  «2    rf  •  •  •  •     -[ 

ondoie  Reihe  c)  gieht  in  ; 

0     (»o+'oillWo+Vl+l'o+VllMi+e  i»)+('o+V)  («a  +•»»)+•••• 

+(»,-f*i»l(«o+eo«)+('i+  <i<)(»i  +«!<) 

+  («9+'a«)  K  +  V") 
über,  so  dass   dies«  Reihe  f)    vollkommen  mit  der  Reihe  6] 
des  S.  91  übereinstimn^t.'    Uire^Iodulreihe  is^daher  auch  wieder 

«0»*0    +    %^l    +    '*0^2    +    .    .    •    . 

welebe,  wie  in  §.91  bewiesen  wurde,  convergirt,  weil  die 
Reihen  d)  und  e)  der  Voraussetzung  gemäss,  convergiren. 
Mühin  convergirt  auch  die  Reihe  f)  und  ihr  Werth  ist  die 
Summe  ihrer  Horizontalreihen  oder  WW\  Aber  ihr  Werth 
ist  zugleich  auch  die  Summe  ihrer  Verlicalreihen,  welehe  wie«*- 
der  nichts  Anderes  als  die  Reihe  c)  ist.     Also 

+    «0*1» 

Nun  haben  wir  bewiesen,  dass  so^wohl  die  Reihen 

e*=  1  +  jc  4-  j — 2  +  •  •  • 

«»  =  l  +  y  +  Y^2  +  •  •  • 
als  auch  ihre  Modulreilien  convergiren,   auch  wenn  «  und  ^ 
imaginflre  WerJhe  sind.    Setat  man  also  diese  Reihen .  stall  der 

12 


m 

Reih«n  a)  nod   b)  so   gendgen  si«    den  gemacfateo  Voraas- 
setiongsB.    Di«  Reihe  c)  wird  hier 

1  +  («  +  y)  +  (y^2  +  *y  +  r^  +  ••••  =  "«•** 
und  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  ist 

n  fi-1  «-2  «-r  r  n 


1..«  '  !..(•— 1)*  1    '  !..(«— 2)' 1.2      '    l..(ii— r)'l..j-      '   I...« 
Bezeichnet  man  dieses  allgemeine  Glied  durch  5,  so  ist 

««  .  <^  =±  1  -f  Si  +  »2  H-  .  .  .  .  +  S„  4-  .  .  . 

Nun  ist 

s^  =  ^_.  r,  +  „  (M)  +  !L(!^  (1)%. ..,+(!)"] 


I . . . «  o,„         « 
oder,  da  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  (vgl.  §.41  Form. 31} 

s^  =  :j —  s  *»  (^; 

Sey   nun  a?  =  jü  +  yt;  y  =  /•  +  ^i,    so  ist  ^  =  '-^^. 
=  « — j 1 =  -X — i 1  H ^—. 5  «.    hetzt  man 

daher  --^-^  =  «,  ^f  ~  ^f  =  p,    so  ist  ^  =  w  +  di, 
mithin  ($.  92) 

2  .h  (p-=  (T  +  ^)' 
und 


a? 


"        1.2..«        ^    ^  •''        1.2...« 


Demnach 


«'■'•  =  >  +  ^'  +  '^^-+^H  +  - 


d.  h. 


1)  >  .  /  =  /+" 


95. 

In  dem  besonderen  Falle,   wenn    man  an  statt  m  setzt,  wo 
nun  X  wieder  eine  reelle  Zahl  bedeutet,  erhslt  man 

2)  e  _!+«  +  —  +  __+...+  ___+... 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

~  '  +  1.2+  1.2.3.4  +  •  •  • 

+  *  ^*  +  m  +  1.2.3.4.5  +  ••••)  ' 

oder  da  t^**  =  -|-  1  oder  —  1  je  nachdem  r  gerade  odqf 
angerade  ist, 

3)  e     =   1  —  - — -   -f 


•    •     • 


1.2'    1.2.3.4 

+  •  ^'  ""  17273  +  1.2.3.4.5  ~ ^ 

Die  Werthe  der  hier  zum  Vorschein  kommenden  Reihen  jfüh- 
ren  in  der  Analysis  besondere  Namen.    Man  setzt  nemlicK 

4)         cos  a?  =  1  —  - — -    -f. 


.■• 


1.2'    1,2.3.4        1.2. ..fr 


•  •  % 


5)  m  *  =  ^  -  j-^^  +  y-2_g  -  jp-g--  .,..•) 

Zwar  haben  die  Zeichen  co$  und  sin  schon  eine  bestimMd^ 
Bedeutung  in  der  Trigonometrie.  Es  wird  auch  später  von 
dem  Zusammenhang  der  Reihen  4]  und  5)  mit  der  trigonome- 
trischen Bedeutung  von  cos  und  sin  die  Rede  seyn.  Vorläu- 
fig aber  sehen  wir  gänzlich  von  diesem  Zusammenhange  ab 
und  betrachten . ero«  x  und  sinx  pur  als  analytische  Kunsl«- 
ausdrücke,  durch  welche  die  Werthe  der  zwei  convergiren- 
den  Reihen  4]  und  5j  bezeichnet  werden. 
Zunächst  folgt  aus  3)       ^ 

6)  e     ==  cos  X  •\'  sin  X  .  i 
und 

7)  c"   =  cos  X  —  sin  X  ,  i 


*'}  Das  Zeichen  com   spricht    man  Cosinus    ans,    das  Zeichen  »rii 
aber  Sinns. 

12* 
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also   wenn    man    diese    Ausdrücke   mit    einander   multiplicirt 
(Form.  1) 

8)  e^  =i  l  c^  (cos  x)*  +  («t«  x)^ 

Addirt  man  zuerst  die  Formeln  6)  und  7]   uqd  siibtrahirt  man 

dann  die  zweite  von  der  ersten,  so  erhält  man 

•  •  •  > 

e     4   e 

9)  cos  X  = 

an 

e 

10)  »II  X  =  — - 


Ferner  wenn  iftan  die  zwei  Gleichungen 

e     =  cos  X  4-  sin  jp  .  t 

yi  ... 

er    =:  cos  y  -{-  sin  y  .  $ 

mit  einander  multiplicirt 

c*  =  cosx  cosy  —  sinx  siny-\'%[s%nx  cosy-^-cosxsiny) 

da  aber 

e^     '*  =  cos  («  +  y)  +  *•**  (*  +  y)  • 

so  folgt 

11)  cos  («+y)  =  cos  X  cosy  —  sin  x sin  y 

12)  sin  {xf^y)  =:::  sin  X  cosy  -f-  cosx  sin  y 
Ebenso  findet  man  aus 

e     .  c       =  e 

13)  cos  [x  — y)  =  cos  X  cos  y  -j-  sin  x  sin  y 

14)  sin  (jp  — y)  =  sinx  cosy  —  cos x  siny 

•  •  • 

Multiplicirt  man  demnach   die  n  Ausdrücke  e*^*  .  c*^*  . . .  e  * 

mit  einander,  so  dass  man  e****  .  e**** ...  e*"*  z;=  e^*** '"*'*''"'''*  * 
hat,  so  folgt 

15)  (cos  Gl  -{-sinui  .t)  {cosa2'{-sin  a2.i) ...  (cosaf^-\-sina^.i) 

=  cos(ai  +«2  +  ••  •  O  +  ****  («1  +  «2  .  •  +  öj « 
Setzt  man  hier 

^1  =  (22  =  05...  =  0^  =  a 
#0  erhält vmao 

16)  (co*  a  -f"  sina.i)^  =  cos  na  '\-  sinna.i  ^ 
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Will  tnffn  für  jedes  gegebene  reeHe  x  den  Werih  von  e^ 
berechnen,  also  ein  imaginftres  Potenzensystem  mit 
der  Basis  e  und  dem  Exponenten  x%^  so  folgt  aus  6)  dass  Mtfh 
nur  cos  x  und  sin  x  zu  bestimmen  hat  In  dieser  Beziehung 
ist  nun  zunächst  zu  bemerken,  dass  man  dieWerthe  von  co^a; 
und  si»  X  nur  für  alle  positiven  Werthe  von  x  zu  finden 
braucht.  Der  Werth  der  Reihe  4)  bleibt  nemlich  uageöndert, 
wenn  man  — x  statt  x  setzt,  während  in  der  Reihe  5)  alle 
Glieder  durch  diese  Substitution  das  entgegengesetzte  Zeichen 
erhalten.     Man  hat  also 

17)  cos  ( — *)  =  cos  X 

18)  sin  ( — ät)  =s  —  sin  x 

Beschränken  wir  uns  daher  auf  die  positiven  Werthe  vpn  x^ 
so  ist  ferner  zu  bemerken,. dass  man  nicht  die  beiden  Werthe 
cos  X  und  sin  x  sondern  nur  einen  derselben  unmittelbar  zu 
berechnen  braucht,  indem  man  aus  jedem  derselben  den  an* 
deren  ableiten  kann.     Denn  aus  8)  folgt 

19)  cosx  =  ±  |/l  —  (mi)^ 

20)  sintt  =  ±  ]/l  —  [cosof)^ 

wo  also  nur  das  zweideutige  Zeichen  noch  genauer  zu  be-* 
stimmen  ist,  was  sogleich  geschehen  soll. 

Mag  man  nun  sinx  oder  cosx  auswählen,  so  braucht 
man  den  Werth  nicht  für  jedes  x  besonders  zu  berechnen, 
sondern,  wenn  ifian  von  x^=:0  ausgeht;  so  wird 'man  von  da 
bis  zu  einem  bestimmten  Werth  vt>n  x^  welcher  aus  einem 
später  zu  erörternden  Grunde  27t  heissen  soll,  für  keine  zwei 
dazwischen  liegenden  Werthe  von  «;,  zugleich  für  sinx  und  für 
cos x^  denßelbßn  Werth  finden,  wenn  man  nicht  bios  den  ab* 
soiuten  Zahlenwerth  sondern  zugleich  das  Zeichen  berücksich- 
tigt. Für  xt=z2n  erhalten  sin  und  cos  wieder  denselben  Werth 
wie  für  x==>0  und  es  wiederholen  sich  zwischen  \Är  =  ?fr 
und  x  =  4n  genau  dieselben  Werthe  in  derselben  Ordnung, 
so  dass,  wenn  a  <  2^,  sin  [2n-\-a)  =:sina  und  cos[2n'\-  a) 
sss  cos  a.  Dieses  Verhältniss  wiederholt  sich  nun  immer  fort 
in  derselben  Weise,  so  dass  allgemein,  wenn  m  eine  ganze 
Zahl  bede^et,  cos  (2m/r  -^  «)  =  cos  «  und  mn  {2mn  4-  b)''^  «n^* 
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Man  sagt  daher  sm  and  eas  seyen  periodische  Funhtionen 
Ton  s,  indem  man  hiemut  anadrdckt,  dasa  immw  dieselben 
Werlbe  in  derselben  Ordnung  wiederkehren ,  wie  anch  x 
wachsen  mag« 

97. 

Um  diese  wichtige  Eigenschaft  Ton  stn  und  eo$  nachzu- 
weisen, bemerke  man  zunächst  dass  sich  unmittelbar  aus  den 
Formeln  4)  und  5) 

eo9  (0)  =  1,  JM  (0)  =  0 

ergiebt.  Ferner  zeigen  diese  Formeln,  dass  sin  x  und  cos  x 
positiv  seyn  müssen,  so  lange  x  positiv  und  nicht  grösser  als 
die  Einheit  ist.  Denn  in  beiden  Reihen  ist  unter  dieser  Vor- 
aussetzung jedes  Glied  kleiner  als  das  vorhergehende,  wäh* 
rend  die  Zeichen  abwechseln.  Man  hat  daher  (vgl.  §.  59)  so 
lange  x^\  und  zugleich  *  >>  0 


cos  X  > 

x^ 

sin  X  "^ 

«5 

••             1     «1     «1 

x» 


oder  sinx  ::>  X  (\  —  ) 

also  cos  X  und  sin  x  positiv  und  grösser  als  Null.  Aus  8) 
folgt  aber,  dass  sowohl  sin  x  nls  cosw  nur  ächte  Brflche  oder 
die  Einheit  sind ,  und  zwar  muss  cos  x  oder  sin  x  Null  seyn, 
wann  sin  m  pder  cosm  die  Einheit  seyn  soll  Mitbin  müssen 
sowohl  cos  X  Hs  sinx  für  alle  Werlhe  von  #,  die  grösser  als 
Null  und   nicht  grösser   als   die  Einheit   sind,   positive   ächte 

Brüche  seyn.    Nun  ist  cos  (0)  =  1 ,   cos  (1 )  >  -^,  sin  (0)  =  0, 

5 

sin(\)y>  -^.    Zwischen  diesen  Grenzen  moss  aber  cos  x  im- 

mer  abnehmen  und^n^p  immer  zunehmen.  Hat  man  nem- 
lieh  für  eine  Zahl  a,  welche  zwischen  0  und  1  liegt,  cos  a 
berechnet,  und  ist  a-j-b'^a  und  ebenfalls  zwischen  0  und  1 
enthalten,  so  ist  nach  11) 

cos  (fl-^b)  :=z  cos  a  cos  b  —  «tu  a  sin  b 

nun  sind ,  wie  eben  bewiesen  wurde,  cos  a,  sih  a,  cos  6,  sin  b 
sämmtlich   positive   ächte  Brüche,    man  hat  abo  cos   (a  4-  A) 


COM  9   =1    — 


}8S 

<  COM  a  oo$tf  cmd  «m  so  mebr  «of  (a  4*  ^)  <  ^^  ^-    Ebei^ 
isl  nach  14) 

9in  [a  —  b]  «s  $%n  a  cos  b  —  cos  a  sin  b 
also  wenn  a  und  b  beide  zwischen  0  und  1  liegen  und  a  >»  A 

sin  [a  —  6)  <  sin  a  cos  6,  um  so  mehr  sin(a  —b)  <Csika 
Für  jede  Zahl  m  zwischen   0  und  1  hat  also  sowohl  sin  x  als 
cos  X  einen  anderen  Werth.     Schreibt    man  die   Reihe  4)  in 
der  Form 

1  n  + 1.2.3.4  ^^nre  ~  \77^~"" 

go  folgt  auch  noch  (§.  59) 

,1,1 

«0«  (i)<  1  -  rr2  +  rx3r4 

d.  h.     co»(l)<  0,54,..  und  umsomehr  co*(l)<  0,55. 

Indem  nun  cos  x  zwischen  a?  =  0  und  «  =  1  fortwährend 
abnehmend,  alle  Werthe  durchläuft,  welche  zwischen  1  und 
einer  Zahl ,  die   >  0,  5  und  <  0,55  ist ,  enthalten  sind,  muss 

er   auch    einmal   zwischen    diesen    Grenzen    den   Werth    r-?^ 

=  0   707.. •  erhalten ♦),  d.  h.  es  muss  zwischen  0  und  1  eine 

1 
Zahl   *    geben,    für    welche  cos  k  =  r-^-,    nun   ist    sink 

:r^  y\  --  [cos  *)»  also  auch  «i»  *  =  ry-g*    Es  giebl  also  zwi-f 

sehen  0  und  1  eine  Zahl  &  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass 
sink  =  cos  k.  Es  giebt  aber  zwischen  diesen  Grenzen  auch 
nur  eine  einzige  Zahl  dieser  Art.     Sobald  neralich  sinm  und 

1 

cosx  glichen  Werlh  haben,  muss  jede  dieser  Grössen  =  -^^ 

seyn ,  weil  dann  in  Folge  der  Formel  8) 

[sinmf  +  [cosxf  =  %[sin  x^  =  2{cosxf  ==.1 
Nun  muss  aber  cosx  grösser  oder  kleiner  als  cosk  seyn,  je 
nachdem  die  zwischen  0  und  1   liegende  Zahl  x  kleiner  oder 

*)  Es  ist  nemlich  nicht  zu  übersehen,  dass  sich  co$  x,  wenn  x 
sich  all  m£l  ich  ändert,  ebenlaüs  a  II  m  i  1  i  e  h  uiid  nicht  etwa  sprungw 
weise  ändert.  Denn  ist  b  eine  sehr  kleine  Zahl,  so  ist  cos  b  der 
Einheit  sehr  nahe,  während  «in 6  sehr  klein  ist;  dann  isl  auch  co«(a-|-6) 
sehr  wenig  TOn  coi  a  yeNfchieden« 
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grteser  als  k  isi^  die  Zahl  k  kH  folglicli  4i0.^n»ige  awischen 
Null  und  1  iiegeude  Zahl,  bei  welcher  der  Cosinus  den  Werlii 

—7^  hat. 

Setzt  man  nun  in  Formel  II) 

X  :^  y  ~  k 
so  folgt   . 

cos  2  A  =  cos  k  cos  k  —  sink  .  sink 
also  da  cos  k  =:=^  sink 

21]  casi  k  zsz  Q 


98. 

Es  ist  hierdurch  nachgewiesen,  dass  es  zwischen  0  und 
2  eine  Zahl  giebt,  für  welche  der  Cosinus  Null  ist;  und  es 
folgt  hieraus  zugl^ch ,  dass  sie  zwischen  1  und  2  liegt.  LSge 
sie  nemlich  zwischen  0  und  1,  so  müsste  ihr  Cosinus  zwischen 
1  und  0,  55  liegen.  Auch  ist  klar,  dass  eih-nur  eine  einzige 
Zahl  dieser  Art  zwischen  diesen  Grenzen  giebt,  weil  es  sonst 
auch  mehr  als  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  geben  müsste,  für 
welche  Cosinus  und  Sinus  denselben  Werth  haben.  Demnach 
folgt  «US  20) 

$in2  k  =  ±  1 
Die  Zweideutigkeil  des   Zeichens  ist.-  aber  leicht  zu   heben. 
Denn  au9  5)  folgt 

•  oi._oi      *'*'        2**'      ^^^      29*9      2x1411 

„n2k-2k-j-^  +  Yz^-  r::7  +  T:::9~i;:7n  +  - 

oder 
.   «,      «../1      22*V.  25*5        2«*2    ,  29*9   ,        2***    ■. 

«'•2*=2*('-2:3)+o(^-o)+r::9('-iä7n)+- 

nun  ist  2*  <  2  also  2»**  <  4,    um   so  mehr  2***  <  6  .7, 
2«*«  <  10  .  11  u.  s.w. 

2^  *^ 

mithin  «ii2*>2*  (1—  5— o)>     um    so    mehr  ~sm    2*     > 

«  •  o 

4 

2*  (1  —  ^)  also  sin  2*  positiv  und  zwar 
0 

22)  m  2*  =  1 

Man  betrachte  jetzt  eine  Zahl  a  welche   zwischoo  1  und  2* 


m 

liegt  und   setze  ar=:2A  —  b.     Da  2iir<  2,    so   mass   mtthw 

b  <i^  l  seyiu    Femer 

4fota  «=  co${ik—b)  as  C0s2kcasb  +  $in2k$mb  sas  $mb 
sin a  =  $in (2i  —  6)  =  $m2kcosb  —  cö$ 2k mfr  =:  cosb    - 

Hieraus  folgt,  dass  auch  für  jede  zwischen  1  und  2k  liegende 
Zahl  a  sowohl  cos  a  als  sina  positive  ichte  Brftehe  sind,  and 
zugleich,  da  jedem  bestimmten  a  ein  bestimmtes  b  entspricht, 
dass  es  zwischen  diesen  Grenzen  nicht  zwei  Zahlen  giebtj  für 
welche  Cosinus  oder  Sinus  denselben  Werth  haben. 

Es  folgt  hieraus  ferner,  dass  es,  um  die  Werthe  der  Co- 
sinus und  Sinus  aller  Zahlen  zwischen  0  und  2k  zu  erhalten, 
genügt,  die  Sinus  oder  Cosinus  aller  Zahlen  zwischen  0  und  k 
unmittelbar  zu  berechnen.  Denn,  wie  schon  oben  ($.96)  be- 
merkt wurde,  kann  man  immer  aus  dem  bekannten  Sinus  den 
Cosinus  und  umgekehrt  finden.  Gesetzt  also,  man  habe  die 
Cosinus  aller  Zahlen  zwischen  0  und  k  mit  Hülfe  der  Reihe  4) 
berechnet,  so  findet  man  daraus  die  Sinus  dieser  Zahlen. 
Wird  nun  der  Sinus  oder  Cosinus  einer  Zahl  a  gesucht,  welche 
zwischen  k  und  2k  liegt,  so  setze  man  a=  2&  —  6,  nun  ist 
b  K.  kf  mithin  sind  sinb  und  cos  b  bekannt,  also  auch  cos  a 
=:sinb  und  sina  =  cos  b.  Je  grösser  aber  a  ist,  desto 
kleiner  ist  6,  desto  kleiner  ist  also  auch  sinb  und  desto 
grösser  cos  b.  Die  Cosinus  nehmen  also  auch  von  Jr,  wo 
cosk  s;smi,  bis  2k  wo  cos  2k  =  0,  fortwährend  ab,  wäh- 
rend die  Sinus  zwischen  diesen  Grenzen  fortwährend  zuneh-^ 
men.  Wir  können  daher  jetzt  sagen ,  zwischen  x  =  0  und 
X  :=:  2k  nimmt  eos  x  fortwährend  ab,  sinx  fortwährend  zu. 

« 

99. 

Man  habe  nun  irgend  eine  positive  Zahl  x,  so  kann  niän 
dieselbe  immer  sss  n.2k-\-  a  setzen,  wo  n  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  oder  Ntdl  bedeutet,  und  a  eine  Zahl  welche  zwischen 
0  und  2k  liegt,  oder  auch  sa  0  ist.     Alsdann  hat  man 

23)  /=  ;••"+-"=(«"*)"  .  a-* 

=  (cos  2k  -^  sin  2k,  •)*  (cos  a  ^  sina.i)  =  •**  [cos  a  +  sina,  i) 
aber  auch 

24)     e**=c^*-**+''^*=  co*l».2*-fa)+m{ii.2*+ö)i' 
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«Iso 

25)    co*(i».2*+a)4-«ii(n.2A  +  o)f  =  t*  [coso^nna.t^ 
Bs  SHid  iHiii    verschiedene   in    dieser  Formel   enthaltene 
Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Bs  sey  a=rsO  alsa  x  ein  Vielfaches  von  2^,  so  ist 
cot  a  s»  1 ,  $ma=^0  also  nach  23) 

e       =  i*=  cof  2it*  4"  ^^  ^^  •  • 
Ist  n  eine  durch  4  theilbare  Zahl,  also  n=4l,  so  ist  «•=  I 
mithin 

CO«  Znk  =  1 ,     «m  2n*  ==  0 
Ist  n  durch  2  und  nicht  durch  4  theilbar,  also  n  =  4(+2,  so 
ist  f«  ==  —  1  und 

cos  2«*  =  —  1 ,     «in  2nk  =  0 
Ist  n  eine  ungerade  Zahl,   welche    durch  4  getheilt  den  Rest 
I  giebt,  also  ii==4/+l,  so  ist  i«  =  f  und  niilhin 

cos  2nk  =  0     sin  2nk  =  1 
Ist  endlich  n  ungerade  und  giebt  durch  4  getheilt  den  Rest  3, 
also  »  =  4/  +  3 ,  so  ist  i*  =  —  •  und 

cos  2nk  =  0    Mit  2nk  =  —  1 

II.  Es  sey  a  nicht  Null.    Dann  folgt  aus  25) 

&"      '    '=  sina.%   '     +  cosa.% 

.»•+1  ,  .* 

Wie  aber  n  beschaffen  sey ,   immer  ist  stii d  .  t       ^cosa.% 

eine  complexe  Zahl,  d.  h.  c**  ist  eine  complexe  Zahl,  so- 
bald X  kein  Vielfaches  von  2*  ist,   während   nach   dem  Vor- 

hergehenden,  wenn  x  ein  Vielfaches  von  2k ist,  e  den  reel- 
len Werlh  1  oder  —  1  hat  je  nachdem  x  =  8tt  oder(8/  f4)Ä 
ist,  und  den  rein  imaginären  Werth  i  oder  —-«je  nach- 
dem x=^(Hl+2)k  oder  a?=:{8/  +  6)* 

Je  nachdem  nun  n  =  4/,  4/  +  1,  4/ -j- 2,  41  +3  folgt 
weiter  aus  25)  dass  cos  (2nk  +  o)  f  sin  (2nk  +  a)  t  =  cos  a 
-\- Sinai,  oder  =:»(cosa4-^«*^)  oder  = — (co«  o-J- ma.t) 
oder  endlich  = — t [cos a-^-  sina.i]  ist.     Mithin : 

wenn«=4/,  cos(2nk-{-a)  =  cosaj  sin(2nk-h(i)=^sina 

wennw=4/4-l,  (co*2«*+a)=— ma,  sm(2n*-fa)  =cosa 
*")  jwennn=4/+2,  oo*(2n*+a)=:— oo«o,  sin{2nk-\'(i}^=—sina 

w^nn  ii=4/-f.3,  cos{ink^a)  «°=  m  a ,    m(2ni+o)a= — cos  a 
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Aas  dem  Vorhergehenden  ersieht  «lan,  dass  cos  x  und  sin  x 
für  jedes  x^  welches  grdsser  als  2k  ist,  bdkannt  ist,  sobald 
man  die  Werthe  dieser  Grössen  für  alle  zwischen  0  und  2i 
liegenden  Werthe  von  x  kennt  und  mithin ,  nach  $;  98,  dass 
man  cos  x  und  m  o;  für  jeden  Werth  von  x  kennt,  sobald 
nur  cos  x  oder  sin  x  für  alle  zwischen  0  und  k  liegenden 
Werthe  unmittelbar  berechnet  sind.  Aus  26)  ergiebt  sich,  dass 
sowohl  cos  als  sin  wieder  dieselben  Werthe  annehmen,  so- 
bald man  von  einer  Zahl  a  zu  einer  anderen  übergeht,  welche 
um  8tt  grösser  ist.  Und  umgekehrt  müssen  zwei  Zahlen, 
welche  denselben  Cosinus  und  denselben  Sinus  haben,  um  Slk 
verschieden  seyn.     Ist  nemlich  cos  a^s=cosh  und  sin  az=z  sinb^ 

so  ist  e  *  =  e  *  also  e  *  =;=  1  und  mithin ,  wenn  a  die 
grössere   Zahl  ist,   a  —  fr  =8M,  da  nur,    wenn  x  =:  8lk, 

m 

e  =  \  seyn  kann,  wie  oben  bewiesen  wurde.  Zwischen  0 
und  8k  giebt  es  also  keine  zwei  Zahlen,  welche  zugleich  den** 
selben  Sinus  und  denselben  Cosinus  haben,  von  Sk  an  aber 
wiederholen  sich  fortwährend  dieselben  Werthe  dieser  Grosses 
in  derselben  Ordnung,  so  dass  allgemein  jede  Zahl  von  der 
Form  8lk  -|-  a  denselben  Cosinus  und  denselben  Sinus  wie 
die  Zahl  a,  welche  kleiner  als  8k  ist,  hat.  Hiermit  ist  die  in 
§.  96  ausgesprochene  Eigenschaft,  nach  welcher  Cosinus  und 
Sinüs  periodiseheFunktionen  sind,  nachgewiesen.  Die 
Zahl,  welche  wir  im  Vorhergehenden  8^  genannt  haben,  wurde 
dort  durch  2n  bezeichnet  und  diese  Bezeichnung  soll  von  nu;i 

TT 

an  immer  gebraucht  werden,  so  dass  statt  k  immer  j  gesetzt 

wird.  Es  wird  daher  angemessen  seyn,  die  vorhergehenden 
Ergebnisse,  in  dieser  Bezeichnung  ausgedrückt,  nochmals  zu- 
sammenzustellen.    Es  ist 

co*(0)==: i ,  m(0)~0,  cos-^  =  sinj  =  -^,  cos  ^=0,m^=i: l 

e      =s  1 ,  eos  2ln  ss  1 ,  m  2/7r  sc:  0 
e<^^^+^>'=--l,  cos{2l+\)n:=z  —  ],  sin  [21-^Vjn  =  0 
)  \ ei^^+i>*=  i^  cos(2l  +  \)n=0,  sin[2l  ^^)n=:l 
g(8'+4)^^  — »,  cos  (21  +4)yr=0,  m{2/-|l  |)jr  =  —  1 

e   ^        =Bsf  (cosa  +  ^t»»« .  •)  ;=rcö« (/. « +a)+*wH/«ft +«)» 
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eo$.[2lni'a]  siz  easa      mt2far±ct]  =»  ±-  smu 

2H]    /^^'[(^Z+JK— ö]  =1  —  casa    m[(2/+l)fr^a]=qp  sma 

cos[(2l-^^)n±^ä\=z^sina    8in[{2l-\-\)n±^  ä]  =  cosa 

cos [(2/4 ^]n ±ä]  =  ±8ina    sin  [(2/4-«)7r ±- o]  =  —  cos  a 
Man  findet  namentlich 

29)  e     Ä=l,  c    == — 1^  e     sss  «,  «     ss=  — » 


100. 

Nach  dem  Vorhergehenden  hat  e  für  jeden  zwischen  0 
und  2n  enthaltenen  Werth  von  x  einen  besonderen  Werth, 
dagegen  wiederholen  sich,  von  x^s^in  an,  dieselben  Werthe 
in  derselben  Ordnung.  Hierin  liegt  ein  wesentlicher  Unter- 
schied zwischen  dem  reeih^n  Potenzensysteme  und  dem  ima- 
ginftren.  Im  ersteren  entspricht  jedem  besonderen  x  ein  be- 
sonderes ef^ ,   da   mit  wachsendem  x  aoch  e^   wächst  (§.  82), 

während  e  denselben  Werth  für  alle  Zahlen  hat,  die  um  ein 
Vielfaches  von  2n  verschieden  sind. 

Um  ein  vollständiges   imaginäres   Potenzensystem  zu   be- 

rechnen,  d.h.  zu  jedem  x  den  Werth  von  e     zu  finden,  wäre 

es  nur  noch  nöthig  die  Werthe  von  cos  x  oder  sin  x  für  alle 

n 
zwischen  op^zsO  und  apsss    --  liegenden  Zahlen  ursprüagiich  m 

berechnen.  Will  man  zu  diesem  Zwecke  Tafeln  anfertigen,  so 
wird  es  natürlich  nicht  möglich  sein,  dass  dieselben  alle  Zahlen 

enthalten,  welche  zwischen  x  =  Q  und  a?=  -^  liegen,  da  de- 

ren  Anzahl  unendlich  gross  ist,  sondern  man  wird  sich  zu- 
nächst damit  begnügen,  von  einer  positiven  Zahl  a,  welche 
man.  so  klein  nehmen  kann  als  man  will,  auszugehen,  und  für 
alle  Vielfachen  dieser  Zahl  a,  2a,  3a...  die  Cosinus  oder 
Sinus  zu  berechnen,    bis   man   an    ein   Vielfaches   na   kommt, 

welches  entweder  =  -r  oder  so  beschaffen  ist,  dass  ~  zwi- 

4  4 

sehen  (n — l)a  und  na  enthalten  ist.     Wir   haben  zwar  noch 

n 
nicht  eingegeben ,  wie  gross  -r  ist  und  wie  man  dessen  Werth 
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direkt  berechnen  kann,  was  erat  später  (Note  IX]  geschehen 
wird.  An  dieser  Stelle  wird  es  aber  genügen  zu  bemerken, 
dass  diese  Zahl  die  einzige  zwischen  den  Grenzen  0  und  1 
ist,  für  welche  Cosinus  und  Sinus  denselben  Werth  haben  und 

3SS  -y^  sind,  man  whrd  daher,  indem  man  in  den  Formeln  4) 
oder  S)  statt  x  aUmdlich  andere  Zahlen  setzt,  sich  sehr  bald 
dem  Werthe  von  -j  mit  jedem  beliebigen  Grade  von  Genau- 
igkeit nähern  können*)  Um  aber  die  Cosinus  oder  Sinus  ir- 
gend eines  Vieiraehen  von  azu  finden,  wird  man  diese  Werthe 
nicht  jedesmal  wietier  aus  den  Formeln  4)  oder  5)  unmittelbar 
berechnen  nuissen,  sondern  kann  sich  hierzu  folgendes  ein- 
facheren Verfahrens  bedienen.    Aus  II]  findet  man,  wenn  man 

X  =i  y  setzt, 

cog  2x  =  {cos  x)^  —  (sin  x)^ 

also  nach  8) 

cos  2x  =  2{cos  a?]*  —  1  =  1  —  2  {sinx)^ 

und  mithin 

\   ^  cosix 
{eosxy  s=?  — 


{smx)^  = 


2 

1   —  cos  2x 


2 

Man    gehe   daher  von  einer   Zahl   aus,   die  nicht  grösser  als 

TS 

—  ist  und  deren  Cosinus  oder  Sinus  bekannt  ist,  also  am  ein- 
4 

facbsten  von  —  selbst.    Man  setze  diese  Zahl  =  2a?,  so  findet 

4 

man  mittelst  der   vorhergehenden  Formeln  [cos  x)^  =  (^^*^)* 

und  [sinx)^  =  (sin  — ]*;   sind   diese    Grössen  berechnet,    so 
findet  man  aus  ihnen,  oder  vielmehr  aus  ihren  (positiven)  Qua- 

*)  Und  iwar  hat  nan   für  »  oar  die  Zahlen  zu  a^Uen,   welche 
gröaser  als  }  sind,  da  man  weiaa,  dmm  ^    iwitehen     1    und  2   liegt 

(S,  98)  alao  ^  >  i  ist. 
4 
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dratwurzeln  cos  —    und  tin  ^     vermöge  derselben   Formeln, 

(co9  ^  und  (sin  -r^)  .  Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt. 
\        16'  16 

7¥  ff 

kann  man  daher  cm  ^  und  sm  ^  berechnen,    wo    k  jede 

beliebige   GrOsse    überschreiten   kann»       Ist  k  gross    genug, 

so  Sßtjie  man  --^  «=  a,  man  kennt  also  nun  cos  a  und  «in  a. 

Um  nun  aus  co«  a  die  Werthe  von  co«  2a,  cos  Za  u«  s.  w.  oder 
aus  9m  a  die  Werthe  von  m  2a,  «ii»  3a  u.  s.  w*  zu  finden, 
setse  m«o  x:=ina,  y=^a^  dann  geben  die  Formeln  ll)und  12) 

30]        cos(n  4-  l)cK  "»=  ^0<  A<x  oof  a  —  sinna  sma 

31)        m(ii-|-1]a  =   n'ima  cosa  -j-  cos  na  sma 

Setzt  man  also  ii=:l,  so  findet  man,  vermittelst  dieser  For- 
mein ,  cos  2a  oder  sin  2a  aus  den  bekannten  cos  a  und  sin  a, 
ebenso,  v«renn  man  dann  ii=s2  setzt,  cos  3a  oder  m3a  aus 
den  bekannten  cos  2a  und  sin  2a  u.  s.  w. 

Um  nun  auch  noch  Cosinus  und  Sinus  einer  Zahl  zu  fin- 
den, welche  zwischen  zwei  Vielfachen  von  a,  etwa  zwischen 
ka  und  (Jk-f  l]a  enthalten  sind,  und  also  nicht  in  .den  Tafeln 
vorkommen,  kann  man  sich  einer  annihernden  Berechnung 
bedienen  y  welche  mit  der  früher  erläuterten  Einrichtung  der 
Proportionaltheile  (§.  86)  Aehnlichkeit  hat. 

Ist  nemlicfa  a  so  klein,  dass  der  Binfluss  der  Glieder, 
welche  eine  höhere  Potenz  von  a  als  die  erste^  enthalten,  auf 
die  aus  4)  und  5)  berechneten  Werthe  von  cos  a  und  sin  a 
weniger  beträgt,  als  die  Grenze,  bis  zu  welcher  man  diese 
Werthe  genau  berechnen  will,  so  kann  man  also  in  diesen 
Formeln  die  höheren  Potenzen  von  a  vernachlässigen  und  hat 
näherungsweise 

cos  a  r=   I ,     sim  a  ss  a 
Demnach  ist  auch  näherungsweise  nach  30]  und  31) 
cos(n'^\)a  =  cos  na  -^  a  sinna 
sin  (n-f- 1)  a  =  Mt  na  -{*  a  cos  na 

oder  wenn  man  na  =  aj  a  sin  na  =:  a  sin  a  =  d^  a  cos  na 
sss  a  cos  a  s=z  D  setzt, 


1»! 

cM(a-f-  «)  —  ^os  a.«s=  —  d 
m  (a  4-  «)  —  sin  a  =:  D 

a, 
Setzt  man  aber  —  statt  a,  wo  m  irgend    eine  Zahl  bedeutet, 

m 

d  D 

die  grösser  als  1  ist,  so  geht  dm  —  and  D  in     -  über,  und 

fß  Ol 

man  hat 

-      .     a,  cof  a  —  co$  [a  +  a) 

eo${a  +-:-)==:  CO»« ^ 

m'  m 

a  s%n[a  +  a)  --  sin  a 

m  iti 

Um  also  cos  (a  -{-  —)  zu  finden  hat   man   nur    von  cos  a  den 

tn 

mten  Theil  der  Differenz  cos  a  —  cos{a'\'ä)    abzuziehen, 

und  um  sm(a  -f-  -)  zu  finden,  hat  man  nur  zu  sina  dieDiF- 

m 

sin  {a-\'Ci)—9ina  ... 

ferenz — zu  addiren. 

m 


101. 

In  der  -That  ikt  es  aber  nicht  nÖlKig  solche  Tare'ln  für  di^ 
Zwecke  der  Analysis  zu  berechnen ,  indem  sie  schon  ISngst  zu 
einem  anderen  Zweeke  berechnet  B^nd,  allerdings  inteiner  Fomiy 
welche  noch  eine  einfache  Rechnung  nöthig  macht,  wenn  man 
sie  zu  analytischem  Gebrauch  verwenden  will  Es  sind  dies 
die  trigonometrischen  Tafeln,  in  welchen  die  Sinus  und  Cosinus 
der  Bogen  von  Qo  bis  45^  angegeben  sind  und  deren  Ein- 
richtung hier  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  darf.  Setzt 
man  den  Halbmesser  des  Kreises,  zu  welchem  diese  Bogen 
gehören^  der  Einheit  gleich  und  bezeichnet  man. die  trigonome-; 
Irischen  Sinvs  URd  Cosinus  durch  Sin  und  Cos,  um  sie  von 
den  analytischen  zu  unterscheiden ,  so  hat  man ,  wie  aua  den 
Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist, 

(Cos  *)*  -t-  (Sin  *)»  «=  I 
Cos[x  -{-y]  ^=  Cosx  Cos  ff   —  Sinx  Siny 
fim(a?-f~y)  =^  Sinx  Cosy  +  Cosx  Siny 
Cos  (0)  =  1     iSjfl  (0)  :;=:  0 


m 

Diese  Gleichungeii  sind  genau  dieselben,  wt#  wir  sie  für  die 
analytischen  cos  und  sin  gefunden  haben.  Auch  nehmen  zwi- 
schen Qo  und  45^  die  Cos  ab  und  die  Sinus   zu  wie  cos  und 

fi 
sin  zwischen  den  Zahlen  0  und  -r-»     Für   43^    sind   Cos  und 

4 

Sin  gleich  und  daher  jede  dieser  Grössen  77-^»  ^^^ 

Cos  450  ==  cos  ^,    Sin  45^  =  sin  ^ 

4  4 

In  Folge  der  erwähnten  Uebereinstimmung  der  Formeln,  kann 

450 
man   ebenso  aus  Cos  45o   und  jStn  45^  wieder  Cos  -^   und 

45^  7f  fs  fs- 

Sin  -zr-  finden,  wie  aus  cos  -7-  und  sin  -r  oben   cos  -^    ^^^ 

2  4  4  8 

TT 

sin  -r  gefunden  wurde,  und  man  hat  daher  auch 

ö 

_      450  n     _,.    450  .     /r 

Cos  —  =  cos  g^i  *»»  y  =  *^  8^ 

450  450 

und  allgemein  wird  man  Cos  -7—  und  Sin  -r—    ebenso    aus 

ff  ff- 

Cos  45^  und  Sin  45^  ableiten ^    wie  früher  cos  -r  und  «in  — 

2*  2* 

ans  cos  -r  und  m  -r  gefuftdeo.  wurde.    Mithin  ist  auch 
4  4 

^      450  n      ^.     450  .     n 

Cos  ~r~    ==  cos  -£,    Ot»  -x-r    =  M»   -r 

2*-*  2*  2*-*  2* 

^  450 

oder  wBun  man  wieder  -,  =a  setzt  und  oi'^  statt  -; —  schreibt, 

k  Ä— a 

2  2  , 

CV)«  ^ö  =  CO«  a,    Sm  yo  =s=  m  « 

Indem  man  also  von  90  ausgeht,  kann  man  nun  wieder  daraus 

Cos2qj^  und  5tit  2^<>,  Co« 89)0  und  iSin  S^^  allgemein  Cos  ngjO  und 

SinnifO  finden,  bis  man  wieder  an  Ca«45D  ttnd£Mi45^  k^Hnmt 

Damit    wären    die   trigonometrischen    Tafeln    berechnet« 

Hat  man  also  bereits  Tafeln  dieser  Art  und  man  will  cos  und 

ff 
sin  einer  Zahl  m  finden,  welche  zwischen  0  und  -j-  liegt,    so 

hat  man  nur  den  Bogen  ß^  zu  fivcheii,  der  ao>  beschaffen  ist^ 
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dass  Cot  ß^,=:  cosm  und  Sin  ßo  =  rin  m.      Dieser  Bogen 

muss  aber  derselbe  Theil  vbn  45^  seyn,  welcher  m  von  -r-ist 
Man  hat  daher  nur  die  Proportion 

m  :  ^  =  /»o  :  450 

aufzustellen^  aus  welcher 

ß  =  .  ifi 

n 

folgt. 

Dfr  WßTth  v^n  n  al$  bekannt  vorausgesetzt,  sucht  man  in 

der  Tafel  Cos  m  und  Sin m    und   die  gefundenen 

n  n 

Werthe  sind  zugleich  cosm  und  mm. 

Geometrische  Betrachtungen,  welche  nicht  hierher  gehö- 
ren, zeigen,  dass  in  d^  That  die  Länge  des  Bogens  von  45o, 
wenn   man    den  Halbiriesser   der  Einheit  gleich   setzt,   genau 

durch  die  Zahl  ausgedrückt  wird,  welche  wir  ^  genannt  ha- 
ben, so  dass  also  die  Länge  der  ganzen  Peripherie  oder  des 
Bogens  von   360<^  genau    2iv  ist.     Dies   ist  der  Grund,  aus 

wdchem   die  kleinste   Zahl,    deren  cos  und  sin   gleich   sind, 

fr 
durch  ~  bezeichnet  wird ,  weil  man  die  Länge  der  Peripherie, 

«itler  Vorausaetzung,  dass  der  Halbmesser  »r  1  igt,  durch  2n 
zu  bezeichnen  pflegt  (vgl.  %  96).  • 

Zum  S/chluss  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  es  keine 
Schwierigkeit  hat,  auch  ein  imaginäres  Potenzensystem  mit 
einer  anderen  reellen  Basis,  als  die  Zahl  e,  zu  berechnen,  da 

HMh  faam^  fr  CR  0    setzen  kann,  mithin  fr   =3:  e      iat. 


Zehntes   Kapitel. 

IMe  inagiiiirei  LogwritlimeB  ^   aUgemeiBe  Theorie   der 

Wurzdanmeliiiiig. 


102. 
Da  wir  nachgewiesen  haben,  dass  die  Gleichung 

13 
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,1)  *•=  1  +<r+  J^^  +  .... 

allgemein  gültig  ist^  x  sey  reell  oder  imaginär,  und  da^s  für 
jeden  Werth  von  x  und  y  die  Gleicbung 

2)  /.«»=«•+>' 

't 

statt  findet,  aus  welcher  dann,  wenn  k  eine  ganze  Zahl  ist, 
die  Gleichung  ' 

3)  {e)=  e 

folgt,  so  können  wir  jetzt  auch  eine  allgemeinere  Erklfimng 
des  Wortes  Logarithme  geben  indem  wir  sagen:  ein  na» 
türlicher  Logarithme  einer  Zahl  ii  ist  jede  (reelle 
oder  imagindre)  Zahl  a,  welche  der  Gleichung 

A  =z  1   -h  a  +  j— ^  +  •  •  •  • 

genügt  und  es  ist  alsdann  A  =z  e^.  Wir  können  aber  nach- 
weisen, dass  man  jede  (reelle  oder  imaginäre)  Zahl  A  in  der 
Form  il  =  e'  darstellen  kann,  uhd  zwar  nicht  blos  auf  eine, 
sondern  auf  unzählig  viel  verschiedene  Weisen,  woraus  also 
folgt,  dass  jede  Zahl  unzählig  viel  verschiedene  natürliche  Lo- 
garithmen hat.  Wir  wollen  von  nun  an  jeden  dieser  Loga- 
rithmen durch  das  Zeichen  log  andeuten,  so  dass  dieses  Zei- 
chen nun  eine  unzählige  Menge  Werthe  umfassen  wird.     Aas 

der  Gleicbung  e*.  c^=:  e^  folgt  aber  noch  immer,  da  x 
einer  der  Logarithmen  von  e^  und  y  einer  der  Logarithmen 
von  ey  ist,  wenn  man  e*  =  ii,  e^  =  Ä  setzt, 

4)  log  (AB)  =  logA  +  log  B 

die  schon  aus*  der  Arithmetik  bekannte  Grundformel  «der  Lo^ 
garithmentheorie,  welche  hier  nur  richtig  gedeutet  werden 
muss.  Sie  sagt  hier  nemlich,  dass  wenn  man  die  Summe 
zweier  Ausdrücke  nimmt,  von  denen  jeder  irgend  einer  der 
Logarithmen  einer  gewissen  Zahlengrösse  ist,  diese  Summe 
auch  irgend  einer  der  Logarithmen  des  Produktes  jener  zwei 
Zahlengrössen  seyn  wird.  In  demselben  Sinne  hat  man  die 
Formel 

5)  log  ~  =  log  A  -^  hg  B 


welche  aus  e  .  e^=i  e^^  folgt,  zu  deaten^  so  wie  die  Formel 
6)  log  (V«  k  hg  Ä 


die  sich  aus  der  Form.  3)  ergieM.  Man  darf  aber  nicht,  Wenn 
man  einmal  log  Ä^=k  und  ein  anderes  Mal  log  Ä  =  k'  ge- 
funden hat,  daraus  folgern  dass  k=zk'y  weil  der  Ausdruck 
log  A  das  eine  Mal  dne  ändere  Bedeutung  haben  kann;  als 
das  andere  Mal    ... 

loä. 

Dass   sich   die  Einheit   auf  unzählig  viele  Weisen  als 

Potenz  Yon  e  darstellen  lässt,  und  zwar  in  der  Form  e  =1) 
wo  /  jede  ganze  positive  Zahl  (Null  eingeschlossen]  bedeutet, 
wurde  im  vorhergebenden  Kapitel  (Form^  27)  gefunden.  Bs 
ist  «Mh  hinzuzusetzen ,-  dass  /  auch  jede  ganze  negative  Zahl 

bedeuten  kann.     Denn  da  e       .  e       =1  so  folgte"      =  l, 

wir  wollen  daher  e~      =1  schreiben. 

Ist  nun il  eüie  reelle  positive  Zahl,  so  giebteseine 
und  nur  einiSrreelle  Zahl  a,  welche  der  Gleichung  %d  »xe^ 
genügt  (§.  82).    Da  nun  A^=^  A.\  so  ist  auch  •  i 

A  ZTL  e 
und 

7)  log  A  ^  a±Lilm 

Hieraus  folgt,  dass  jede  der  unzählig  vielen  in  der  Formel 
a±L2lm  enthaUenen  Zahlen,  wie  a^  a-^^vn^  A-L-,2m,  tt-^^m^ 
a — 4m  U.S.W.,  ein  Logarithme  von  il  ist.  Andere  Zahlen  als 
die  in  der  Form  a:!t.2lm  enthaltenen  können  aber  nicht  Lo- 
garithmen von  A  seyn.    SoU  nemlich  a  -|-  A  ein   Logarithme 

Ton  A  seyn,  also  e^^  =  il,  so  muss,  wegen  e^s=  A^'  auch 

e  =  1  seyn  und  daher  k  einer  der  in  db2/m  enthaltenen  Werthe. 

,    < 

Demnach  hat  eine  reelle  positive  Zahl  il  einen  einzigen 
reellen  Logarithmen  und  insofern  behalt  die  frühere  Behaup- 
tung (§.  82),  dass  eine  solche  Zahl  nur  einen  Logarithmen 
hat,  ihre  Richtigkeit,  als  dort  nur  von  reellen  Logarithmen  die 
Rede  ist     Sie  hat  aber  zugleich  unzählig  viel  imaginüre  Lo- 

13  • 


m 

garithmen.  Der  reelle  Logaritbme  Js|  offenbar  der  einfach- 
ste.   Als  speciellen  Fall  hat  man 

hg  1  =  ±L2lm 
und  als  einfachsten  Logarithnen 

log  \  ^0 
Ist  —  Ä    eine    reelle    negative    Zahl,    so    setze    man 

—  il  =  ii.  —  1 ,  und,  wie  vorher,  Ä  =  e".    Nun  wurde  früher 

—  1  =  e^  "^  '^  gefunden,  oder  wie  wir  jetat  allgemeiner 

sagen  können ,  —  1  =  e  '  ,  wo  wieder  für  /  Null  oder 
jede  ^anze  positive  Zahl  gesetzt  werden  kann.    Demnach  ist 

—  A  =  /— f^'+^J'» 

8)  iog(—Ä)^a±.  (2/+l)m 

Wie  im  vorhergehenden  Falle  kann  auch  hier  bewiesen  wer- 
den, dass  nur  die  in  der  fonnadb(2/-(»l)m  enihalfeeneft Zah- 
len Logarithmen  von  — A  seyn  können.  Eine  negative  reelle 
Zahl  hat  also  keinen  reellen  Logarithmen,  und  in  dieser  Be- 
schränkung bleibt  die  frühere  Behauptung,  dass  sie  keinen  Lo- 
gnrithmen  hat ,  ($.  82)  richtig.  Sie  hat  aber  unzählig  viele 
imaginllre  Logarithmen;  die  einfachsten  sind  a-\^m  nad 
a — ni.    Namentlich  ist 

hg  (—1)  «=  ii{2/+l)m 
und  die  einfachsten  Werthe  dieses  Logarithmen  sind  ±.m. 

Ist  Äi  eine  rein  imaginäre  Zahl  und   setzt  man,   mit 

ff  "^  film 

Beibehaltung  der   obigen   Bezeichnung, .  Ä  set:  e  '^        oder 

A  =  e"*~"^^  ,  je  nachdem  A  positiv  oder  negativ  ist,  selrf 
man  ferner  (§.  99  Form.  29) 

Ini       , 
e^  -5=  t 

so  folgt  At=e   ^"      •'       oder  At=:0  ^^^—^  ^  'J 

Die  rein  imaginäre  Zahl  hat  also  keinen  reellen  Logarithmeni 
aber  unzählig  viel  imaginäre,  welche  alle  in  der  Form 

9)    hg4i  =  a  +  [^±L2t\m    oder  hg Ai=a-^l^±.(2l+l)]m 

eAthidlen  siad,  je  nachdem  A  positiv  oder  negativ  ist.  Der 
einfachste  Logarithme  ist  im  ersten  Falle  a  -^  \ii^y  im  zweiten 
a-r-r^^    Namentlich  hat  man 
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hg  i  =r^  (i:t.iXjm    ■  r    •  r 

und  als  einfachsten  Werfth 

log  i  =z  ^ni 

woraus  die  merkwürdige  Formel 

folgt 

104. 

Um  die  complexe  Zahl  u-\-€i  ab  Potenz  von  e  dar- 
zustellen, muss  man  sie  zuerst  in  der  Weise  umformen,  wie 

es  schon  in  §.  89  geschehen  ist.    Man  setzt  («^  -^  r^)v  at=  m 

und  n  +  ©•  =  m  ( 1 i). 

mm' 

u 
Seyen  zuerst  t«  und  e  beide  positiv,  so  ist  —  ein  ächter. 

fit 

\i  .  > 

positiver  Bruch.     Da  aber  cos  x  alle  Werthe  zwischen  1  und 

0  durchläuft,  wenn  os  die  Werthe  zwischen  0  und  —  durch- 

n 
läuft,  so  giebt  es  zwischen  0  und  -^  einen  Werth  ff  so   be- 

gchaffM ,  dass  coi  y  =  —.    Hieraus  folgt  -z — r  =  1  — 


=   1   —  {co%  9)]^  s=  («in  9))^.     Da  nun  0  positiv   ist,  so  hat 
man  —  =  «n^).    Also j-  —  $  =  coscjp -f~^^7-*  =  ^    • 

ffl  Hl 


Setzt  man  noch  m  =:  e^  so  ist 

t«  ^  Dt  =  >""^'**3s=  ifi(cos  y  +  ''^  9*) 
Ist  t»  positiv  aber  v  negativ,  so  setze  man  —  r  statt  r>  indem 

man  v  immer  positiv  nimmt,    dann   ist  wieder  co«  9  =  — 

satcos  (-i*-  ^)  uttd &=— stficp  :^  rfn{_9))  ($.  96  Fbrm. 

ift 

17  u.  18]  mithin 

ii  —  et  =  m[coi( — y)  +  »tn( — y)t]  =  e       * 

•    ■  '11 

Ist  u  negativ,  so  schreibe  man  statt  dessen  — tt,   und  nehme 
wieder  e  positiv ^  man  wird  also  —  tf  :ii  t? j  haben,  d.  b.  -^  1  (tf qp^t}. 
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Setzt  man  daher  —  Isse'^soerhäitmaii  -  ic?i©t=«  '^^  "*"     • 

Setzt  man  aber  —  1  =  c"**  so  hat  man  —  «dtci  =  e  ^ 

Die     einfachsten     Werthe     erhält     man    also,     wenn    man 

_  II  +  Dt  =  i,"+(^^J*  nnd  -  II  -.  w  =  e^"^^   setzt,    so 
dass  man 

—  ii^rt  =  c"~"^*"^'*=:  flfi  [cos(n — g>)  ^  m  [n — g>)i] 
=  m  [cos  (±L[n—9])  +  «»  (^l(7r— y))i] 
hat. 

Es  folgt  ans  dieser  Erörterung  der  wichtige  Satz,  dass 
man  jeden  complexen  Ausdruck  u  +  vi^  wo  nun  ti  und  o  po- 
sitiv oder  negatiT  seyn  können,  als  Potenz  von  e  darstellen 
kann,  nemlich 

10)  «  +  w  =  «"+'** 
oder  auch  in  der  Pornr 

11)  u  -f~  ^i  >=  ^  (cost/ß  '\-  sint/ß.ij 

WO  m  der  Modul  (ti*  +  c*)^,  cos^  =—^  sinyi/  =i  —  ist  und 

M  fit 

^  eine  Zahl  bedeutet  welche  zwischen  —  n  und  n  liegt. 

Bedenkt  man  aber  ferner ,  dass  man  ti  -{-  t?t  =  (u  ~{-  ^t)  •  I 
=  (ii4*^0^~       setzen  kann,  so  hat  man  noch  allgemeiner 

12)  ii-f-©i  5=  e  ^^^—     ^ 

13)  «  +  H  =  m  [co«  V^^Z&j)  -t-  sin  {yß±2ln)i] 

Demnach  hat  jede  complexe  Zahl  u  -{-vi  unzählig  viel  Loga- 
rithmen, welche  alle  in  der  Form 

14)  %(ii-f  01)  ^  a^^  {^±2bi}i 

enthalten  sind,  und  vpn  welchen  der  einfachste 

15)  hg  [u -\- ei)  ^=:  a -{- tfn 

ist.  Man  kann  auch  hier  wieder  nachweisen,  dass  jede  Zahl, 
welche  ein  Logarithme  von  u^^^ei  seyn  soll ,  i^  der  Foraa 
a  -|-  (V^^2/n:)f  enthalten   seyn    muss.      Kann    man    nemlich 

II  -|-  ci  =.  e  * '  ^*  setzen,  so  hat  man  c^  '  ^  =  c   '        also 

1  =  e""-".  P'^-^'^^  und  daher  «^-a  =  0,  e^^*»-^)'^  1    d.  h. 

«1    B=   »,   ^X    =    V— 2^' 
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105. 

I 

Man  kann  die  Form,  unter  welcher  wir  u+  ti  als  Po- 
tenz Yon  e  dargestellt  haben,  noch  ein  wenig  abändern.  Be* 
kanntlich  betrachtet  die  Trigonometrie  ausser  Sinus  und  Co- 
sinus eines  Bogens  auch  dessen  Tangente.  Die  Tangente  i{st 
dem  Sinus  dividirt  durch  den  Cosinu3  gleich,  das  Zeichen  für 
dM  Tangente  ist  ig.  Wir  wollen  diesen  Begriff  und  dessen 
Zeichen  auf  die  Anaiysis  übertragen,  indem  wir  sagen:  unte^ 

sin  tp 
der  Tangente  einer  Zahl  tp  verstehen  wir  den  Quotienten  ~ 

sin  %p 
und  schreiben  tgfp  :zr,  — -.     Es  wird  also  ig  tp  immer  ei- 

^  ^        costp  ^  ^ 

nen  bestimmten  Werth  haben,  wie  sin  tp  und  costp,  ausser 

wenn  tp  =  (±i2/+|)n:  oder  V'  =  [^(2/+l)  +  i>r  weil  dann 

±-1 
sin  tp  =^  ±-ly  cos  ^  =  0,  also  igtp  =  -jr-.    Da  sin  (— ^) 

=  —  sintp  und  cos  (—  tp)  =  cos  \p  so  ist  ig  ( —  tp)  ==  —  tg\p\ 
es  können  also  nicht  zwei  dem  Zahlenwerthe  nach  gleiche, 
dem  Zeichen  nach  aber  entgegengesetzte  Zahlen  dieselbe 
Tangente  haben. 

Ferner  bezeichnet  man  In  der  Trigonometrie  einen  Kreis- 
bogen [Arcus]  durch  Are,  Auch  dieses  Zeichen  wollen  wir 
auf  die  Anaiysis  übertragen.     Um  eine  Zahl   anzudeuten,  de- 

ren  Tangente  den  Werth  —    hat,    schreiben    wir    Are  ig  — . 

II  '  ti 

Dieser  Ausdri^ck  hat  aber  unzählig  viel  verschiedene  Werthe, 
weil  es  unzählig  viel  Zahlen  giebt,  bei  welchen  der  Quotient 
des  sin  divfdjjrt  durch  .den  cos  sowohl,  denselben  Zahlenwerth 
als  dasselbe  Zeichen  hat.  In  dieser  Beziehung  ist  Folgendes 
zu  bepierken.  Wenn  zwei  Zahlen  \p  und  \p'  dem  Zahlenwer- 
the |ind  Zeichen  nach  gleiche  Tangente  haben ,  so  muss  auch 
^tpz=  ::t.sinil/  und  cos  tp  x=±i  cos  tp'  seyn ,  wo  aie  oberen 
oder  unteren  Zeichen  zugleich  zu  nehmen  sind.     Da  nemlich 

sin  tp  _   sin  lf/ 
cos  tp         cos  t// 

seyn  soll,  so  muss  jedenfalls 

9in^  =  nsm^;  cos  tp  z=:  n  cos  tp' 
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seyn.     Aber  da 

{Hntfß)^  +  {öos'ifi)^  =  n^[[sin  ^')«  '+  [c09  tf/)^] 
und  zugleich 

1  =  [rin  %pY  +  [cos  tpY  =  («*»  V'T  +  (^^*  VO* 
80  folgt  n^  ==  1 

Soll  also  die  Tangente  positiv  seyn,  so  müssen  entweder  sm  ^, 
cos  tp,  sin  tf/y  cos  tp'  zugleich  positiv  oder  zugleich  negaliv 
seyn,  oder  es  müssen  sin  tp  und  cos  ip  beide  positiv  oder  beide 
negativ  seyn,  während  zugleich  sintf/  und  costf/  beide  nega- 
tiv oder  beide  positiv  sind.  Soll  dagegen  di#  Tangente  nega- 
tiv seyn,  so  müssen  sintp  und  co«  ^  entgegengesetzte  Zeichen 
haben  und  zugleich  entweder  sin  \p  und  sin  tp'  gleiche  Ziehen 
so  wie  cos  tp  und  cos  \p'  gleiche  Zeichen,  oder  sin  tp  und  cos  iff 
gleiche  Zeichen ,  sowie  cos  tp  und  sin  \p'  gleiche  Zeichen. 
Nun  ist  ($.  99  Form.  28) 

cos  (2/nr+  y)  =  co*  y ;  sin  (2/ff  -f-  9)  =  *•*»  9 

cos [(2/+  l)nr-|-y]  =  —  cos(p\  «n[2/-f  J)^  +  y]  =  —  «*«y 
Alle  Zahlen  9,  y  +  nr,  q>-\'2nj  9) -|* 3^ u.s.w.  9— tt,  9 — 2n^ 
(p  —  Zn  U.S.  w.  (da  man  für  /  alle  positiven  oder  negativen 
ganzen  Zahlen  setzen  darf)  haben  also  dieselbe  positive 
Tangente,  die  kleinste  dieser  Zahlen  9)  liegt  zwischen    0  und 

— ,  innerhalb  welcher  Grenzen  m  und  coSy  mithin  auch  tg^  alle 

möglichen  Werthe  durchläuft.     Die  allgemeine  Form,  in  wel- 
cher alle  diese  Zahlen  enthalten  sind ,  ist  9  ^  In. 
Femer  ist 
cos^ln — 9]  =  cos(p\    sin\2ln  —  if\  =  —  m^ 
CO* [(2/ +  l)fr — 9)]=— CO*  9;  sm[(2/-|-l)7r— 9)]  =  aiii9 

Alle  Zahlen  — 9,   n  —  9,  27r— y,  Stt — 9  u.s. w.    — ^—9, 
— 2n  — q>y  — 3n  —  q>  u.s.w.  haben  also  dieselbe  negative 

Tangente,  die  kleinste  dieser  Zahlen  —9  liegt  zwischen  —  — 

und  0,  und  die  allgemeine  Form,   in  welcher  alle  die  Zahlen 
enthalten  sind,  ist  —q)izln. 

Bezeichnet  man  daher  die  kleinste  (positive  oder,  nega- 
tive)  Zahl,   deren   Tangeiite   einen  bestimmten  Werth  —  hat, 


m 

ausschliesslich '  durch    Are   ig  —,    während   man    durch 


Are  ig  —  irgend  eine  Zahl  andeutet,    deren  Tangente   diesen 
Werth  hat,  so  ist 


D  f^  *  >  ,1) ' 

16)  Are  ig  —  =  Are  ig      *±L  In 

106.        .    ! 
Wendet  m««  diese .  Beküobtoilg  auf.  di0  F^mel  (§t  il04)  . 

II.  -f  f^i  =  »I  cw  V^  -f-  m  1^^ .  • 

an,  wo  CO*  V'  =  ir>  *•'•  tp  =  -  so  folgt  tgip  ^=i    -.    Neh- 
nen  wir  daher  die  kleinste  (positive  oder  negative)  ZlJil^  der« 

ren  Tangente  —  ist,  ^  so  dass  tp'  =  Are  tg  — ,  so  hat  man 

II  I     •        .   ■  • '  ■  • 

ig  %f$  »  tgtp'  .    i 

Da  ^  zwischen  —  —  und  -  liegt,   so  ist  co« [^Mmmer   po- 

siliv.    Ist  II  poflftir,  so  ist  also  aneh  ed«^  positiv  und  mithin 

eostff  =ss  eos  ^;  «in  %//  csz  gmyf 

wortlus 

folgte    Ist  dagegen  ti  negativ,  so  ist 

cos  y/=z  —  eos  ipf  sintf/  =:  —  sinip 

und  .       ., 

n-j-  eis  —  pi  [cos  nff.-^sintf/.ij 

Demnach  hat  man 


f  • 


II  -4.  Ol  s=5  ni  m  e 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  ii  posi- 

tiv  oder  neg^j^Vy  also  d(i,.m  =  (ii*  +  ü*)*  '^^  V'^  ^^  ^S' ~- 

u  +  m  =  ±1  (u^  +  r^J^./^'^^''^       ^/.;  ■      , 

«od  wenn .  mft»  mit  ^~ :    ^=*s  1  multipUcirt,  *«o  kiina  «ha  ^<^c)l 
allgemeiner  schreiben,  .,  ^    ,j,j^ 

woraus  noch  =         i       ;    .         ,.     .      , :  , 


'7)        log («  +  ©i)  =  lojf  ^i(tt» -f  e»>4  -j-  $  4r<j  «^  -dr  2&»» 
und  als  einfachster  Werth 

18)        log(u  +  t>i)  =  foy  ±.{ii»-|-«»)4  -f.  i  Are  tg  - 

'  u 

folgt. 


^   \ 


107. 

Da  im  Vorhergehenden  nachgewiesen  worden  ist,  dass 
man  alle  Zablenförmen  'als  Potenien  von  4  avsdrüchen,  and 
dem  entsprechend  auch  Loghrrtthmen  derselben  angeben  kann, 
so  Mgt  hieraus,  dass  wir  ntin  im  Stande  sind,  alle  Operatio- 
nen, weiche  die  Arithmetik  *mit  Hülfe  der  Logarithmen  an  po- 
siliren  Zahlen  ausfahrt,  nemlieh  das  Muilipliciren,  Dividiren, 
Potenziren  (mh  ganzen  Exponenten)  und  Wurzelausziehen,  an 
jeder  Zahlenform,  mit  Hülfe  der  Logarithmen,  auszuführen. 
Da  indessen  die  completen  Zahlen  die  anderen  Zahlenfor- 
men als  specielle  Fälle  in  sich  sohliessen,  so  wird  es  genü- 
gen, nur  diese  zu  betrachten.  '    . 

Sind  zwei  oomplexa  Zahlen  lA-f^Dt  und  «"r^  p'%  mit  ^m'-< 
ander  zu  multiptkiren ,  so 'kann  das  allerdings  direkt  gesche- 
hen, und  man  erhält  das  Produkt  uu' —  w'  -{-  [uc' -\^im'}i^ 
Will  man  aber  diä' Logarithmen    anwenden,  so   sey 

oder,  indem  man  wieder  m^=.e    und  ms;p:e     setzt, 

«  +  ©•  =  *         »•»   +fJi  =  e    ^ 

demnach  A>;  (»  -f-  V()  as  o  -}-  ^;  log  (tf'  -f-  c'*)  =  <*'  +  V'* 
.    und  log  [(«.  ^  pi)  {«'  +  •'.•)]  =  «  +  «'  +  (tlf+tf^']i 

n^ithin  (u  +  t)t)  (f^  +  Vt]  =  mni  [cos  (^^  +  V^O  +  ^^  (^  ^  V^)4 
Es  wäre  hier  offenbar  eine  ganz  nutzlose  Mtihe  andere  als 
die  einfachsten  Log^if|thinen  der  gegebenen  Zahlen  anzuwen- 
den.   Denn  hätte  man  etwa,  <  ^  - 

und  demnach  (u-^vij(u'  -{-v'ij^s  ' 

gefunden,  so  wäre  dies  kein  anderes  Resultat,  al^  ^a^  YQrfrer 


2Qa 

auf  einfacherem  Wege  gefundene,  da  co$  (^+^-|-2(r+0^) 

SS  co«(^+yj  und  «tu  (^-|.^'+2(/+0^)  =  ««  (V+V^)- 

Soll  «4- ff  durch  u'-^e'i  dividirt  werden  ^  so  findet  man 

unmittelbar  den  Onofienten  -75-- — ;^  4-     ,    ',    ,^^  i     »ehöll 

II*  -|-  f>*         i»*+f>* 

man  aber  die  vorhergehende  Bezeichnung  bei,  ao  findet  man 
mit  Httlfe  der  Logarithmen  log  |Vr4!f  =ia-tt'-K^— V^)« 

und  hieraus  -^-r,  =  -;    Fco»  Itp  —  tp')  +  m  Itp  —  t^')  il. 

Auch  hier  wäre  es  wieder  nntzloa   andere  als  die  etnfachalen 

Logarithmen  anzuwenden. 

Ist  n  eine' ganze  posftire  Zahl,    so  kann  man  [u-^vi]^' 
=  w*  (1 -| — f)"  dadurch,  berechnen ,   dass   mt^i   (1 -|- .    «)* 

nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickelt  (§.  92  Form.  !):' 
Hier  wird  aber  die  Rechnung  durch  Anwendung  der  Logarith- 
men bedeutend  abgekürzt.    Denn  aus  log  (u  -{-vi)  ^za-^  tfn 

folgt  log  {«  +  «i)*ä=  n  %  («  +  w)  =  na  4- »y^»  •'^0  (ti+m)*' 
=  m"  {coä  ntp  '\'Sinnffi.  i). 

-«1  i 

Hieraus  folgt  femer  (u  +fH)^ = r-r— ^ = -hi n—- — 7^^ 

= -.  =  m      e"=  nT^  [cos ntp  —  sin  nt/ß.ij.    Hier  wie- 

c»  '      •         •  '.    ■ 

derholt  sich  wieder  die  Bemerkung,  dass  die  Anwendung. ande- 
rer als  der  einfachsten  Logarithmen  eine  tiberflüssige  Weit- 
läufigkeit gewesen  wflre,  die  zu  demselben  Resultate  ge- 
führt hätte. 

Anders  aber  ist  es  bei  der  Wurzelausziehung,  deren  Theo- 
rie nicht  ohne  Hülfe  der  Logarithmen,   und  zwar  der  Loga- 
rithmen in  ihrer  allgemeinsten  Form,  voüstfindig  erledigt  wer-' 
den  kann. 


»' 


Wir  beginnen  die  Erörterung  dieses  wichtigen  Gegenatan-t 
des  mit  der  Betrachtung  des  einfachsten  Falles ,  indem  wir 
uns  die  Frage  stellen,  wie  viele  verschiedene  Wertha  der  Ai|^ 
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1 

druck  1*  haben  kaoo.     Bezeichnen  wir  vorläufig.  Jeden  Werth 

1 

(fieses  Ausdruckes  durch  x,  so  hat  man  x:s=l*  oder  0^=1, 
oi  $imi  ako  die  yerschiedenen  Werthe  voa  di  w  suchen ,  die 
dieser  Gleichung  Genüge  leisten.  Nun  haben  wir  aber  ge- 
funden (§.  102)  dass  die  verschiedenen  Formen,  unter  wel- 
dieo  der  Werth  der  Einheit  ^^S^stellt  werde«  kann,  durch 
die  Gleichung  * 

€  =  l 

attfligedrUekt  vrerdiMi ,  wo  l  jede  ganze  positive  Zahl  (oder  Null) 

±L9bU 

bezeichnet.    Setzen  wir  also  d?"  ss  e  oder  «  =  e    "    , 

SO  ist  jeder  In  dem  Ausdrucke  e    "      enthaltene  Werth  einer 
der  gef^uehten  WerUie  von  x.    Obgleich  nun  l  jede  ganze  po- 
sitive Zahl  bedeuten   kann,    so    hat   dennoch   der   Ausdruck 
±_ibH 

e  *  immer  n  verschiedene  Werthe  und  nicht  mehr. 
Zunächst  ist  klar,  dass  nur  diejenigen  positiven  Werthe  von 
/,  welche  kleiner  als  n  sind,  also  die  Werthe  0, 1,  ...n  —  1, 

verschiedene  Werthe  von  e  "  hervorbringenkönnen.  Istnem- 

lieh  /  ein  ganzes   Vielfaches   von    n,  etwa    ibi,  so  ist   e " 
=  c      s=  1  =  e^.    Ist  aber  /=ibi-J-r  und  r>  0  und<^n 

soiste*=:e  *z=e      .e*=:e*.      Es    müs- 

sen aber  auch  die  n  verschiedenen  Werthe  /=  0,  /s=:  1  ... 

/  =5  n  —  1 ,  offenbar  »  verschiedene  Werthe  für  e  "  geben. 
Denn  seyen  l=a  und  /=/}  zwei  dieser  Werthe  und  a^/t. 

Wäre  e  *  =  e  "     so  hätte  man  e    ^      ==1,   ftlso    müsste 

eine  ganze  Zahl  seyn,   d.  h.  a  —  ß'^  ^i  während  a 

und  f  b<0i<|0  kleiner  als  ^  seyn  sollen. 


29» 

1 

Der  AffiHhrock  I  *  hat  also  Jedenfalls «  TerachiedenchWerthe, 
er  kfton  aber  auch  »icht  11143  h  r  haheji*  Seilten  oepilichv  i^^ 
andere  Werthe  yorhanden  seyn,  so, kannten  sie  nur  v.on  den 
negativen  Werthen  von /herrühren.^  Allein  wenn  maa/is — ibi 

Mm  i 

setzt,  so  ist  e  *  =  e"      =1=005  \s{  dagegen  i  =  —  (*fi+ij) 

27fi 


und  r  >  0  und  <  »  so   ist  e  *    =  e    *     =  e       .   «    ** 

a(ii-r)i|i 

•  !  '    '  *        '  • 

=  c     *    .    Nun  ist  n — r  einer  der  positiven  Werthe  von  / 

die  zwischen  /  =  0  und  /  =  n  enthalten   sind ,  folglich   erhält 

i     •  '    '     • 

man  keinen  neuen  Werth  für  1*. 

1 

..— .  . .  .         •••  •. 

Der  Ausdruck  1"    hat    demnach    immer   n   verschiedene 


Werthe,  die  alle  in  der  Form  e  ^  enthalten  sind,  wo  für  / 
eine  der  Zahlen  0,  l,...fi — 1  zu  setzen  ist.  Diese  Formel  soll 
daher  der  generelle   Werth   der   nten   Wurzel  der   Einheit 


1  ■         •  •  '        •• ; 


heissen  and  durch  1^   bezeichnet   werden,    während  6<^=  1, 
als  einfadistef  Werth,  der  fundamentale  helfen  und  di^q^ 

1"  bezeichnet  1llrQrde^  soll,  sq  dass 


19)  1»=  e  *      '      •  '     .•    f-.'n 

20)  1«=  1 


f 


•<.  :         ■•    '        ., 


109,  .  ,  ;, 

bl  Beziehung  auf  die  einzelnen Wertheaind  offei||^<^w^i 
Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  n  ungerade  oder,  gerade 
ist  Im  ersten  Falle  ist  nur  der  Fundamentalwerth  f<>,  Wel- 
cher /  =  0  entspricht,  reell,  die  übrigen  n—  1  Werthe'  aiad 
sämmtlich  imaginär  un^d  lassen  sich  paarweise  £;o  ordnen,  dass 
die  Summe  der  Exponenten  jedes  Paares^  %fii  ist.    'Dleit^ 'Paare 


2Ü6 

1 

1 

tTri 

«(« 

H-l)«! 

- 

fni 

t.tiil 

•(• 

P*%)m 

^iiri 

üIm 

^»    nild 

e 

M            «^ 

:e 

e  *     und 

0 

»     =d  < 

»  •   ... 

1 
bis  i 

•(?)- 

and 

h 

1 

=  e 

m 

dafai 

Produkt 

1 

jedes 

?      » 

Paares  ist  «  =1.  Mithin  ist,  wenn  »  ungerade,  das  Pro- 
dukt aller  Werthe  der  »ten  Wurzel  der  Einheit  selbst  wieder 
die  Einheit. 

Ist  dagegen  n  gerade ,  so  giebt  es  neben  dem  Pundamen- 
talwerthe  noch  einen    reellen   Werth,    welcher  in  der  Mitte 

der   übrigen    steht  und   '  =^  -^  entspricht,  denn  es  ist  dann 

m 

0  «  £=  e  SS —  1.  Die  übrigen  n — 2  Werthe  dagegen  sind 
wieder  imaginär  und  können  auch  wieder  paarweise  so  ge- 
ordnet werden,  dass  das  Produkt  jedes  Paares   der  Einheit 

gleich   ist,    man    kann    hier    nemlich    e*    und   e     ^        bis 

^  *  und  e  ^  zusammenstellen.  Wenn  n  ge- 
rade, so  ist  mitkin  das  Produkt  aller  Werthe  dar  iilen  Wur- 
zel der  Einheit  der  negativen  Einheit  gleich. 

Da  man  von  je  zwei  Werthen,   dii^  ein  Paai"  ausmachen, 

den  einen  kennt,  sobald  der  andere  bekannt  ist,  so    braucht 

man  im  ersten  Falle«  wenn  man  den  Werth  1  absondert,  von 

n  — 1 
den  übrigen  n  —  1  Werthen  nur  die  ersten  — ^—   Werthe  zu 

n  —  I 
berechnen ,  woraus  sich  die  anderen   — ^ —  Werthe  von  selbst 

ergeben.     Ebenso  wenn  man   im  zweiten  Falle,   ausser  den 

Wel'tk^n  ib  1,  von  de»  übrigen  n — 2  Werthen  nur  die  er- 

11—2  n — 2 

sten  —jr-   Werthe  kennt,  so  folgen  daraus  die  übrigen  — ^r— 

2  '  '  2 

W«rthe. 

s/m 

— ^  2&r  2ln 

Da  nun  e  *  ^a:  cos  —  -f-  ^  —  h  ^  ^^^^  i™  ersten 
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Falle  die  paarweise  zusammengehörenden  Werthe 

cos h  «II  —  t  und  COM $m  —  t 

n  n  n  n 

4fr    ,      .4fr.        ,     .  *«r  .    4fr  . 

co$ h  «II  —  •  und  coi  —  —  «n  —  i 

n  n  n  n 

CO»  (•  —  1)  — ,+  «»(n-l)  — ,»undß^«(«»r-^l)-  -i7«Mi(»i— 1)  -.« 
11  II  II  n 

Im  zweiten  Falle  haf  ihati  dieselben  Wäfthe/  nur  sehlfesst  die 
Reilie  der  Fäare  mit  \       >        • 


tf^P  ^W  iM*  ^^ 

CO*  (n— 2) f-  m(ii— 55)  — . iund  cof  (ii--2)-:,-x#in{ii— 2)— .  • 

n       '  n  II  n 


y. 


110,  ^ 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  cos  und  «ii  nicht  durch  ge- 
schlossene algebraische  Formeln  ausdrücken ,  4^^^  ^^^^  9^ 
auch  nicht  möglich  seyn^  wenn  man  vermittelst  ilirer  die  Wer- 

the  von  1*  berechnet,  diese  in  der  IPorm  solcher  geschlosse- 
ner Ausdrücke  zu  finden.  In  einzelnen' FttUen  ist  dies  aller- 
dings möglich.      Setzt   man  z.^B.  n  =  2y  sucht  man  also  die 

Werthe  von  1',  so  muss  maii  in  e  *    für  l  die  Werthe  0  und 

1  setzen,  dies  giebt  eo  und  e  oder  1  uiia  -^1  welches  die 
schon  aus  der  Arithmetik  bekannten  Werthe  von  |/l  sind. 

Setzt  man  ii=3,  sucht  man  also  die  Werthe  von  l%so 
hat  man  statt   l  die  Wertfaei  0,  1,  |2  zu  setzen,    man  erhält 

—  •     " —  •  —  •  •      2w  In         " —  • 

also  c®,  c*   ,  e  *     aber  e*     =:  cos  —  -}-  sin  --  i\  e  ^ 

in  in  in  n  n 

=  cos  -« , . —  «'n  T^  i.    Mun  ist  cos  -^  =  cos  (n —  -k)  = — cos  -, 
.p       .       6  «  ..  .     .3    ,  /   .     .      a     ,    .  ..     o 

ir»        .    n 


^  (^•r-^).4*«H^  (§*.09  Form.  28)*   .Die.  drei  Werthe  vor 
li  sind  also 


r 


1 

, 

,.  •'.      • 

*  1 

\ 

VI 

\ 

1 .' , 

Wenn  man  aber  in  §.  95  Form.  16)  für  »  den  Werth  3  setzt, 
so.  erhält  man 
^^    '      \döt  ä  -^  9%n  a.t\^  =  co«  3a  -f  An  3a. i 

alt 0  y  nach  dem  binomisohea  Lehrsat;!  ^ti^ickelt , 

{co9  a)  s+ 3(co«  aj  ^  m  a.f — 3co5  a(m  a)^— (^fi  a)H^cin  3a-f  m3a.t 

und  hieraus 

I- 

'  CO« 3^^  =  [coid^^  -^  ^co$a  \»kia)^    ^ 

m  3a  =  3  [co9  a)'  rina  —  [sin  a)' 


n 


2 


Setzt  man  nun  3a = jr  also  a  «*=  —  so  ist  m  3a  =  0 ,  also 

0  =  3(coÄa)»  —  («ina) 
und  da  («n  a)*  =f=  1  —  [co$)aY' 

1=4  [cos<i\^ 
mithin 


7» 


1 

79  1/3 


und  demnach  die  dreiWerthe  ¥on  1» 

1,1/3. 

1      ys . 

j  • 

t 

I 
Um  die  Werthe  von  13  zu    finden    muss  man  /  =  0,  I9  2^  3 

setzen  und  erhält  die  Werthe  cO=l,  c*  =e  =1,  e  = — 1, 
^  7  W  -..  j^  i^elohes  die  vier >  aus  der  Arithmetik  bekannten 
Werthe  von  ]/l  sind. 


,  •       •  1 1 


111. 

Der  Ausdruck  I**    bezeichne    die    yerschiedenen  Werthe 

> 

mm  am 

von  Xy  welche  der  Gleichung  x   =  V  Qeuftifei]§^m*\.  Sin4 
p  und  II  ganze  positive  Zahlen,  so  werden    die  Werthe  von 

_!_  i 

1  *     genau     dieselben     aeyn     wie     die    Werihe    von      1  * 

sobald    p  rnid   n  keinen    gemein^ehafllichen    Faktor    haben. 
Set^  man  nfemlich  wieder   1  r=  e  '^   und  l^  sfct  i*^"*  alsa 

1 »  =»  e  " .  ^0  i$;t  klar  da5S  e  .**    keia»  «nderen  WerUie  ha-*, 
ben  kann  als  e  **  .    Da  nun  der  letztere  Ausdruck,  wie  oben 


■  ■ 


bewiesen  >vurde,  n  Werthe  hat,  so  jkann  auch  e  ^  keine 
anderen  und    nicht  mehr  als  diese  •  Werthe  haben,  -  Ande-R 

2plni 

rerseits  muss  wirklich  e  **  ,  wenn  man  statt  /  die  Zahlen 
0,  1  ...n — 1  setzt,  n  verschiedene  Werthe  geben.  Denn  be- 
zeichnen h  und  h'  zwei  Zahlen ,  die  kleiner  als  n  sind  und  es 

wflre  e  *   ii:^  •   ,  so  sey  *>*',  also  wäre  e     *      !=:  1, 


»         «  K 


d.  h.  • eine  ganze  Zahl,   was    nicht  seyn  kann,    da 

it 

k  r^  h'  kleii^ef  a)a  n  ist  und  mitbin  qicht  durcti  n  .theilbar,  und 
p  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  mit  n  hat.     Hieraus  folgt, 

d«88  die  Werthe  von  1**  genau  dieaelben  Wie  iKe  Werthe  von 

r  '         '  ;l     •         '. 

1^  aind,   Mbaid  p  und   n  keinen   geneinschaftRelten   Faktoi^' 
haben. 

Wdr&  diTgegen  p=»ikir,  9^:i=±^$  und  s der  grösste  gemein-^ 

schaftliche  Faktor  der  ZaMen  p  tin*  »,'so wäi*e  c  ^  ^elTi 
Dieser  letztere  Ausdruck  hat  aber,  da.  k  und  q  keinen  gemein- 

schaftlichen  Faktor  haben ,  :dieselben  Werthe  wie  e  9  .    Dem- 

14 


2ta 


nach  hat  in  diesem  Falle  1*  nur  q  verschiedene  Werthe  und 

"T  .        .-. 

2Wif  di^elben  wie  H. 

In  der  Gleichung  o;  =1    darf  man  also  nur  dann  1  statt 

1  setzen.,  wenn  p  und  n  keinen  gemeinscbaftlichen  Faktor 
haben,  im  entgegengesetzten  Falle  sind  die  %we^  Gleichungen 

dp  1=1  iind  X  ^s^V  wohl  zu  unler^Mden,^    Wir  h^b^n  z.B. 

oben  gefunden  dass  1t  die  Werthe  1,  — 1,  t,  — tbat,  es  sind 
diei^  also  die  4  Werthe  von  x  welehe  der  Gldchung  x^^=\ 
entsprechen.    Hatte  man  aber  x^=^\^  d.  h.  wären   die  Wer- 

3 

the  von. , Pzu finden,  so  wären  dies  dieselben  wie  die  Werthe  von 

P  also  1  und  —  1.  In  der  That  dürfte  man  hier  nicht 
0?  =f  ^  f  setzen,  weil  daraus  «*=  —  1  folgte,  während 
«*  =  1  seyn  muss,  wenn  x^  ==  (»*)*=  1*  ist. 

112. 
^s  ist  nun  leicht  die  allgemeine  Theojvif\^er  Wur^elaus- 
ziehung  auf  den  so  (|ben  betrachteten  einzeke^  Fall  .zurück- 
zufuhren.    Bezeichnet  nemlich  A  irgend  einen  .  [feellen   oder 

imbginären)  Zahlenausdruck  und  A^  die  verschiedenen  Werthe 

—  fi  f 

des  X  y  welche  der  Gleichung  xz=.  A^  A.  \k.  x  =  ii  Ge- 
nüge lebten,  so  ist  es  immer  leicht  wenigstens  einen  Wertii 
von  0?  zu  finden.  Denn  da  man  immer  A  als  Potenz  von -e 
(Erstellen  iMiiin  (§t  1Q2),  so   dass  e^wii  ^.pre'*,  «o  ist  .auch 

e**  ein  Werth  von  x.  Man  bezeichne  diesen  Wertk  tfurch 
W\  giebt  es  nun  noch  andere  Werthe  veno;,  so  sey  ein  sol- 
cher W  3s  /.  W.    Man  hat  mithin  zugleijßh 

W    =  A^ 

n      n  9 


m 


*f       .      '     .  ::•     I".; 


also  muss  /  =  1     und  J  =  1  *  seyn.    Hieraus  folgt  ^eninach' 

Lt. 

'     ^21)  •       ''      Jl»  s=  ir.I*»)-^'  •    '  -    '     J'    :      •      ' 

und,  weiih  man  ztnr  Btnfkchh^it  antiinmn,  dass  ^  Mfd'n  It^W 
nen  gemeinsehaftlicheii  Faktor  haben /wai  im  Folg^ndenf^  }m'* 
mer  geschehen  soll, 

♦  ..    i.  .. .    .  p,      '  |.  '.}.,•.  "i. 

22)  il»   =  Jf.l*      •  .        »  '! 

Am  bequemsten  wifd  es  immet  ^eyn^  für  Tf  'den  'mö^fKchst 
eidfbcheik  WertH  za'neÜmeÄ.   *  '  '       ^  »    :        . 


t. 


113. 


Wenden  wir  diest  .TJ^eorie  auf  ci|e  .einzelnen  Formen  ^ii^. 
welche  A  annehmen  kann. 

t 

Mm 

I.    Ist  A  eine  reeJilQ  positive  Zahl^  so  setze  man  il  =  e  , 

•  •  ,  _— 

wo  ä  teell  iBt'(§/199|  und  daherW^Ä:6«»,-wöitinter  d«r  'po*! 

sitive  reelle  Werth  von  ye  =  yA  verstanden  werden 
soll ,  welchen  die  Arithmetik  angiebt  und  den  wir  als  den  ein- 
fachsten betrachten.    Man  hat'  daher 


l       I!      i     H.'-     i-l»     A         \r\      '    i 


il»  =  1?^/.  1» 


ii^  enthält  also  ebenso  wie  1**  eine  Anzahl  n  verschiedener 
Werthe  und  .unter  diesen  einen  oder  zwei  reelle,  \ß  ni^chdem 
n  ungerade  oder  gerade  ist. 

Hiermit  ist  zugleich  die  in  §.  65   gestellte   Frage  beant- 

wertet.    Der  Ausdruck  [l  +  x)9   in  seiner "attgem^tl^tMü  Ke^'* 

*)  Der  Sinn  dieser  Gleichunff  ist  so  zu  yerstehen,   dass  man  alle 

'  •    •  >        .       ''     i 

P 

einzelnen  Wertbe  von  A^    erhält«   indem    man   alle    einzelnen  Wer* 

t 

—  *  \ 

P 

—  ,...-"   j         . 

the  Ton  W,  t "  berechnet. 

14  • 


deutong  hat,  Wenn  p  ond  q  keinen  gemeinschafllichen  Paktor 
kuben^  f  ▼fr^chiedene  Werihe,  von  welcbeir  q — 1  oder  q — 2 
imaginftr  sind,  je  nachdem  q  ungerade  oder  gerade  ist.     Ei- 

nen  derselben ,  nemiich  de»  fpositt^en  reellen  Werth  |/(1  +a?) , 
welah^-4i9  Arilhmetik  gi^bt,  findet  maii'  mit  Hülfe  ^^^  binp- 
.Lebrfatz/9S|  i)nd  aqs  di^^m'  ^det  man  sftinmtlic)ie 


Wertbe,   indem  man  ihn   mit  den  verschiedenen  in  H    ent- 
haltenen Werthen  multiplicirt. 

,|L    Sey  A  f|ne  negftiye  xeelle  Zahl  und  fwar  setze  man 
zuerst  il  = — 1.     Die  einfachste  Form,  umfer   w^jcher   in«\ii 

—  1  als  Potenz  von  e  darstellen  kann ,  ist  —  1  =  e  Man 

pni 
»•  — 

setze  —  1  =  e     und  IF  sä  e  •    so  ist 


(—   1)»    =  e»  .1» 

pn% 

Ulf  Wie  f^RKda  Zahl,  so  Jsl;  e    =».1,  wir  kAniien  iduher  fflr 
W  die  Einheit  nehmen,  indem  diese  einer  der  Werthe  von 

1 
1 "   ist    In  diesem  Falle  ist  also 


,  z.    .   1., 

(-.1)*   Ä     1»   .. 

Ist  p  eine  ungerade  Zahl,    so   ist  e     ss — 1,   also  ist  e^ 


i  .  -— *^ 


einer  der  Werthe    von   ( — 1)*.     Wollte   man  aber  (— 1)" 

pni 

finden ,  so  könnte  man  ebendei(wegen  W  =  e^    setzen ,  und 
hli^lf  d^quutcb  apcb  . 

1  fni         1 

In  diesem  Falle  ist  also 


(-  »)-  -  (- 1) 

•  }  I 


n 


118 

Man  kann  beide  Ffille  in  blMn  zMaWimenniMen ,'  iiideM  ««A 
Bclireibt 

— T    -^ — r  ^ 

23)        {-  ir  =  [(-  jfJ" 


Die  Wertbe  von  ( — 1)"  lassen  sich  noch  einfacher  ausdrücken, 
als  es  hier  eben  geschah.     Geht  man  nemlich  von  der  6iei- 

ni  — 

chung  -^  1  «s  e     aus  und  setzt  W^^e^  so  ist 

Benutzt  man  die  Entwickelungen  des  §.  109,  so  sieht  man, 
dass  hier  wieder  zwei  Fälle  zu  untefscheiden  sind,  je  nach- 
dem n  ungerade  oder  gerade  isti-  Im  ersten  Falle  sind  die 
verschiedenen  Werthe 

ni 

e»  .  1 

»t         Int  nf         »8n«     ., 

e*  .  e*        und  e*  .  e  " 

ni    ■     4WI.  r     ni        Hfcat 

e"*  .  «*       und  e*  .  «  * 


i  {>  ii 


e*  b  .0  "         and  a*  .  e..* 

—         n% 

wofür  man  aut^h^  indem  man   den  reellen  Werlb  ^"^  ,  •",:  . 

13       ni  ^  ,      .,         . 

=r  e     SS  —  1  voransetzt,  schreiben  kann 

*»►   X     .•  >  >.    » 

911  »t 

e*      und  e   * 


\> 


Vv*       •       ••      ?        •        • 


Ilt  -5 :  ni 

e »»         und  e    ^  '  *  " 


214 

fft  ni 

«*  .  1  und  c"  .  —  1 


•       • 


Jlt 

8»t                 st        *l»j 

e*  .  e"      und  e"  .  e  * 

•     •     *     •  ,  •     •     •' 

ni        t^%  ^    ,,,    :       ni       -(n-g) 

«•*    k   c 

•          und  e*  •  «    " 

«j 


ni  •  -(ii-l)»» 


— 

Setzt  man  — l  =e       pnd  daher  e".  —  i:=e     **       so  kann 
man  diese  Werthe  paarweise  in  folgender  Ordnung  schreiben 

e^    und  ^'* 

8iti  »aiii    - 

e*      und  e  " 

(wi)  «f  -(it^i)»t 

e   •        und  e     * 


und  man  sieht  zugleich,  dass  unter  deh  Werthen  von  ( —  l)** 
ein  reeller  ist,  nemlich'  —  1^  irehn  »ungerade  ist,   während 
alle  Werthe  imaginär  sind^  wenn  n  gerade  ist.    Schreibt  man 
statt  der  Exponehllargrösäbn   ihre  du^ch  co$  und  sm  ausge- 
drückten Werthe ,  so  kann  iban  auch'sageA:  je   nachdem   n 

ungerade  oder  gerade  ist,  sind  die  Weithe  vbB'{ —  1)** 

n    .      ,     n      ,  n  ,     n  , 

CO» h  «»  —  .  f  und  CO»  --^  —  «m  —  .• 

n  n  n  n 

3n    ,      .    3^      .       ,       .  ..3ir     ••'  ^  .    3fr  , 

CO» J-  «»  —  .  f  und    CO» »m  — .t 

II  n  »       ,  n 


•    •     •     •>••.•     • 


.•    •  .      •_        •  y   . 


♦      »—2  ,      .    »—2  .         11—2  .   «—2 

CO» nr  +  *•»  ^-i  und  üo»  — = — n — »tn nr.i 

n  Hl  n  :  -<  n 

oder 


8U 


CO«  —  +  «n  —  .  f  uni  €09  -—  -*-  «n  —  .t 

I»  •  II  H  II 

CO« H  «n  —  .  f  und  com  —  -^  nn  —  .• 


n— 1  .    «—1  n— 1  .    «-1 

CO» TT +  #111 n.%  und  co$  > ir —  wm ni% 

n         /  n  .  n  n 

<Bs  bedteiHe  nun  il  irgend  eine  negfalive  reelle  Zahl,   \reldil3 
man  :=  —  c^  setze,  wo  o  wieder  reell  seyn  soiL    Bioer  d^ 

p  ap  pni 

Werthe  voii  A^  ist  daher  e*  ,  e*^    und    wenn   nuui   diesen 

Werth  SS  IT  setzt  (indem  man  wieder  unter  e  ^   den  reellen 
positiven  Wettb  von  y{-^A)    versteht),  so  findet  man 


-\\ 


f  1  ^7»!  1  J^ 

A^  =  W.\^  ^  \^{—Af.  e^ .  1»  =  1/7— it)''    (-0" 


a^l 


m.    Ist  A  eine  rein  imaginär^  Zahl  =  d^c^.t,  so  setze 
man  je  nachdem  das  obefe  oder  untere  Zeichen  gilt,  'A^=e 

oder  A  =:  e  und  IF  =ä  ^  "        ••    oder   IF  »=  c  •        * 

alsdann  ist  wieder 


IV.    Sey  A  eine  complexe  Zahl  =  « -|- M ,  so  ist  (§.  104, 
Form.  10) 

II  -f-  t)i  SS  e    ■ 
oder,  wenn  man  wieder  c^zr  m  3==  («*  -}.  d^j^  getit, 

II  +  t)i  =  «  ,  e^ 


Biner  der  Werthe  von  il"   ist  also  m^  .  e^    wo  man  wieder 

P 
unter  m  ^   den  reellen   posHiven  Werth  von  ym    verst^l. 


«1« 

und  e^     ISA  eo$  ^-^ -\^  Hn  ^-^  %  ist:  seilst  man  dailer 

n  n 

ir=  m  '^ {co$  ^  -U  sin^  i)  so  ist 


—  ^         —  Ott  PV  , 

-24)     ^    i4*^  =  (fi+wr  ^w^"*  (öM  ^  +  «««  ^  f)  ,  1 


«I 


Seist  man  statt  ti4ret  seinen  Werth  m  (cot ^  +  sm»^.  {)  6o 
t^l  man  also 

—  miß  mtf      ,— 

[m  (cos  iß^$int/ß  .*)]•=  m»  (oos  ^  +  ^•f»  ^  «)  *  * 
und  wenn  man  m  =  1  setzte 


P  ^ 

(cos  U>  +  «n  V'  .  f)»   =  (cos  er  ^.  nn  ?^  t)  1 » 

also  wenn  [cos  %p  +  *•»  V  •  *) "    ^®**   einfachsten    der  in  der 

Porniel  (cos  ^  +  m  ^ .  t)  **   enthaltenen   Werthe    bezeichnet, 

1 

nemlicb  demjenigen»  welchen  man  erhält  wenn  man  1^=1 
setzt,  so  folgt 

—  P0  .    P^  . 

25)  (cos  tp  +  s%ntl}.i\'^   :=^  cos  ^   +  sm  -^  t 

d.  h.  unter  dieser  Varaus^iiung  ist 

oder  weiiu  mim  r-  zsj^ytfn  c=  »  set»t   ... 

it 

26)  («*)   '=^  « 

Die  Gleichung  3)  des  §.  102  gilt  also  auch  noch  für  gebro- 
chene rationale  Werthe  wn  *,  sobald  man  unter  (o^)  den  wi- 
fachsten  Werth  dieses  Ausdrucks  versteht  und  man  kann  hier- 
aus ,  wie  es  in  einem  tthitricben  •  Felle  frttheri  geschah  (§.  61), 


weiter  ableiteii)  dasi  dlesu  ^Sfeiclmiif  <  flacb  4wm  nthik  Ihva 
Gältigk^it  behtit ,  wenn  k  irrational  ist.    Verstehi  ipan  nemlich 

dann  unter  (ti^    den  Werth ,   welchem   man  unbegrenzt  nahe 

kommt,  indem  man  den  einfiBichsten  TFerth  von  (^  berech- 
net, wo  h  eine  rationale  ZaM  bedeutet,  die  sibh  Ton  j|  um 
weniger  als  irgend  eine  angebbare  Grösse  unterscheidet,  So  sey 

Äun'  ist       (e*)    =^  e 

also    l)  =  (e^*  -  (^)*  —  (e**  ^  e^^ 

Da  nun ,  wena  h  sieh  unbegrenzt  dem  k  nAbert,i  soweU  (e^) 

—  (e^j    als  e     — -  e     sich   unbegrenzt  der  Null  nihert,    so 

ist  auch  D  =r  0  und  (e*)  =  e  .  Setzt  man  wieder  e* 
=  cosiff  -|-  nis^.f  so  ist  a}so  nun  nachgewiesen,  dass  die 
Gleichung 

27)        (eosift  4-  atiitj^.t]    ^  oosk^,-^  smk^.j 
für  alle  reellen  Werthe    vpa  A    l^att  hat,  sobald  man  unter 

(co$^  +  sin^.i)  den  einfachsten  in  (co«^  +  ^^)  ent- 
haltenen Werth  Tersteht,  also  denjenigen,  welchem  man  un- 
begrenzt nahe  kommt,  wenn  man  den  einfachsten  Werth  von 

(cos^  -^  nm^kt),  d.  k.  eoikf  ^  m  ftf  .rbereohnat. 

Setzt  mai^  in  Formel  24}  1+^  statt  ii,  so  ^eht^^sie  in  . 

28)  ■    i*=(l-f«  +  tii)»==m*(co»^^-f-»i«-^^.*)'l* 

über,  wo  aber  nun  iii  =  [(l-fii)*-|-e*]^,  cösipi= — r, 

V 

simp  =  ^  ist     Insofern  also  if  =a  ii  4-  ©t  tind 


(1  '^  w)^  jeden  Werlh' bezeichne*  soU,   deasdn  nte; 

den  Werth  {t+.wf  hat,  fiidit  >^s.  «  solcher  A^isdiriiplie.  unfl 
damit   ist  die  in  $.92  angedeutete  Frage  beantwortet     Da 


tl6 

ab0r  dort  sugkicli  gefaiiiM  w«rde,   diist  einer  dieber  Aw* 

drücke,  sobald  (u« +  ©»)*<  1 ,  für  jeden  Wertji  von  —  durch 

n 

diQ  Reihe  J  n&x''  dargestellt  werden  kann,  so  ealsteki  niu 
die  Frage,  welchem  der  n  verschiedenen  Ausdrücke  jedesmal 
die  Reihe  gleich  ist.  Als  d;  eine  reelle  Zahl  bedeutete,  war 
die  Beantwortung  dieser  Frage  aus  einfachen  Betrachtungen 
abzuleiten  ($.  65).  Für  ein  imaginires  x  aber  giebt  es  bis 
jetzt  keinen  Weg  zur  gründlichen  Beantwortung  iKeser  Frage, 
welcher  nicht  auf  Betrachtungen  führt,  die  in  einen  höheren 
Theil  der  Analysis  (in  die  Differentialrechnung)  gehören,  wes- 
wegen wir  hier  nicht  darauf  eingehen.  Weitere  Erörterungen 
findet  man  aber  in  Nate  VIL 

Elftes  Kapitel. 

AiweiiliHgei  des  Yorlieii^elieiileM^  liesoiden  auf  8im- 
nimg  ?•■   Kdlinu     Siiiw  ud   CosiBtts  im^aärer 

ZaUcA. 


114. 

In  $.  89  wurde  gezeigt,  dass  man  jeden  Ausdruck  «r+^r* 

in  die  Form  m,.(Cr|.-fFf<)verwMdelnklni,  wo  «^»(tir^-h^'r^l^j 
n    =i  — ,  IF^  =  ?^.     Aus  Form  li)  des  $.  102  folgt  aber, 

fll|.  f91r 

dass  V^  =  tosf^^  Vf.  s=  siniffn  wo  ^^  eine  zwischen  n  und 
—  n  liegende  Zahl  bedeutet ,  also  . 

' ' '  **       .  *         ' ' 

Demnach  kann  man  statt  der  Reihe  3]  des  $.  89  auch  schreiben 

..  1)       wa(cM^iHrstii^,t)  +  fli2(«o«fa  +  ^««1>'2.«)  +  .^v^ 
wfthrend  die  Modulreihe  noch  immer 

2)  f»!    -|-    f»2    -j-    .   •    •    . 

iMkj    Die  Modulreihe  wird  aber  convergfrea  oder  divergireh, 


^B  naohdeia  (ftbgeselmi  vom  Zeicbea) om  ein  Aogebbares 


kleiner  oder  grösser  ab  die  Einheit  ist.    Ist  dagegen  Um  ^^^=1, 


SO  ei>a¥«rgirl  die  Reih^  1}  wenn  die  Reihe  2)  comrergir^  wfth^ 
rend  wenn  die  Reihe  2)  divergirl,  die  Reibe  1)  eoiivergiren 
oder  divergiren  karni. 

Hai,  man  eine  Reihe  ' 

in  welcher P die  Coefificiefitefi  Cq,  ax,.,  reelle  Werthe  habeA, 
aß  dagegen  imaginär  seyn  soll,  und  man  setzt  fl;=iii  (co^^Tf-m^.t} 
ala^  .a^  =«:  fitf:  {cosrfr^sinr%p.i)  so  geht  sie  in 

+  üfnir  If0i$  f^  4"  '•*  ^  •*)+•*  • 
über.    Diese  Reihe  wird  also  coavergiren  oder  difergiren^  je 

nachdem  der  Zahlenwerth  von  -^—  um  ein  Angebbares  klei- 

a 

ner  oAer  grösser  als  die  Einheit  ist. 

115. 


M      • 


Da  die  OleiehiiBg 


=  ^  4* 


.1  w 


1  —  a^-    ■       ^^  'i  ^  ^  ' 

unabhängig  von  den  besonderen  Werthen  des  x,  also  auch 
für  imaginäre  Werthe  statt  hat^  und  aus  derselben  (§.  47)  die 
Gleichung 

'       ■      ^  '       ■         r-i  X        "         X^      ' 

X   -4"    X     -f"    •..•«•    -H    X       =   ■= — 

1  — X  1   —  X 

abgeleitet  Worden  Ist,  so  ^Tlt  auch  letztere  fttr  imaginäre  Wer- 
the des  X.    Schreibt  man  statt  derselben 

1+«+»^+  ...  +  a?     =  1  +  i r— -==1 — — 


l—x      \^m  1—»      J 

und  setzt  wieder  <       ,      •  ... 

X  =z  m  [cos  iff  +  '^^  t^«*) 

so  hat  man  mithin  '1, 

3)     1  +m(co8tp  +  sin  fp.ij  -}-  m»  (cos  2f  -f-  i^n  2^.t)  +  ... 
r-i  '      •  .  •  '  j  ..  .  i   •  .  . 

+  m       (cp*(r.— .1)^4;  «•»(r—l)vii.t)=  ^ i —j—j J 

"  •  '       l— m(eosV'+s<n^.fl 

m''  (cos  fr^4*  nn  r^.  t} 
1  —  m(cea  ^4"  ^  ^  *  ^) 


So  lanfift  also  r  einen  endlichen  Werlb  hat«  Ifts^t  skk  der 
Wertb  der  Reihe  3)  einfach  ausdrücken.  Lässt  man  aber  r 
4ilibegrelicft  wndisen  ^  wodnrch  die  Reihe  3)  in  eine  anendMche 
libergehl,  «nd  iat  zugleich  m  <  1 ,  so  ist  ämm^'^^O,  wfih^end 
cosr^  und  rinn/fy  was  auch  r  bedeuten  WMg,  nie  gr^Hserais 
1  werden  können.  Mithin  ist  lAm  m^  (cot  r^  4-  mh  ry .  {)  =  0, 
d.  h.  sobald  fln<;  1,  ist  die  Reihe 

convergent   und    hat    den  Werth    -= ; -, — ; 

1  —  m(oo$^  —  m  ^.t)  1  -  »(co*^  — jm^*i) 

~  (1  —  m eo*^)*+  (m  m^  "^     l«i^2ifi  c)0»f -f-ni^ 

Trennt  iman  hier,  auf  beiden  Seiten  der  CleichtHigy   das 
Reelle  vom  Imaginären^  so^  findet  man 

1  -^  m  cos  ^ 

5)  1  +  m  CO*  tir  +  tn^tosiiff  4-  ••-  =  i s ^t — ä 

^  '  ^  .      ^  1  ^2«ieof  fr+in^ 

fifi  ^ 

6)  «iiv>-t-m«ii2v>  +  w^mSiir-l-...  =  ^ — ; — - 

'  ^  ^    '  ^  1  —imcos^-^-wr 

Ist  dagegen  m  >*  1  so  wftchst  wT  über  jede  mgebbare  Grenze 

während  [co$  np '\' sin npA).  immer  ein«n  bestimmten  (reellen 

oder  imaginären)  Werth  behält;  in  diesem  Falle  divergirt  die 

Reihe  4). 

116. 
Auf  ähnliche  Weise  kann  auch   der  Werth  der  endlichen 
imaginäi'en  Reihe 

7)  m[co^^  +  «n^.i)  -\r  m* [cos  (f  +  <*)  +  ^  (^^  +  <*) 4  •  •• 

+  w»'  [co*(^  +  (r~I)«)  +  w(^  +  {r— l)a)t]. 

geCunden  werden.    Denn  dt  allgemein  (f.  95  Form.  15) 
iyw(^ -^ka)  4-  9%n{^ -(-- kayi=^ [cos ^  -f-  m ^ . t)  (co^ifca 4* 9inkaJi\ 
so  kann  man  diese  Reihe  auch  in  der  Form 
m  (cos  ^-|-  sin  ^.i)  [1-f  m  (co«  a4-tm  0.^+ m^(co«  2a-{-sin  2aA)^.,. 

+  m*^^  (co* (r — 1) «  +  «*,(r ~  1) «-» »)1 
schreiben.    Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

1  -f-  ff^ii^os  a-[-  «»  a.i)  +  — •  "f*  »»      (cö*  (r  —  I )  a  -f-  «»(f  —  1) «.«) 

1  m'*  (cos  rcB  -t-  >rtii  ra'j  f ) 

^^^  l^fii(co^a  +  m«.t)'      1— m(coa»i»4-lw»Wi*)^   ' 


m 

»l$o  toi  der  Wertb  der  Reihe  7) 

» [eo9  iff  4-  dtii  tlf . ») —  ,         ■ 1 1 

»  tfo«^  — «   "^   i?o#(ra-H^)'-f- ((m«iiiy'^*«   "^  flu  (ra  f  ^)J|)' 

( l -«•  cofiv4-mnniv.i)(m cosi/f-m^*    eoa{ra^^)^[m tin^f-fn^*'  «tfi(ra4-^)]i) 

(l—m  c«#iK)«  +  (m  ^f|^«.    ... 

1   ^   2m  co<a  4»  m* 

_i_tw Wiia(m  eos^—nJ"*    co^(rg^^V>))-K^  —  w  cot a)(m  jtw^^ m** '    <tn(ra«^^)) . 

1  —  %m  €09  a  +  «I* 

Hif^rau^  f^lgi.^lt^o  ,?{Unächst,   wena   mai|^,da|;  Rctel^  1(^4  'ina- 
ginSre  scheidet^,  .^.     . 

••  CO«  ^  -|-  ••*  CM  (^  -jr  ^)  ••••  +  "•**  *ö*  (V'  4"  (** —  ^)  «) 

(I-mcosa](mco<^-fii   ""  co«(ra4-^))-mwi»a(m«fti^ili'"''''  '«fii(ra4  ^))' 
'^  T  —  2m  €09  ä  +  «I*  ^"^         ^  '  '■  ._  . 

r-f*l  '-  r«^9 

meo$ffß — n       fO«{r«+^)  —  m^cos(^ — a);+m  '    co«((r— l)fl^+^) 

1  —  2m  cosa  +  M^  ,  .  ,, 

oder 

8)  cos^  +  1»  CO«  (V'  +  «)  ...  +  «»^^  <W*  (^  +  (r  —  1)  «) 

CO«  y  —  mTcof  (y+m)— m  CQ«(f -~a)+m*"^  cWt(YrTf-(rrtT)t)%)> 

und  ebenso 

9)  ««  ^  +  m  m  (^  4-  a)  ..•..+  »»      *fn  1[^  +  (r  — '  1)  a) 
8ina(mcasfißfvm      cos[fp+r^)-k'(l'^,mco»a^{sm^'^flil(,4n[f-\'ra)) 

V^^^  11  I ■    ■ — ^_— ^ -        -     ■ ^ ^-     ■ i^,    ■■■„1  ■  ■■  I  ,  ,         ■      ^  ■■   ■M^^^M^a 


1  -    2fli  c^  a .  -f  m*. 


I  v 


r+l 

finfft — m^  sin(iff  +  ra) — msin(yß — a)'{-m       *»*(^+:(r-*^l)l«)l 


\.  • 


Lftsst  maii  hier  wieder  r  uiibegretizt  wa|3hsen.pnd.;f«t^l.fpf^^^ 
80  gehen  die  I^eihen  6)  und  7)  in  zwei  unendliche  convergi* 
rende  Reiften  über  tind  nian  ^rhfilt'  '  '^^ 

10-   co8Uf+mcbs(tif'\-a)^m^coslyf^-2a)^....  =  ,^—^ -~ii 


in 

$et2t  man  in   den  Reihen  10)    und   11)  ^  r^a  und   bedenkt 
da89,  cos^  (QJ  irr  ly.sin  (0]  =^  6  80  $ndet  man 

cos  fff  —  m 


casiff  4"  •»  '«>»  2^  -(-...  d= 


m^  >-|-  m  ^  2^  -^  • . . 


.  1  —  2m  cos  fp  -\-  m* 
«in  ^ 


1  —  2m  eo#  ^  4"  ^* 
übereinstimmend  mit  den  oben  gefundenen  Reihen  5)  und  6). 

117. 

Ist  m  =  1  so  erhält  man  aus  8]  und  9)    * 

12)'      CO«  ^  +  CO«  (^  +  o)  -f-  •  •  •  +  ^^*  (♦  +  [^' —  M  **) 
cos  ffß  —  cos  (fff  +  ra)  —  cos  (v>  —  a)  +  cor  (tp  +  (^ —  1) «) 

~  ^        "    • '  •     '*    2  (1  —  cos  a)    ' 

13)      .^vi  +-.W{V+.^)  4-  ... +  ^«i»(i^  +  (r  -.1)  «) 
«mV'  —  «n  (V'+ra)  — ,  W.(V  —  oj  +  «»{V'  +  lr  — l)«^ 
'  ^  2  (1  — -  CO«  a) 

welche  Ausdrücke  sich  noch  weiter  vereinfachen  lassen. 

Berücksichtigt    man    nemlich    die   in   §.   100    gefundene 
Gleichung 

-  •      VÄ        1  —  CO«  2a? 

(«te  »)»  =.  — 


i 


2 
so  folgt  daraus    ' 

1  —  cosa  =  ^  (Hn  -^   ti\ 
Da  ferner  (§.  95  Form.  11  und  13) 

cos  (»  4"  y)  =  ^^^^  ^^*y  —  *•**  ^  *•**  y 

'    ^     CO«  (op  —  y)  =^  <^ö««  co«y  H-  »tna>  ^y 
so  erhftlt  man,  wenn   ii^n    die  rorletzte  Gleichung  von   der 
letzten  absiehl, 

14)  cos  (a?  — yy,  —  cv»«  (a?  4*  ^)  =«  2  «in  o;  «wiy 

Setzt  man  hier  a?  =  (r  —  ^)  a  +  v^;  y  =  ^  a  so  u 

a?  —  y  =  (r  —  1)  «  +  Vi  «  +.  »  =  »•«  Hr  V» 
Uf^d  dulier 

1 5)  c^j-ffr^l)  «-f  V)—  ^os  (ra+v)  =?=  2  «•»  ((r  —  y)a  +'t/;)«tn — a 


ist 


Setzt  man  dagegen  a?  =  if» —  ö~  <*)  y  =  —  ^  ao  ist 

und  mitbin  ,,    ' 

16)  cos  (\p  --a)  —  cosyp  =  2m  (v  —  ^  a)  mh  -i  €di       '  .   ' 

Berück^chtigt  man  diese  Werthe,   aa  grtt-dit  Formel  12)  in 
folgende  über 

17)  costp  -f  eos[xp  +  a)...  -f  C(!i#(V'  +  (r  —  I)  a)  "' 

1  1  1 

2  aj»  -  a  [m  ({r  ~  ^^  «  +  V).—  ^«(V  ~-  y /»Ol  .  - 

4  (aifi  --  a)»  '    '  ^*  '•  ' 

«»  ((♦•  — '  -S-)  «  +  V)  —  *w»  (V  —  -ä  «) 


2'        '    ^'         .  .    ''^  2 


«I  )4*t*t  '« 


2  am  —  « 

Da  ferner  (§.  95  Form.  12  u.  14) 

sin  (x  —  y)  =  sinx  cosy  —  posx^^ny 
sin  (a?  4-  y)  =  *•««  oosy  +  cosic  siny 

so  folgt 

18)        m  (x  -{.  y)  —  m  («  -^  y)  =±  2  cosw  *my  ■ 

Setzt  man  wieder 

1  '1   ■■•■• 


»IV/. 


'      r.      •   '       /J,  .       f, 


\ 


K'.'^      I     '«   . 


SO  folgt  I 

19)    «»(ra+v«)  — ««((r— l)a-f  1/;)  =  2co»((r— -)a+v,)«n--a 
und  wenn  man 


1  1 

*  =  v»  —  ^  «;  y  =  -^  a 


•    !  (  f  '   1 


seist,       ,    •     •.  ..  •  • 

20)        am  1/;  —  am  (v;  —  a)  =  2  cos  (\p a)  stn  —  a 

2  2 

Demnach  geht  die  Formel  13)  in  folgende  über 


21)        sm  \p  +  9in\(\p  +  «).!..  +  *•*  bP  -{-  (r  —  1)  « 
C09  (xfß  -  ~  a)  —  CO«  (^  _[-  (r  —  — ) «) 


•  i 


2  sin  —  a 
2 

Setzt  ina«k  aber.     - 

also  ^  »=  ip  ^i g-   ^;  y  =  _  a  so  folgt  aus  1$) 

1  1  r— 1  r 

*fiifip+lr— y)  a^  —  tt«  (i/;  —  ^a)  =  ?cO*  (tp^-  .^a)m—  a 

und  aus  14)  > 

1  1  r— 1  r 

cos  (tp  — --  «)— CO«  (ip  +  (r—  2-)«)  =  2«»(V'+-2~«)'»«-2  ^ 

Hierdurch  verwandeln  sich  die  Gleichungen  17)  und  21)  in 

22)  eosxp  -^  cos  (V  +  «)•••.  +  ^9^  (V  +  t*"  —  1)«) 

<?ö«  (ip  +  -g-   a)  n»  y  a 

«Ml  —  a 

23)  «in  ip  +  «tn  (v  +  «)...  +  ««  (V  +  ('•  — ')  «) 

=  — I 

«wi  y  a 

Würde  man  hier  r  unbegrenzt  wachsen  lassen^  so  hätten  die 

Ausdrücke  cos  [ip  -| r—  a),  sin  (}p  -| — -) «,  «tu  —  a  und 

mithin    auch    die    Reihen    22)    und    23)    keinen    bestimmten 
Werlh  mehr. 

Die  endlichen  Reihen  22)  und 23)  müssen  dagegen  im- 
mer einen  bestimmten  Werth  haben,  dieser  ist  aber  unter  ge- 
wissen Verhältnissen  nicht  unmittelbar  aus  den  so  eben  ent^ 
wickelten  Ausdrücken  zu  finden.     Ist  nemlich  a  =  ±l  2/nr,  wo 

/  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist  «tn  —  a  =  0  und 


2e& 

ir  "'    .  !••  '  >•  •  »    '  '  ',"1/  *  .  'l  :  '  •  X 

sm  ~  a  =^  0  (8.  99  Form,  27)   und.  es  gehen  datier  die  ge- 

fandenen  Werthe ; und 

0  •-.  '";, 

in  die  anbestimmte  Form  ^  über.  *  '' ''-   '  " '*         ->• 


Dies  führt  uns  auf  die  Fraj^e  wie   man  in  e;jnem  solchen 

Falle  den  Wertbvon    -     —  bestimmen  kann.     Diese  Frage 

'^    "     '■■^-  '''"''      sin   ^  a  •     ■    ^       "' ''        ^ 

2 

werben  wir  beantworten  kcin&en^.  werin*  vir   ivi* Stande/  sind, 

folgende  an  und  für  sich  wichtige  Aufgabe  zu  lösen,  ne,9Ql^9l^ 

wie  man  aus  den  bekannten  Werthen  von  cos  q  und  sin  a  d.e^ 

Werth  von  cos  na  und  sin  na  finden  kann^  wenn  n  irgend  eine 

ganze  posfttve  Zahl  bedeutet.    Wei  ^schräht  laicht  mit  "Hülfe 

der  Formel  16]  des  §.  95. 


118. 

Ist  nemlich   n  eine  ganze   positive  Zahl ,  so  können   i^ir 
(§.  92)  den  Ausdruck 

'   "  sin  b*  ••-,»» 

U    -h    *}  \.  \\\ 

COS  a 
nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickeln  und  orhaltea  " 


y.    -n^sß.        '    '        eosa  '~~  .AWxö  .        ;  -M  j  :dos^a! 

mithin  ^  •     "- 

(cosna'\'Stnna.t)  =  (cosa'f'S%na.%)  ={cosa)  (IH •)  == 

{co$  d)*'  +  *»  (cos  a]*-*  «m  a .  •  +  »?P  (co»  o)*~'  («i« '  o)'«  t» '.  : '. 

4-  •»(«tii  a)"i" 

lirennt   man  hier^dv  ftieelle  und  Imagin8re,    so  werden 

15 


mmBS 

«wei  Falle  2a  unterscheiden  seyn,  je  nachdem  n  gerade  #der 
ungerade  ist    Im  ersten  Falle  erhält  man 

24}     ctisna  =  {cos  a)*— ^» (cos  oT^  [sin  a)«  ...  :t  •»  (m  äf 

1  s  . 

25)  m  iMi  :r:  "»(cosa)*"^  smd  —  •» (cos n)**'' (»i«  a)'.  . . 

::^  *ß  co$a  (smaf^ 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,    je   nach- 
dem n  in  der  Form  4&  oder  4k  -{-  2  enthalten  ist. 
Im  zweiten  Falle  hat  man 

a  it^i  ,-.1 

26)  cos»a=(cosa)i,— '•»(cosa)*:^«  a)K..±.''Sdcosa{iina) 

27)  siiiiwi«:*»(cos«)*'*siila— •»(cosa)"^^«ii»<t)*...*'*»(stno)* 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen   zu  nehmen  ist,  je   nach- 
dem n  in  der  Form  4*  +  1  oder  4*  -|-  3  enthalten  ist. 

Man  hat  demnach,  je  na^hdesm  gerade  oder  ui^ferade  Ist^ 

28)  ^^^^  =  •»(coffl)"-^  -  ""iicosoT^  (ma)2  .  . 

Hna 

-;f:  ^  cos  a  (iin  a) 
oder 

29\        ???^  =»  •»  (cos  äf^^  —  •JB  (cosa)*-*  (stua)«  .  . . 


Ißt  also  a  =  ^  In]  wo  I  jiede  ganze  positive  Zahl  «der  Null 
bedeutet,  und  mithin  cosas±-l,  rina  —  O  so  ist  jedenfalls 

st»  na  1 

-; =  d!!  •©  =  ^r  n 

sma  . 

wo,  weitn  n  gerade  ist,  das  obere  oder  untere  Zeichen  so 
nehmen  ist ,  je  nachdem  l  =s  2k  oder  i  =  2^  + 1  ist,  dage- 
gen; wenn  n  ungerade,  immer  das  obere. 

1  1  '•*  N       ^      >. 

Ist  demnach  sin  ^  «  =  0  also  —  a=z;±  In^  so  ist, 


m 


''••     '       -sin  -5^0     «>     ■   •■      "  •■■•  ■"'  • 


I      I 


.     1 
m  -  o 

und  in  diesem  Falle  (Form.  2%  und  23) 

=  ±L  r  CO«  (^  +  — ^  a)  =  ±-  r  CO«  ^ 

««»V>  +  m  (^  +  a)  .  .  .  +  «*i  (V>  +  (r  -  l]f  «)' 

wie  am  $.  99  P«rm.  .96)  folgt 

119. 
.  An  das  Vorherffehefide  schliesst  sich  noch  folgender  Satz 
an.     Die  unendlichen  Reihen 

31)    öo^*V4-*'i^*(V^+«)«-* H"^r^if^^*(V  +.(*■ — ^)^)~\-"' 

in  H^Ichen  die  Coefficienteii  Oq,  O]  ....  positive  Zahlen  sind, 
welche  immer  kleiner  werden  und  unbegrenzt  a))nehmen^.  sq 
dass  Um  a^  =  0 ,    sind   convergent ,  wenn  nicht  a  =s  db.  '2&r. 

Man  betrachte  nemlich  die  Summe   der  k  ersten   Glieder 
der  Reihe  31),  sie  heisse  Wj^  so  dass 
Wj^  f=aQ  costff  -{-  Ol  cos  (tft  -j-  a) . . .  +  a^^^ cos  (^  +  (*  -  1)  «) 

und  multiplicire  mit  2  «m  -^  a  so  ist  .,.      ^^, 

2 nn y  a.  Wj  =  2[oo co«  V  «««  ^  «  +  «i  <'<<* tV'-f"  «) ««  gl^ ff  •  • 

4-  aj.j  CO« (^-|-{*—l)o)  «n  y  a]  '  ■  .    • 

Setzt  man  in  20)  statt  V  allmälich  V  4"  «■  «>  V<  +  ^  ">'" 

.1 


^  +  (*  -  2")  «  «"?.  foJgt 


I , 


2  eosyt  im  —  a  9=  ?i»(^  •{-  j  a),,—  «in  (V!^  -  ,^,  a) 

•iTdö»  (V»  H- «)  «»I «  =  «« (V  + 1 «)  -  «»  (V  +  ^  «) 

15  • 


♦  2c(w(^+(*-l)«)mla=Wii(^+(*^^.)«)  - rin(tf>-^(k-^)a] 

also  ^ 

1  l  1 

2sm^a.  W^  =—  Oo»in  (^  — ^«)  +  («o  -  «i)«"  (V  +  ^  «) 

+  («1 -02)  m^V' +1«) + •  •  • + (  Vj  r  *»-i''**'^ + (*- 2"^  "^ 

Lfisst  man  nuq  ft  mnbegi^ens}  ^achseh,    so  is^  ^aj^h  der.  Vor- 
aussetzung /tiiia^_^==0  also  auf^  li>>i  ^^1 :  OPl  (V^^-i^-^^^ )  <<K 

da  der  Cosinus  jedenfalls  einen,  endlichen  Werth  hat,  milhin  ist 

l  1  1 

lim  Wk  =  j-  lim  l—ao*in(xff-'^)-\-(qq-^qi)8in{tlß^  2  a) 

3  ....         3 

+  (öl  —  «2) «»« (V'  +  -^  «) +  (Vj^  "  V^^^^"^^"*"^*'' 2"^  "^ 

l 

aber  /im  a^^^  5m (tf,^(k— j)a)  ^  0  <||s.o  ,^       :      ^       ^  . 

lim  W^= r~'**"t~*o*»«(V'-^^«)+(oo— ai)*tn(V'+ö4- 

2  5m^a  •   '  ' 

Nun  ist  ^  .  V. 

Hm  [(%—ai]  +  (ai-raa)....  +  (aj^^^  -^^jk-i)]  =  ß"»  (^0— «a-i)  =  «0 

also  ein  endlicber  Werth/ folglich  muss  auch 

lim  [—  Oq  8in(ttf  —  y«)  +  («0  -  «1)  «»(^  +    2"  '**)  '  ••' 

+  K-.a -^Ä-i)  ^«  (V'  +  (*        I  ««}- 

einen  endlicben  Werth  .habeq,..  d^    die  .^ein^^n^   Pv^sj.^ven 
Glieder  der  Reihe 


(«o-»i)  +  («i-«2)  +-••  +  (<»*.8 - «A-i) *■; '  ^ 

hier   mit  Ailsdrttckeii  mnUiplicirt'  sind,   welche  hOicbs^eris  der 
positiven  Einheit  gleich  sind,  und  mithin  hat  auch  Hm  W^  ei* 

neu  endlichen  Werfh,  sobald  nicht  2  sin  -  a  =  0,  d.  h.  so- 

bald  nicht  a  =  ::t  2tn  ist. 


•1      h    > 


Betrachtet  man  dagegen  die  k  ersten  Glieder  der  Reihe  30) 
und  setzt  deren  Summe  W^  so  dass 

W]^  =  ao*ui^  -f  ai«ii(^4- a)...r|-a^^.«»(.y^4-(*— 1)«) 
so  ist 

Zsin-^ct,   W^^  2la^)Hn1p  Hn—a-]'  ai$in(tff  +  d(\Hn-^a... 

2  .        .  ,    ^  ^ 

Aus  Fofimel   16)  erhält   man  ab€»r,   wenn  man  in  ,derselben 

1  3  »      •  1 

statt  tff  allmälich  ^  ^  -^  ä  ,  ^  +  ^  a  . . .  V  +  (*  —  o"  *)  *^*^' 

2  «m  V'  m   2^  «  =  CO«  (^.—  —  a)  —  w*{^  +  ^  «) 

i  .      ;•■         .     ^   . 

1  1  3 

2  «t»(^  +  a)  «»2""~^*(^  +  ö^  ^)  —  cos  (^  "^"  y  ") 


•     ••••• 


1  3  1 


I  '  i' 


i  1  1 

als9    2  m y  «.   ITj  =  09  cm  (t^  — -^  «)  —  («o— Oil«»  (^-t:  ^  «) 

3  '    *      .3    '  ' 

—  (Ol  -  « j)  CO«  (t^+  y  a) . . . .  —  (aj_, — a^_^)  cos  (ip  4-  (*  -  j") «) 

UBd      •         •    /        ^«        • 

1  1  1 

Km  Ff4= j — Ä»»[flo  ^^IV'  —  ^  «)  —  («0  — Oil^^'^l'^+ö  ")••' 

-  (Vj  -  Vi)  «»*  («'+(*-  ö)  «)] 


99» 

u 

Nun  ist  j.  . 

Um  [(oo  —  Ol)  +  (oi  —  aj)  .".  .  +  («*.,,—  Oji_i)l  =  «o 
ninsomehr  hat  ^ 

1         '  3 

/im[(ao—  Oi)co*{v/+  2'*^+- +(«*_,  -Vi)  *"(!*'+  (*""»  "^^ 

und  mithin  auch  lim  W^  einen  bestimmten  Werth,  sql]^ld  nicbt 
a  =  ^  2/7r. 


120, 

In  ähnlicher  W^ise  kann  man  auch  zeigten  dass   die  un* 
endlichen  Reihen 

32)  Oq  sintfß  rr^  üi  «n  (^  +  «)  ,+  a,  li»  (V'  +  2a)  — ,•.. 

33)  Ho  costfß  —  ai  co*  (^  +  «)  +  ^2  ^*  (^  4"  ^^)  —  — 
convergiren^  wenn  die  Coefficienten  Oq»  01  «  . .«  |b|:e  frühere 
Bedeutung  behalten,  sobald  nicht  a  =  ±l  (2/  -{-  \)  n  ist. 

Setzt    man    Wj^  =  %  Hn  tp  -^  ax    Hn  (tp  -\-  a)  .  .  .  . 
■f  f»*.l  «M»  (^  +  (*  — 1)—  ö* >»  (^+*a) 
und  multiplicirt  mit  2  co$  -^  a  so  erhält  man 

l  1  1 

—  a^  sin  {v  +  ka)  cos  -^  a] 

Setzt  man  nun.ih  18)  st^tt  g  aUniUich  die   Werthe  ^,     i 

tff  -\-  a^  .  ,  .  }ff  -^  ka  und  statt  x  den  Werth  -^  a,    so  er- 

>  '*?•■.,.  '  *     *  ^      ''     '         ' 

hält  man,  wenn  man  die  Formel  sin  ( —  x)  =  *-  rinx  be- 
rücksichtigt, (§.  96  Form.  18) 

"2  sin  ^  CO«  —  a  =  «in  (v/  +  ö"  *)  "f"  *•♦>  (t^  -?-  ^  «) 

1  3  1 

2  m(^  -{-«)  cos  -^  a  =z  sin  [tp  +  -a)+m  (^  +  -^a).: 


•    •     •    • 


1  11 

und  demnach  * 


231 

11  1 

2  «WgÄ  Wk  «'«b«»!*— 2«)  -^  {«0  — «ilt^lV^^  ^'«) 

3  1 

—  (a,  -  a^)  im[yp  +  ^  a)....  +  (ö^^^  -*Ä]k)^^(ip+(»^  -^) «) 

—  «Ä  ««(V  +  {*+   «-)«) 
also 

*         » 

*     8      '  1 

—  («1— «2)««(^+ 2"«)— +  («4-1  —  ^*)**«(^+(*— ä:)**)) 

I 

Den  (^Ossten  Werth,  welchen  die  Grenze  der  Reihe 

1  3  '5' 

34)    iao-ai)8in(ifj  f -^a)— (ai-aj,)«ii(^^--)a+(aa-a5)*m(V'+ j**)  - 

1  ^ 

I 

überhaupt  annehmen  kann,  erhält  sie  offenbar  dann,  veni) 
die  einzelnen  Glieder  sflmmUich  positiv  sind  und  jed^s  Glied 
seinen  grOssten  möglichen  Zahlenwerth  annimmt.     Damit  sie 

diesen  Werth  erhielte ,  mttsste  allgemein  m  (^  +  -ä")  ^  ^^  ~  ^ 

seyn,  und  zwar  müsste  das  pbere  oder  untere  Zeichen  gel- 
ten, je  nachdem. n  in  d^r  Form  4fi*f-l.oder  4ii4-3  entölten 
ist.    Denn  unter  dieser  Voraussetzung  gienge  die  Reihe  34)  ii( 

über,  deren  Grenze  den  endlichen  Werth  aQhat,  folglich  muss 

auch  die^  firenze  der  Reihe  '•  34)  immer  einen  endlichen  Werth 

hfaban^nd  denmadi  ist  auch  Um  Wj^  ein  bestimmter  Werth, 

*  ^    'tt 

ausgenommen,  n^enn   a  ss  ±i  (2/  -f  ,1)  i^  wi^il  d^n^  ,ef$  — 

=  cos  (I  -f  i  ^  =^  (§.  99  Perm.  27). 

Setzt  man  W^t^a^oasyß^ai  cos  {ifh^a).,,  ^^a^  oos(tp'j^ka) 
SO  ist   .        -  »^ 


^  \      ■ 


*   1  1  1 

-^  aj^  cof  (^  +.  4kK)  (SM  ^  «] 

Nun  folgt ,  wenn  man  die  zwei  Formeln      . 

cos  (w  '^  ff)  SS  cosx  cosy  —  Hnx  siny 
cos  [x  —  y)  =  cosx  cosy  -^^  sinx  smy 

'     2  cosx  cosy  «:  co5(a?  +  y)  +  cos4x  ^,y) 

1 

und  (Wenn  man  hier  x^s=—  a  und  y  aUmälioh  =  V^,  V^  +  ^;  - 

fff  -^  ka  setzt,  und  zugleich  die  Formel  cos  ( —  x)  =  co«  x 
bertlcksichtigt  ^  sp  findet  man 

0  •  '  '  ' 

1  1 

Man  beweist  wieder  ebenso  wie  im  vorhergehenden  Falle,  dass 
die  Grenze  dieses  Ausdrucks  immer  einen  bestimmten  Werth 
hat,   und   dass   daher  auch  Km  'Wj^  einen  bestimmten   Werth 

1 

hat,  sobald,  nicht  cos  ~  a  ssz  0  ist. 

•  H»  ••-  ■  i  *  ,       .     .      • 

in. 

'  bi  ded)  besonderen  FaHe  wenn  yt  =^'a  gehen  die  Rei- 
hen 30)  und  31)  in 

Gq  .cosa  4-  Ol  cosZc^  +  ^t  ,cos9a  -f-  *  •»• 

i^he^^  welche  also  beidsi  cA^avergire«  sobald  nicht  ^^^i^  2lfx, 
4ia.,eipste  ßonvqrgirt  a^er^a^^h  .noph  wenn  0^  ^^  db  2/iv^<  dLt 
jl^  (+1  2te)'=  0. 

'CbeUso  gehen  Air  ^  =  a  die  Reihen  32]  und  33)  in 

ÜQ  sin  a  —  «1  sin  2«  +  a^  l»i  3«^  ^  •  • »    \    ..  , 
Oo  cos  a  —  Ol  cos  2a  +  ttj  cos  3a  —  ... 

ftheir , ' vHekhe  beid«^  eonvergiren ,  wenu  nieHl ' « ««ut {2/+ 1 ) ^, 
während  die  erste  Null  wird,  wenn  a  =  dt  (21+1)  n.    n    ■• 


122. 

Setzt  man  sin  a  =  s  und  aI»o  tos  a  tts  (|- u^  i^j?  daan 
verwandelt  sich  die  Formel  24)  in  ( 


-!L       1      »'     *^  4  ^^"^  *'  * 


WK  — »— ■■  ■     aA 

dl  •gjii—»»)  «  »"  ^  .  .  . .  . 

Da  diese  Formel  fOr  ein  gerades  n  gilt,  so  sind   die  Expo- 

n    11—2 
nenten  -^,  — ^—  u.  s.  w.  sämmtlich  ganze  Zahlen.     EoMvickell 

man  nun  (1—»*)*,  (1  — »')  *  u.  s.  w.  nach  dem  binomischen 
Lehrsatz,  so  sind  die  Reihen,  welche  man  hierdurch  erhält, 
endliche,  und  man  findet 

—"93»»+   93  «  ©»♦- ®  ««»6....±:»  «»».... 
-f  »»♦  —  »  "  »»«..,.  i:  ©  «  ®»   . . . . 

\  

I  i  ■  0  • 

Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  ist  offenbar,  da  **£=  1  ($.34), 
-^  (  ©    «93  +    »    «  93  -f-    ©  «  ©....+  "»     «  ©)»       ' 


=  ^:?  ©    «  ©»" 

•  I  >  «      '  a  * 

Man  kann  demnach  cos  na  in  eine  endliche  Reihe  von  der  Form 
COS  na  =  l  —  Ai {sin  a)*  -|-  A^ (sinay ....  ::t  Aj^ (vm a)    ;^:.- . . . . 

=  1  +  :S  (_!)*    ^^  (ma)**  .  ->  ;!  ., 

1,—  ■  .        ,. 

2    j  - 

entwickeln ,  wo  il^  r=  2    93    'SB  ist.    Dieser  Aksdruck  ISsst 


sich  aber  weiter  umformen.    Man  hftt  nemlich 


•\ 


K 


t84 

•  l.2.3..,.2r       *       1  .  2    .  .  .  .    (*.r) 

«{»^l)(j»— 2)....(i»— 2r+l)     (•— 2f)  (i»-2r— 2)....(i»— 2*+2) 


1  .  2  .  3  .  .  .  2r       *        2    .    4    .    (2*  —  2r) 

ii(i(-2)(ii-4)...(n-2i+2)    (ii-l)(«-3)...(ii-2r4.l)  1 


1.3.5...  (2r-l)    *       2  .  4  .  .  .  2r       *  2.4...(2*-2r) 

Man  multiplicire  und  dividire  noch  mit  (2r4-l)- •..  (2i — 1)  so 
Hat  Min 

»^ -TJr _ n(n-2)(it-4)...(i»-2*+2)  (it-l)(»-3)...(n— 2r+l) 
^       '''■"1.3.5...   (2*-  1)  •         2  .  4  .  .  .  2r 

(2*-l)(2*--3)...(2r  !-l)  ^  «(n — 2)  (»  —  4) . . .  (i» — 2At+  2) 
2  .  4  .  .  (2*  -  2r)  1.3.5...  (2*—  1) 

n— l,n-l     ..    n-\     ,      ...   2*-l2*-I  2*-l 


2   '   2         '"^  2 


1.2...r  1.2..,  {*— r) 

_  «.(it-2)(«-4)...(n-2*4.2)  y^  ^y^ 
~       1.3.5...  (2*— 1) 

...  .  .  .      .     j      .     1     .,  .'.     •.(»•-2)...{«-2*+2') 

Da  nun  in  diesem  letzten  Ausdrucke  der  Faktor    '  „     '  , — rr- 

|.3...(2« — I) 

von  r  ganzlich  unabhängig  ist,  und  daher  fflr  jedes  r  derselbe 

bleibt^  so  hat  man 

_  »(»-2)...(»-2*  +  2)  j*^^  ^ 
^»  -       1.3...  (2*-l)      ä      ** 
Seist  man  aber  in .  §.  38  Form.  27) 

2*        1     ^        n  -  1 
««  — 2— ,6=  -j-,  »•  =  * 

so  findet  man  - 

-f.    «35    «»  =  5*8     *« 
also  ^ 


«      .     ' 


.         k  (•■  ^  2)  .  .:.  (*  ^  2*  *f  21    --r^i  '  .' 

*  1     .     ä    .  .  .     (2*  -  I)  * 

2*+n_2  2t4»^_       ;?A-m-2  .  '^    ^ 
^«(it-2)...(»i— 2t+2)        2      ^      2  ^'"^      2        -^^*~*^> 

1  .  ö  ...  (2Ä— I)  1     .     2     .     .     ,     Aj, ,/     ,,  ..    »^. 

__  i»(n.~2)-^..  (»  — 2<t+,2)!--nj(ii  +  2),...  (it  +  2*  — 2) 
~"  1.  .  3  .  .'.  (2*— Ij  -  2  .  ♦  ...  2»  T 
_  ««  (»«  —  2')  («*  —  4») . . .  (n*  -  (2*  —  2)»)   .  '  ^  ' 

~  1.2...  2* 

und 

35)    co«na  =  1  +'-£: (—1)  *        i".  2    .  .  .    2> —      ^'^■"^ 

i.| 

ako,  wenn  man  die  ersten  Glieder  eniwickeK, 

cos  na  =.1  —  J---2  (ma)»  +  i     2  .  i.  i  ^**"    ' 

-1  .2.3.4.5.  eM'««^ +  ..... 


123.     'A  ••.     ,     *  V. 

Es  folgt  ferner  aus  Formel  25)  ifüf  jedes  genid«  n    ' 

tili-»«       «i,.      ..~s-         •iL,,      «."T"     .  JÜT^Ä-i 


oota 


=  "SB{1-»*)  »  ,»-*»(!-»«)  >  .»5..-.  ^^  *»» 


Entwickelt  man  Wer  wieder  (1 — 9^  *  ,  (J — »*)  *'  n.s.w.  nach 
dem  binomischen  Lehrsatz,  so  erhält  maii 

cosa  .  ^ 


•  •• 


■•   '      -     "  '*i*Aa    -  "•.•'' 


Man  kann  also 


>    <• 


setzen  y  wo 

2 ^ 2 '  •  • '  ^ 2 (*-»•-  I)) 

1      .  2  ...  (*  —  r) 

_  «(n— 2)(i»-4)...(i»— 24)  .(«-!) (n-a).4<i-(2r-l))  1 


1.3.5  ...  (2r  +  l)  2  .  4  .  .  ,  2r        '  2.4»..(24.-2r) 


Ä— -1    .!!•— 1        ,v      .Ä— 1  -^ 

(-^ — 1)."(^-  -(»--1)) 


«(«—2)  (»— 4)~.(ii— 2»)      2      *   2  '    *   2 


1.3.6...  (2*+l)*  l  .  2    .  .  .    r 

^(^-<i...(^-t*-r^ii) 

•  "T"^     ~2  TTT":        (A  -  r)  ^"'■^ 

~        1.3...  2*+  1 

D«  hier  wieder  der  erste  Faktor  anabbffit^g  von  r  ist,   so 
bat  man 

»-1      «4+1.  _ 
..»{»— 2)...  »-^,2*)     ••    -jT'    -T^ 

«+i         1  .  Ä  .  .  .  (2*+  I)    ^>4 
SeUt  man  abne.  in  $.  38  Form  27] 


2*  +  l    .        «»  —  1  . 


SO  folgt 


SM 


1.3.. .(2*4-1)'      2  .  .  .  2*       "*     1  .  2.  .  .  (2*+l) 


und 


36)    ?^  =  i •(_ ,)*  *("'-g')-("'-(^n  Mn af+' 

also  '      . 

«2n  «rt  =  cos  a  \n  sma ~— ^ ^  (sin  a)^ 

r .  2  .  3     ^         ' 

i 
t 

124. 

Für  ein  ungerades  n  hat  man  nachr  Formel  26) 

Verfährt  man  wiedor,  wie  in  d^n  vorhergebendeii^  FMIen,,  so 
findet  man 

cos  na        .        i,     ^  ^  2*       ,      !  .,Mi-i 

==  1  -.  Jii»«  +  A-9^':..±.  4  «    .  .  .  ^  4     i 


I  <> 


=  1  +  j  H  I)*  ^A»** 


fi-i  i 


I  •   . 


wo  4*  =  5  "SB         «      » 

0.» 
Nun  ist-  .  ■'.,•.'•'■•        -^  "'"^ 

,      »-(Sr+l).  " 

"ö      I    ■»      ^"^  ■_..:»  (w  :--  ■»)  ■.-•(»—   ir  •{■    I)  .■:!•■■!   ■,    1 

1  .  2    .  .  .    2r  , 

'i      ^ — 2TT"  ~  '^;  •  •  ^t:2"~~  -  ^*-'  ^''» 


^ (n-l)  (ii-3)...(n~?|^-l)  .ii(i»-2J...(«-2f-f2)  ^  1 

1  .  3  .  .  .  (2r -  1)    '      2  .,4  .  .  .  2r      •2.4..-.(2*-2f) 


•  (,  -1)  (»^  3);.  ■  (•   -  2*+1)    2  %  -  *>-<2  ~  ^"^  ^» 

=■  ''1.3  ...'  (2*-  1)-  •   ^1:2 ". ::"r '. 

,2*  -  1,  ,2*  -  1  ,2*  -  1  ,.  ,  ' 

, ^ '     ■    A ^ 1 r— r W  it/'T 

I     .    2     .     .    1    {*  —  rf-''  .. 

_  (»-l)(»-3)...  (n-2.*  +  l)     jr   ?tlw 

—       I     .    3    V  s.  .    {2ik  -,-  1) 

also 

(»-l)(»-3)...»-2*+l)    ^Tj^-T-fe- 
^*  -       1     .    3    ...    (2*  ^in    ojk 
Setzt  man  nun  in  §  38  Form.  27) 

2*— 1    »         » 

a  =  — »-,  6  =  y,  r  =  * 

;  *  .     *  •    •         ;.■......•■;• 

80    folgt 

_»»  -  1)(t*-   3)-- ....(«»  -^  2*  +  I)     -^*      . 
*  1     .     3     ...     (2*  —  1) 

^  (»— l)'(it'— 3] ..(«-■  2fc+lt  (n+'l)  (n4-5j...(n4-2*-    ij 
~       1.3...    {2*—  1)       *  2    .    4    ...    2* 

-  (n*-r  1)   («»  —-3*)  ...(«»  —  (2*  —  i)*) 
'  •'        1.2...  2* 

ond  >  .  V 

also 

CO«  na  =  cof  a  [1  —  ^ — -  (sm a)*  +  ^^^ — ^-^ — ~  [stn  a^i^ ...] 

Die  Formel  27)  kann  man  auch  in  folgender  Ge^ialt  schreiben 

f!^  -  =  «$)  (eos  af'^  ^  '•aS  [cos  a)f'^'  (sin  a)«  a  .±i  '^n  a)*"^ 
1  üül        s  f^ 


♦     ''    M    V 


Bieraas  folgt  #i«d«r 

und  "'"^ 

«an  ist  <^'* 


1  .2    .  .  .     (Zr  +  l) 

«  _  2r  —  1  «  _  2r  —  1 

2 .'  ••  •    {— 2"--^ —  (*.—  r  — .  1)) 

1     .    2    .'    .    .  (*  —  r) 

tt— 2     «—2    ,,   ,«—2     ,      -_ 

„.(*_l)(„_3)...(„_2*+i)    ^T"'  (-2~*')''-<~2 ^;"''^ 

3SS     j»     ■*'     ii»*p-.    '-*     »■■■■. .     ,,.       I  I  ■  I  ■  ,.■  ■■!   .  1 1     »-  .  I.. —   II *      ■  I« « 1  ■  I     II      T 

1  .  3    .  .  .  (2*  + 1)     •  I     .    2    ....    r 

2*  +.  1    2*  +  -.I        ^.  ,2*  +  1     •    ^^       •:     '     ,;/ 


II  i 


»  » 


'  1     .     2     i     .     .  •(*  -^  r) 

^  «(«-!)  («-3). ..(n-2fc4:-l)-.  l-j;      8    Sr  ■      ' 

1     .    3    .  .  .  ■  (2*  +  1)       ,  =     . 

also 

^,_1)  (n-3)....(»-2*+l)  ,      '  -r  .-^W 
^*  1     .    3   ...     (2*+!)      ^      f     ,    ,f., 

Setzt  man  aber  in  §;  38  Form.  27]  v 

2*  +  1   .  n  —  i         "  .      . 

__^ =  a,  — -—  s=  6^  r  =  i 


W» 


. .     «»    ( 


•    I  •     ■ .  i 

k 

;  1  i;  .  <  I       .  .    I 


SO  folgt 

Ä  -  »  («-  l)(«-3)  .  ..(»-2ft,+  1)   ,^-*  . 

*  1     .    3    ...    (2*  +  1) 

_  n(»-l)...(«-2ft+l)      (n-t-1)  («-}-3)...(i»4-2ft  — 1) 

—  1.3..  .  (2*  -f  1)  •  '        '.        2.4..  .8* 

_  »  («»  —  l)'(it»\^  3»)  .  ,  .  ^«  —  (2t  T^  1)^),,,.. 

""  1.2.3...    (2*  4-  1)..    • ' 

und  ■    '     il     •  i|      '  I  .•..•:., 


also  :. 


$iHnaz=:nMna 


125.  r 

In    den  Formeln    35),  36),  37),  38)    geht  die  Entwicke- 
lung  nach'  aufsteigenden  Potenzen  von  $in  a  fort.     Hfitte  man 

aber' CO« ^  =sr  s  und  also  nn.a  =  \/\ — »*  gesetzt,  so  hätte 
man  ebensowohl  aus  den  Formein  24)  bis  27)  andere  ableiten 
können,  in  welchen  eine  Entwickelung  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  cot «  statt  findet.  Die  Formeln  35)  bis  38)  fuh- 
ren aber  zu  demselben  Resuftateu     Setzt  man  nemlich  in  die«- 

sen    Formeln   überall   ^   -^  a   statt   n,     so  ist  tin  (^  ^f.a) 

•i  •  2  .      .     i  2 

n 
=  cosa,  cos  (—  —  a)=sc  sina^    Femer  ist  nach  $•  99  Form. 

<c 

28),  wenn  n  eine  gerade  Zahl  i£(l,  ^      \  ^ 

cos  n  (  -  —  a)  =:s  :*^  cos  na,  sin  n[—  -^  a)  =  ^  sin  na 

wo  das  o^re  od«r  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem  n  in  der  Fonn  4A  oder  ^h  -{-2  enthalten  ist.  Ist  da«- 
gegen  fi  eine  ungerAile  Zahl,'  so  i^t 

cos  »  (^  —  a)  ^=i  ±L  sinnaj  sinn  (—  —  ^)  =  dt  cos  na 

je  nachdem  n  in  der  Form  ik  -f  1  oder  in  der  Form  4i  -f-  ^ 
enthalten  ist.     Demnach  geben  die  Formeln  35)  und  36).  • 

39)    ±xosna±z\+S('-lf     '  J    '- i^_iJ  (bota)«* 

*     2         •       • 

und  aus  den  Formeln  37)  und  38)  folgt 


34t 


41)     :i.^*^=uJ(-l)'^"'~'^^*'~^'^-^'''-^^*-^W^)'* 
ttn  a  „.1  1     .     2     ...     2* 


<^^««   0.  ?ri  1     .    2    .  .  .    (2*  +  1)   ^       ^ 

126. 

So  wie  im  Vorhergehenden  dio  Aufgabe  gelöst  worden 
ist,  vermittelst  der  bekannten  Potenzen  von  sin  a  und  oo$  a 
den  Werth  von  sin  na  und  cos  na  zu  finden,  so  kann  man 
auch  die  umgekehrte  Aufgabe  lösen ,  nemlich  irgend  eine  ganze 
positive  Potenz  n  von  sina  und  cosa  vermittelst  der  bekann- 
ten Werthe  von  sina^  sin  2a...  sin  na  und  cosa,  cos  2a,,. 
cos  na  zu  finden.  Am  Einfachsten  geschieht  dies,  wenn  man 
die  Formeln  9)  und  10)  des  §.  95  zu  Hülfe  nimmt. 

Aus  der  ersten  dieser  Formeln  ergiebt  sich  nemlich 

2  cos  a  =s  e     -{-  e 
Erhebt  man  auf  beiden  Seiten  auf  die  nte  Potenz,  wo  a  eine 
ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  ist 

2     [cosa)    =(e-j-cj=e       +     Sc'  ,  e 

n  n-1  1 

Da  *S3  =  1 ,  *ö  «=  *©  u-  s.  w.  {$.  35  Form,  13)  so  ist 

43)     2  (co«rt^  =(e     4-c       )+  ©(«  +c  J+ 

Hier   sind  nun    zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  n 
ungerade  oder  gerade    ist.      Im   ersten  Falle   ist   die  Anzahl 

II  -|-  1    der  Glieder   in    der  Entwickelung  von  (c     +  e     ) 
eine  gerade  und  die  Glieder  entsprechen   sich  paarweise,   so 
dass  dS«  gleichweit  von  Anfang  und  Ende   der  Entwickelung. 
abstehenden  densrelbeti  Coefficienten  haben  (§.  35)..    Die  For- 
mel 43)  verwandelt  sich  daher  in 

2{cosa)  =  (e     -f  e       )  -j-  ««B(e*  +  c  )  + 

16 
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(fi-S)<tt 


Bedenkt  man   nun,    dags  e       -^  e        ^sss  2  eosna,    e 

+  e" ""  ^^  =  2  cos{n  —  2)a  u.  s.  w.  ist ,  so  folgt  hieraas  für 
ein  ungerades  n 

n-l 

44),  2      (cosa)  =  cosfM  -{-^fb  cos(n—2)a 4""^  ^ö*^ 

■  • 

^gM  ^^k^Bft  aa 

Ist  dagegen  n  gerade,  so  hat  die  Entwickelong  von  (e   -|-e     ) 

»  ^  » 

7    («-8.-)«       Y 

«    das  Mittelglied  ^b  e  =  "S  und  man  hat  daher 

n-2  » 


45)     2""^{co#  a)*  «:  cos  na^^'h  eo$  (n—2)a  .^-f  «»cm  2dt-f -"» 


Ans  Formel  10)  des  $.  9S  ergiebt  sich 


2t  «tna  =  e     —  e 


also 

2  •  (stiia)   =  (e    —  e     )    =^ «     — *©e^    •  ^   +*»e^         . 


W.j3^-(»-«)«  ^.  »JB^ 


« 


WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach-* 
dem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Im  ersten  Falle 
hat  die  Entwickelung  wieder  ein  Mittelglied,  wfthrend  die  übri- 
gen Glieder,  die  gleichweit  von  Anfang  und  Ende  der  Reihe 
abstehen,  denselben  Coefficienten  haben.    Man  hat  daher 

n 

»-2  f» 

~2"  1      2 

■zn    *»  cos  2a  ±  ^»» 
^  2 

Das  obere  oder  untere  Zeiehen  ist  zu  nehmen,  je  naebdem 
iiss  4A  oder  n  ss  4i  -f*  2.     Ziigleieh  ist,  je  nachdem  i»  in 

m 

der  ersten  oder  der  zweiten  Form  enthalten  ist,  ( —  1)^  =1 

n 

oder  (—  1)2  —  —  1,    Man  hat  mithin 
wenn  n  =  ik  ^ 


m 


46)  2""  (m af  =  cot  na—  "jB cos (n— 2)a -f  "^ co»(ii— 4) a... 
»-8  « 

—  "8  CO«  2a  +  —  *JB 

und  wenn  it  =  4Ar  -f-  2  ' 

—  2  ■  (mah=co««a— «»«»«(i»— 2)rt  +  «»co«(ii«-4)a... 

2  1     T 

+    »»SB  CO«  2a  -  —  •*» 

oder 

47)  2*"  (fin  a)*=:  —  cosmi  +  »»  co«(ii— 2)a-^«lBco«(ii~  4)a.... 


2  ]        2 

—    »8  CO«  2a  ^  —  »© 

Ist  dagegen  n  ungerade,  so  hat  die  Enlwickelung  kein  Mit- 
telglied und  die  gleichweit  von  Anfang  und  Ende  absiehen- 
den Glieder  haben  dieselben  Coefficienten,  jedoch  mit  entge- 
gengesetztem Zeichen.    Es  ist  also 

2   t    [9tna)  =(e     — c       )  — ^»(c^      '   — c  ^    ^   )  -j-  .... 
Nun  ist 

nai         -not        ^.    .  (ii-2)öt  -{«-2)£ii      «.    .  ,     ^, 

e     —  c       =2i«tii«a,  c'     '    —  c^      '  =2im(fi-2)a U.S.W. 
also 

«-1 

2  t  (s%n  a)  =  stnna  —  *©  «n(ii—  2)a  . . . .  ^  «33  m  o, 
Hier  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  je  nach- 
dem n  in  der  Form  4*  -f  1  oder  in  der  Form  4*  -f-  3  enthal- 
ten ist,  zugleich  ist  im  ersten  Falle  t*"^  =  1,  im. zweiten 
i  SS  —  1.  Man  hat  demnach 
wenn  n  =  4Ä  -f-  ^ 

«-3  n-l 

fi-1  fi  t  2  2 

48)     2      (sina)  =mna--'*»«ifif{ii-.2)a...— '»a3m3a+'*JB«wa 
und  wenn  n  =  ik  -\-  S 

n-3  n-l 

—  2      (mn)  =«iiiiia--«JBm(ii— 2)a...+'»©m3a— *85ma 

16» 
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oder 

«-S  II- 1 

»<  ■  ■« 

Man  hat  also  z.  B.  je  nachdem  n  =  2,  3,  4,  5 

2  {sin  a)*  =  —  co*  2a  +  1 

4  («Ml  a)'  *=  —  «III  3a  4-  3  ^  ^ 
8  (m  a)*  =  cos  4a  —  4  co«  2a  -|-  3 
16  (sm  a)^  =  sin  5a  --  5  sin  2a  +  10  sin  a 

127. 

Bisher  wurden  nur  Sinus  und  Cosinus  reeller  Zahlen  be- 
trachtet. Indem  wir  aber  in  den  Formeln  9)  und  10)  des 
§«  95  für  X  eine  complexe  Zahl  u  -f-  ti  setzen,  erhalten  wir 
hierdurch  eine  Werthbestimmung  für  sin  (ii+oi)und  cos{u+f)i). 
Es  ist  nemlich  hiernach 

{u+vi)i         -(«+w)» 

50)  cos  {u  +  fji)  =  r ZLf 

51)  sin  (u  +vi)  = j- 

also ,  mit  Rücksicht  auf  Formel  3}  des  §.  94 , 

,    ,     .,     e   ,e    +e     ,e       (co*ii+««ii.iic    +[cosu^stnu,t]e 

cos{u+tt)= 2 =  ^^ ■ — 2^ — 

oder 

62)        cos  («  +  ©i)  ca  -^^ —  cosu — —  sin  u.i 

^  2 

und  ebensro  findet  man 

53)  m  (tt+ct)  =  — ^-   *«»«  +  ~F"~  co^tt.t 
Ist  u  ^=  0  so  folgt  hieraus 

54)  CO*  (oi)  s=  — ^^! 

.    o5)      .   .  9m  (Ol)    se:  . — _ — ^    .  f 
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Entwickelt  man  e    und  e     nach  Formel  5)  des  §.  79  in  Rei- 
hen ,  so  findet  man 

.    -      'S  ■        .'N 

56)         -^^~—  =  1  +  j_^  +  ___  +... 


"^       —2 *  +  rXl  +  1.2.3.4.5  + 


und  es  ist  demnach 


e* 


58)        cos  (e.O  =  1  +  __  + 


•     •     •     • 


1.2'    1.2.3.4 

59)        sinH  =  i  («»-f-i^^  +  1.2.t4.5  *  '  "  '^ 

Dieselben  Werthß  würde  man  ehalten  haben  ^  wenn  man  ia 
den  Formeln  4)  und  5)  des  §.  95  statt  x  den  Werth  vi  gOr 
setet  hätte. 

So  wie  man  die  Cosinus  und  Sinus  der  reellen  Zahlen 
die  trigonometrischen  (cyklischen)  Cosinus  und  Sinus  zu 
oennen  pflegt,  so  hat  man  für  die  Cosinus  und  Sinus  der  rein 
imaginären  Zahlen  den  Namen  hyperbolische  Cosinus  und 
Sinus  vorgeschlagen,  weil  sie  in  einer  ähnlichen  Beziehung 
zur  Hyp^bel  stehen ,  wie  jene  zum  Kreise  *].  Aus  den  oben 
gegebenen  convergirenden  Reihen  für  cos  (ei)  undm(f?t)  kann 
man  für  jedes  gegebene  v  den  Werth  des  entsprechenden 
hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus  finden. 

Setzt  man ,  deir  Formel  ig  xf}  = —  analog  (§.  105), 

wo  xp  eine  reelle  Zahl  bedeutet, 

sin  [u  +  c») 

tg  [u  +  Ol    =  ) \ — r 

cos[u  -\'  t%) 


so  folgt  aus  52)  und  53) 


*)  Um  MissTerstÜndnisse  zu  rermeiden  bemerke  ich,  dass  manche 

Scbriftsleller  die  reelle  Grösse  -. den    hyperbolischeo    Sious 

aennen« 


tg  (u  +  ti) 


t4e 

^   +  e  e    —  e 

s «w»  ti  4"  s ^*  *• 


e    +  «  e    —  e       . 

;r CO«  tl t;: «II»  11 


;i ^9  ^  -i s i 


9 

e 

—  e. 

<^ 

11 . 

• 
1 

2 

2 

also  wenn  ti 

= 

0 

tg  («0 

= 

9 

— 

e-v 

V 

e 

+ 

V 

e 

Erhebt  man  die  Ausdrücke  52]  und  53)  ins  Oa&drat,  so  fin- 
det man 

60)  [cos  (u  +  Dt)]*  +  [«tu  («  4-  w)]*  =  1 

Die  Gleichung  8)  des  §.  95  gilt  also  auch  noch  wenn  w  eine 
imaginäre  Zahl  ist. 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  54)  und  55)   geben 
die  Gleichungen  52  und  53)  über  in 

61)  CO«  {u  -f-  ei)  =z  C08U  .  cos  (et)  —  sinu  .  ««•(©•) 

62)  «tl»  [u  -{-  ei)  =^  sinu  .  cos  [eij  -f~  ^^'  ^  •  ^^  (^) 

Die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §.  95  gelten  also  auch  noch 
wenn  x  -^y  eine  imaginftre  Zahl  ist,  und  ebenso  gelten  noch, 
wie  man  leicht  sieht,  die  dortigen  Gleichungen  13)  und  14) 
wenn  x  —  y  eine  imaginäre  Zahl  ist. 

Setzt  man  in  54)  und  55)  statt  e  den  Werth  — 0  so  fin- 
det man,  den  Formeln  17)  und  18)  des  $.  96  analog 

63)  cos  ( —  vi)  =s  cos  (c») ;  «t»  ( —  tw)  =  —  sin  (vi) 

128. 
Aus  54)  folgt ,  wenn  1»  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

2  [co«(fj»)]  =:(c  +c    )  =c    +c      +  a5{e'        +e  ""      *  )+- 

Diese  Gleichung  ist  der  Gleichung  43)  analog  und  behandelt 
man  sie  auf  dieselbe  Weise,  so  findet  man,  je  nachdem  11 
ungerade  oder  gerade 


U1 


2*"*  [cos  («»)]"  =  cot  (nvi)  -f  »^  cos  ((«  —  2)w) . . .  4-  *»  co»  (w) 
oder 


o  1        fi 

2""*[co»(i»)]"= co»(m)»)  +"»<»«((»- 2)e»)...+ "»co»{2i>»)  +-  "» 

tibereinstimmend  mit  den  Formeln  44)  und^  45). 

Eben  so  vollkommen  übereinstimmend   Ist   die  Entwicke- 

« 

lung  einer  Potenz  eines  hyperbolischen  Sinus  mit  der  in  den 
Formeln  46)  bis  49)  enthaltenen  Entwickelung  der  Potenz  eines 

1 
trigonometrischen  Sinoi.    Dt  nemlich  —  =  —  t,  so  kann  man 

statt  der  Gleichung  55)  auch  schreiben 

—  2t  m  (et)  =  e    —  « 

Erhebt  man  diesen  Ausdruck  auf  die  nte  Potenz ,  wo  n  wie- 
der eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  folgt 

rt*  /       «x-  r  •    /   m*        /  *  -«^x*  ^      tick   (*-2>  j«    "*• 

2  (— t]« [*ti» (üt)]  =(c  —  e    )   =e    —^^e         ^e 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem n  gerade  oder  ungerade  ist.    Da  nun  ( —  i)^  =  —  l,  so 

folgt  für  ein  gerades  n 

fi 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  naoh*- 
dem  fi  in  der  Form  ik  oder  4A  -j-  ^  enthalten  ist«  Die  Zei- 
chen der  einzelnen  Glieder  der  Entwickelung,  vom  ersten  an 
gerechnet,  folgen  hier,  in  beiden  Fällen,  in  derselben  Weise 
auf  einander  wie  in  den  zwei  Formeln  46)  und  47).  Man  hat 
also  z,  B. 

2  [«»(©•)]*  =  — co*{2fji)  +  1 
8  [m  (!?•)]*  =  co*(4fjt}  "  4co«(2i>t)+3 
Ist  n  ungerade,  so  findet  man 

— 

±i  2**"^  [Hn  (vi)f  =  «ff»  (n©t)  -  "»«»((i»  —  2)©t) ....  rt  »SB sm(€i) 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
n  in  der  Form  4A  4- 1  oder  4A  -f-  3  enthalten  ist.    Aaöll  Mer 


MB 

entsprieht  wieder  die  Entwickelang  den  zwei  Formeln  48)  und 
49).    Es  ist  z.  B. 

4  [sMiHP  =—  tin{3n)  +  3«m(OT) 
16  [M»(t)t^]5  =  «m(5oi)  —  5«*ii(3iM)  +  10  «in (ot) 

129. 

Es  wird  der  folgenden  Entwickelangen  wegen  dienlich 
seyn  die  bisher  gebrauchte  Bezeichnung  zu  vereinfachen.  Statt 
sin  (ei)  schreiben  wir  sin. ei,  wo  also  der  Punkt  hinter  sin  die 
Stelle  der  Klammer  vertritt^  ebenso  schreiben  wir  cos. ei  statt 
cos  [ei],  Soll  sin. ei  noch  mit  •  multiplicirt  werden,  so  schrei- 
ben  wir  sinket. i.  Ebenso  bedeutet  sin.(e'^-i)i  den  Stuitts  der 
Zahl  (f'-f*/)^  ^^^  sin.[e-\--t)i.i  dass  dieser  Sinus  noch  mit  i 
multiplicirt  werden  soll. 

,  e       -     ,   . 


.    •-»        e  -\-c  e  — c  e  +e  "  .  e" — e 

AUSr  ;e  =     ZZ 7Z =S=  rs-— 


2 ^  "i 

folgt  mit  Rücksicht  auf  54)  und  55)  • 

64)  e    =  cos, ei  +  sin.  ei. i 
analog  der  Formel  6)  des  §.  95.    Ebenso 

e*  *=r  cos.eii  -\-  m.t^ii.i 

und  daher  e"^'' ■"**'=  co*.(f>  +Ci)t  -^  sin.{e  +  «'i)  »•» 
=Ä  [cos .ei  -|-"  «»•©*.»)  (cOÄ.fJi»  +•  sin.eii.i] 
also  auch  allgemein 

eo*.(f?  +  ©1   +  •  •  •   +  «'ü)  »  +  *««•(<>  +  «>I   •  •  •  4"  ^n)  »•» 

ess  (co«;ot-|^m.ot.i)  (cos.eii'-\^sin.eii.i)»...{cos.eJi-\-sin.e^Ki^ 
und  hieraus  folgt,  der  Formel  16)  des  §.  95  entsprechend, 

65)  [cos.ei  +  sin. ei. i)  =  cos.nei  +  m.mt.t 

Da  hier  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  kann  man 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  vermittelst  der  Binomialformel 
entwickeln.  Da  man  aber  hier  nur  reelle  Glieder  erhält,  in- 
dem sin»ei.i  sowie  auch  m.itot.t  reelle  Werthe  sind,  so 
kann  man  nicht,  wie  in  S.  118,  cos  nei  und  sinneiy  äurch 
Trennung  des  Reellen  und  Imaginftren  erhalten.  Man  kann 
sich  aber  hierzu  eines  anderen  Verfahrens  bedienen,  welches 
man  auch  dort  hfttte  anwenden  können.  Mit  Räcksieht  auf 
63)  folgt  nemlich  aas  65)  auch 
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.V» 


€6)        [cos.m  —  sin  .vi .  •)  =  cos.jivi  —  sin.nei .  i 
und  mithin 


.X« 


^„.                       lcos,ei4-»n.ei,ii  4-  leos.vi — m.rr.i) 
67)    cos,  not  =  ^ ^ 

ßQ.       .         .   ,       (co*. ©•  +  *»«.«?♦.») —  (co«.i?i — sin. vi, i) 

ob)      MII*IIÜI.f=:    ' ^ ■  ■■      ■  '  . 

Entwickelt  man  nun  hier  die  rechtsstehenden  Ausdrücke  nach 
der  Binomialformel,  so  ergiebt  sich,  dass  man  die  Formeln 
24,  25,  26,  27,  des  $.  118  unmittelbar  auf  den  gegenwärti- 
gen Fall  übertragen  kann,  wenn  man  nur  statt  a  überall  vi 
an  die  Stelle  setzt.  Und  da  ferner  wenn  man  in  Formel  60] 
u  ^=  0  selziy  {cos.eij^  -f*  (^fi.«t)^  =t=  1  folgt,  so  sieht  man 
dass  auch  die  Formeln  35)  des  §.  122,  36)  des  $.  123,  37) 
und  38)  des  §.  124  ihre  Geltung  behalten ,  wenn  man  vi  statt 
a  setzt. 

Es  wurde  oben  ($•  125)  bemerkt,   dass  man  die  Formeln 

39)  bis  42)  mit  Hülfe  der  Gleichung  sin  a  =  j/1 — »^  finden 
könnte j  wo  is  =  cos  a.     Da  nun    wenn    cos. vi  =  s  auch 

sin. vi  =  ]/l — »^  so  folgt,  dass  dieselben  Formeln  auch  für 
a  ==:  vi  gelten. 

130. 

Obgleich  die  vorhergehenden  Erörterungen  eine  grosse 
Aehnlichkeit  zwischen  den  trigonometrischen  und  hyperboli- 
schen Cosinus  und  Sinus  nachweisen,  so  findet  doch  auch  an- 
dererseits ein  grosser  Unterschied  zwischen  denselben  statt. 
Es  wurde  nemlich  früher  (§.  99)  nachgewiesen,  dass  die  tri- 
gonometrischen Cosinus  und  Sinus,  d.  h.  die  Cosinus  und  Si- 
nus einer  reellen  Zahl  a,  periodische  Punktionen  sind,  in- 
dem sich  bei  ihnen,  wenn  a  fortwährend  wächst,  dieselben 
Werthe  in  derselben  Ordnung,  immerfort  wiederholen.  Diese 
Eigenschaft  findet  bei  den  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus, 
d.  h.  bei  den, Cosinus  und  Sinus  einer  rein  imaginären  Zahl 
vi  nicht  mehr  statt;  sie  sind  keine  periodischen  Funktionen. 
Ist  neiiiiich  o  eine  positive  Zahl,  so  haben  die  Reihen,  welche 
den  Werth  von  oos.vi  und  $in*vi  angehen  (Form.  58  «•  59), 
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nur  positive  Glieder;  es  wächst  also  der  ZaUenwerth  voo 
cos, ei  und  sin,m  fortwährend  mit  v\  dasselbe  findet  statt, 
wenn  9  negativ  ist^  nor  dass  alsdann  der  Sinus  negativ  ist. 
Alle  Eigenschaften  der  trigonometrischen  Cosinus  und  Sinus, 
welche  auf  ihrer  Periodicität  beruhen,  sind  daher  bei  den 
hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus  nicht  mehr  vorhanden.  Hier- 
mit ist  ein  beachtenswerther  Umstand  verbunden.  Es  giebt 
unzählig  viel  reelle  Zahlen  a,  deren  Sinus  und  Cosinus  Null 
ist,  und  zwar  sind,  wie  früher  nachgewiesen  wurde ,  die  Zah- 
len, welche  der  Gleichung  cosa  =  0  genügen,   in  der  Form 

a  =±L  (*+  q)^,  die  Zahlen,  welche  der  Gleichung  ma=0 

genügen,  in  der  Form  a=±.kn  enthalten,  wo  k  irgendeine 
ganze  Zahl  bedeutet.  Dagegen  giebt  es  keine  rein  imaginäre 
Zahl  ei  für  welche  die  Gleichungen  cos. vi ^=^0,  sii».ei=:  0 
Geltung  haben.  Denn,  wie  die  Formel  58)  zeigt,  ist  cos. ei  ^^l 
wenn  «ssO,  für  jeden  anderen  (positiven  oder  negativen) 
Werth  von  e  ist  cos.ei'^  1.  Ferner  ist  nach  Formel  59] 
sin.ei  =  0  wenn  t?  =  0,  für  jeden  anderen  (positiven  oder 
negativen)  Werth  von  c,  hat  sin. ei  einen  Werth,  welcher, 
abgesehen  vom  Zeichen,  grösser  als  Null  ist.  Dasselbe  gilt 
auch  von  den  Cosinus  und  Sinus  complexer  Zahlen.  Gäbe  es 
nemlich  eine  complexe  Zahl  ti-f^rf,  für  welche  die  Gleichung 
cos  [u -}- ei)  =  0  statt  ßnde,  so  hätte  man  (Form.  52] 

p         -fj  ©         -p 

e+ö.  e    —  e  ./v 

—    cos  u  — smu.i  =  0 

2  2 

Diese  Gleichung  würde  also  in  die  zwei  Gleichungen 

!- COSU   Z=Z   \J 


0  -» 

e    —  e        . 

nnu  as  0 

2 

zerfallen.     Da  nun  ^     \.^     für  keinen  reellen  Werth  von  e 

Null  werden  kann,  so  müsste,  wenn  der  ersten  dieser  Glei- 
chungen genügt  werden  soll,  coa  ti  =k  0  seyn,  mithin  sin  ii «:  ±-1 . 
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Die  zweite  dieser  Gleichungen  könnte  also  nar  dann  statt  fin- 

den,  wenn =  0,   woraus   v  =  0    folgen   würde. 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  aus  Formel  53)  dass  auch  die 
Gleichung  sin  (u  +  ei)  =  0  nicht  statt  haben  kann^  wenn 
nicht  D  =  0. 

Es  folgt  also  hieraus,  dass  den  Gleichungen  cos  x  :n  0 
und  sinx=zO  nur  durch  reelle  Werthe  von  x  genügt  wer- 
den kann. 

Zwölftes   Kapitel. 

Die  uendHclieii  Pndiikte« 


131. 
Indem  wir  im  Beginn  der  algebraischen  Analysis  das  Ver- 
fahren^ durch  welches  die  Arithmetik  Zahlen  ausdrückt,  zu 
Grunde  legten  (§.  3),  haben  wir  bisher  überall»  wo  ein  Werth 
durch  eine  ins  Unendliche  fortgesetzte  Folge  arithmetischer 
Ausdrücke  berechnet  werden  sollte,  hierzu  ausschliesslich  die 
Form  der  unendlichen  Reihe  angewandt.  Diese  Form  ist,  so- 
bald man  nur  die  Bequemlichkeit  des  Rechnens  berück- 
gichtigt,  unzweifelhaft  die  beste,  da  sie  auf  den  einfachsten 
Operationen,  dem  Addiren  und  Subtrahiren  beruht,  je 
nachdem  die  Glieder  der  Reihe  positiv  oder  negativ  sind.  Will 
man  aber  höhere  arithmetische  Operationen  anwenden,  so  sind 
offenbar  noch  viele  andere  Arten  ins  Unendliche  fortgesetzter 
Entwickelungen  denkbar,  durch  welche  man  irgend  einen  Werth 
ausdrücken  kann.  Hiermit  eröffnet  sich  der  Analysis  ein  neues 
weites  Gebiet.  Denn  diese  mannigfachen  Entwickelungen  kön* 
nen,  je  nach  ihrer  Eigenthümlichkeit ,  zu  Beziehungen  führen, 
welche  mit  Hülfe  der  Reihen  schwer  oder  gar  nicht  zu  ent- 
decken sind.  Es  ist  aber  auch  vorauszusehen,  dass  mit  der 
grösseren  Verwickelung  der  Operationen  die  Resultate  eben* 
£alls  im  Allgemeinen  verwickelter  ausfallen  und  daher  ihre 
nützlichen  Anwendungen  abnehmen  werden. 
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132. 

Sowie  nach  dem  Addiren  und  Subtrahiren  das  Multi- 
pliciren  und  Dividiren  die  einfachsten  Operationen  der 
Arithmetik  sind,  so  sind  auch  die  auf  ihrer  fortgesetzten  An- 
wendung beruhenden  Formen  der  Entwickelung,  welche  unter 
dem  Namen  der  unendlichen  Produkte  und  der  unend- 
lichen Kettenbrüche  bekannt  sind,  nach  den  unendUchen 
Reihen  die  interessantesten  und  einfachsten.  Diese  sollen  im 
Folgenden  betrachtet  und  damit  die  algebraische  Analysis  ab- 
geschlossen werden. 

Denkt  man  sich  eine  Reihe  nach  irgend  einem  Gesetze 
gebildeter  Ausdrücke  ii| ,  «2...»»  und  multiplicirt  man  sie, 
in  der  Ordiiung,  wie  sie  aufeinander  folgen,  miteinander,  so 
erhält  man  das  Produkt. 

LSsst  man  n  unbegrenzt  wachsen,  so  nennt  man  das  Produkt 
ein  unendliches.  Bei  einem  solchen  unendlichen  Produkte 
sind,  wie  bei  den  unendlichen  Reihen  ($.  43),  drei  Fälle  zu 
unterscheiden.  Entweder  nähert  sich,  mit  unbegrenzt  wach- 
sendem fi,  der  Werth  von  P  einem  bestimmten  Werthe  W 
unbegrenzt,  so  dass  FT  =  /tm  P,  alsdann  convergirt  das 
unendliche  Produkt,  und  wir  nennen  W  seinen  Werth.  Oder 
P  nähert  sich,  bei  unbegrenzt  wachsendem  n,  je  nach  Be- 
schaffenheit der  Zahl  n,  verschiedenen  bestimmten  Werthen 
unbegrenzt,  dann  oscillirt  das  unendliche  Produkt.  Endlidi 
kann  P  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  'über  jede  angebbare 
Zahl  hinauswachsen,  dann  divergirt  das  unendliche  Produkt« 
Es  ist  aber  hier,  ähnlich  wie  bei  den  Reihen  (§.  76)  darauf 
2u  achten,  dass  weder  die  Ordnung  der  Faktoren  geändert^ 
noch  ein  Faktor  in  mehrere  zerlegt  wird',  oder  mehrere  Fak- 
toren vereinigt  werden.    Es  ist  z.  B.  klar,  dass   das  Produkt 

111 
2-ir«2.^.2.-^....  zwischen  den  Werthen  2  und 

A  c  6 

1  oscillirt,  während  das  Produkt  1.1.1.1...  den  Werth  1 
hat.  Da  es  für  den  Zahlen  werth  des  Produktes  gleichgül- 
tig ist,  ob  die  einzelnen  Faktoren  positiv  oder  negativ 
3ind ,  so  30U  in  der  Folge,  bei  Erörterung  der  Frage,  zu  wel«* 
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eher  dei^  drei  genaimteii  Gattungen  ein  Produkt  gehört,  im- 
mer zur  Einfachheit  voraosgesetst  werden,  dass  ^ämmtlkbe 
Faktoren  positiv  sind. 

Wie  die  BeschaiFenheit  etaer  Reihe  mcht  voA  d^ren  er- 
sten Gliedern  abhängt  (§.  46),  $o  sind  auch  die  ersten  Fak- 
toren ffir  die  Beschaffenheit  des  Produkts  gleichgültig.  Es 
kommt  nur  darauf  an,  dass  sie,  von  irgend  einem  bestimmten 
Faktor  an,  gewissen  Bedingungen  Genüge  leisten,  und  es  soll 
daher  im  Folgenden  angenommen  werden,  dass  dies  gleich 
von  Anfang  an  der  Fall  ist,  indem  die  etwa  vorhandenen  un- 
regelmässigen AnfangsgUeder  vernachlässigt  werden. 

4 

133. 

Wenn  sämmtliche  Faktoren  eines  unendlichen  Produkts 
u\n  ein  Angebbares  grösser  als  die  Einheit  sind,  so  muss  das 
Produkt  divergiren.  Ist  nemlich  jeder  Faktor  grösser  als 
l'\-k  und  Ar>»0,  so  ist  das  Produkt  von  r  Faktoren  grösser 

als  (1  +  kf.    Nun  ist  (1  +  *)••  —  1  +  r*+  ~^  *'  +  •..• 

d.  h.  (1 -j-Jt)»'>  1 -f-^Ä,  mithin  wenn  r  unbegrenzt  wächst,  so 
wächst  auch  (1  -|-  ky  unbegrenzt,  und  umsomehr  muss  das 
unendliche  Produkt  unbegrenzt  wachsen.  Sind  dagegen  sämmt- 
liche Faktoren  um  ein  Angebbares  kleiner  als  die  Einheit, 'so 
ist  der  Werth  des  Produktes  =rO.     Denn  in  diesem  Falle  ist 

jeder  Faktor  kleiner  als  t— r-r ,  wo  wieder*  eine  Zahl  bedeu- 

1  -[-  k 

tet  die  >  0  ist,  mithin  das  Produkt  von  r  Faktoren  kleiner 
als  rr-r^'  Bei  unbegrenzt  wachsendem  r  ist  also  das  Pro- 
dukt kleiner  als  ein  Ausdruck,  welcher  sich  unbegrenzt  der 
Null  nähert,  da  ntin  das  Produkt,  insofern  es  nur  aus  positi- 
ven Gliedern  besteht,  nicht  negativ  werden  kann,  so  mvss  «8' 
sich  ebenfeUs  unbegrenzt  der  Null  nähern. 

Sind  die  Faktoren  eines  Produktei^,  theils  um  ein  Angeb- 
bares grösiSer,  thieil^  um  ein  ArigebbarrS  kleitier,  als  die  Ein- 
heit, so  lassen  si6h,  bei  der  grossen  MannigfaHigkdt  der  mög- 
lichen Aufeinanderfolge  der  Faktoren,   keine   allgemeinen  Re~ 
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g^ln  mehr  geben ,  so  wenig  dies  bei  Reiben  mdgliek  isl^  wenn, 
tbelb  der  Quotient  zweier  aufeinender  iolgemder  filieder  grösser, 
theils  kleiner,  als  die  Einheit  ist  (vgl.  §.  49). 

Es  bedirfen  daber  nur  diejenigen  Produkte  eine  weitere 
Untersuchung,  bei  weichen  sidi  die  einzelnen  Faktoren  unbe« 
grenzt  de?  Einheit  nähern;  wif  wollen  deswegen  im  Folgen* 
den  immer  stillschweigend  Toranssetzen,  dass  nur  von  soleben 
Produkten  die  Rede  ist.    Man  setze 

1)  P  =  {l+*i)   (l  +  *2)...(l+*n) 

WO  kiy  i2-**  positive  oder  negative  Grössen  bedeuten,  deren 
Zablenwerth  kleiner  als  die  Einheit  ist  und  welche  mit  unbe- 
grenzt wachsendem  n  unbegrenzt  abnehmen ;  es  sind  nun  Kenn- 
zeichen aufzufinden,  aus  welchen  sich  die  BeschaiTenheit  von 
lim  Pf  bei  unbegrenzt  wachsendem  n,  ergiebt. 

Da  schon  früher  (Kap«  6)  solche  Kennzeichen  zur  Beur- 
theilung  der  Beschaffenheit  einer  Reihe  aufgefunden  worden 
sind,  so  liegt  der  Gedanke  nahe  die  Beurtheilung  der  Be- 
schaffenheit von  lim  P  auf  die  der  BeschaO*enheit  einer  oder 
mehrerer  Reihen  zurückzuführen.  Dies  kann  in  folgender  Weise 
geschehen. 

134. 

*  Sind  die  Grössen  Ae| ,  &2 ,*.  .  sttmmtlich  positiv  oder  sämmt- 
lich  negativ,  so  hat  man  in  beiden  Fällen 

(1+Äl)    (l+*2)=    l+*l  +  *2+*l*2    ' 

also,  da  kik2  positiv  ist, 

U  +  *l)    {i+*2)    >    l  +  *l  +  *2 

Hieraus  folgt 

(1  +  *x)    (1  +  Ä2)    (1  +*3)   >    (1  +*1  +*2)   (»  +  *S) 

d.  h. 

(l+*i)   (l+*t)    (l+*5)   >    l+*l+*»  +  ^+*l*5  +  *«*3 

und  mitbin 

(l+*l)    (1+*,)   (1-f  *5)    >    l+*i  +  *8+*5 

da  A^i  ^  und  A2  £3  positiv  sind. 

Man  sieht  dass  sich  dies  Verfahren  auf  jede  Anzahl  Fak- 
toren ausdehnen  lässt  und  findet  daher  allgemein 

2)     P=-(1  +  Äi)  (1  +  ÄJ...(1+*J>  I+Ai+At,.-.+*^ 
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Man  nehme  nun  zuerst  an,  die  Grössen  ki,  ft,...  seyen  sfimmt- 
lich  positiv.    Ist  alsdann  die  Reihe  » 

3)  *1    +    *2    H"   *5    H"    •    •    • 

eine  divergirende ,  so  muss  umsomehr  P  divergiren.  Oonver- 
girt  dagegen  diese  Reihe,  so  giebt  es  immer  einen  endlichen 
Werth   r,  so   dass  lim   Ik^  +  k  ,    ...)  <    1.     Alsdann   hat 

'  r-f-l        ' 

man  aber,  wie  schon  in  §.  76  gezeigt  wurde , 

und  lim  P  hat  daher  einen  endliehen  Werth.  Hieraus  folgt  der 
Satz:  wenn  fti,  Ar,..-  sämmtlieh  positiv  sind,  so  eonvergirt 
oder  divergirt  das  Produkt  P,  je  nachdem  die  Reihe  3)  eonver- 
girt oder  divergirt. 

Sind  die  Grössen  ii,  i,  . .  sämmtlieh  negativ,  so  kann 
das  Produkt  P  nicht  divergiren  und  nicht  oscilliren,  da  jeder 
folgende  Paktor,  wenn  er  mit  dem  Produkte  der  vorhergehen- 
den mulHplicirt  wird,  ein  kleineres  Produkt  giebt,  und  da  P 
auch  nicht  negativ  werden  kann ,  so  kann  Km  P  nur  entweder 
einen  endlichen  positiven  Werth  haben  oder  Null  seyn.  Ist 
die  Reihe  3)  convergent,  so  kann  man  wieder  kr  so  wählen, 
dass  der  Zahlenwerth  von  (k^  +  *^i^  -|- ...)  kleiner  als 
die  Einheit  ist.  Setzt  man  /«» (*r  +  *  i  .  +  •  •  •)  =  —  «? 
(wo  also  to  einen  positiven  Werth  bezeichnet  der  kleiner  als 
die  Einheil  ist)  so  ist  nach  Form.  2) 

Um  [(1  +  *,)  (1  +  *,+i)  .  .  .]  >  I   -  tC 

also 

lim  P>  (l  +  *i)  .  .  .  (1  +  *^J  {\  -to) 

nun  hat  1  —  to  einen  endlichen  positiven  Werth,  ^folglich  auch 
P.    Divergirt  dagegen  die  Reihe  3)  so  wird  P  Null  seyn.    Denn 

da  allgemein   1  -|-  i^  =  ~ — ,  so  hat  man  auch 

1  ^r 

l  +  *r 


l^J^      1- 


1+ki  1+k 


3 


k                   k 
oder  wenn  man  Q  =  [\  —  :j — ^-)  (1  —  ;,    '.   ) 


setzt ,  P  =  A 

*      0 

Nun  sind  sämmtliche  Faktoren ,  aus  denen  Q  besteht,  positiv, 
also  (nach  Form.  2) 


0  >\  - 


*1  ^2 


1+*1  1+*, 


•    •    •    • 


kr 

Da  aber  allgemein  >  —  Ar,,  (weil  1  -|-*,.<  1)  so  ist 

um  so  mehr 

(?  >  1  —  »1  —  *2  ... 
d.  h.  Q  divergirt  und  mithin  ist  /im  P  =s  0. 


135. 

Sind  dagegen  die  Grössen  ii ,  Jr,  •  •  *  theils  positiv  theils 
negativ,  also  die  Faktoren  l  +  ^ii  l+^s«**  theils  grösser 
theils  kleiner  als  die  Einheit,  so  bedarf  dieser  Fall  nur  dann 
einer  besonderen  Untersuchung,  wenn  sowohl  die  Faktoren, 
welche  grösser,  als  die,  welche  kleiner  als  die  Einheit  sind, 
in  unbegrenzter  Zahl  vorkommen,  weil  wenn  nur  die  Fakto- 
ren der  einen  oder  der  anderen  Gattung  in  unbegrenzter  Zahl 
vorhanden  wären ,  die  Untersuchung  auf  den  früheren  Fall  zu- 
rückkflme.  Man  nehme  daher  an,  dass  sowohl  nii ,  m, . . .  als 
/i ,  /j  ...  positive  Werthe  bezeichnen ,  die  kleiner  als  die  Ein- 
heit sind,  und  setze,  indem  man  die  Faktoren  jeder  Gattung 
zusammenstellt, 

(1  +  h,)  (1  +  *,)  —  (I  +  *«)  = 

(i+iMi)  (1+  m,)...  (1  +  tn,)  (1  _  h)  (I  -  g ...  (1  -g 

so  dass  »  -\-  t  =  H.    Man  setze 

(?  =  (!+  «,)  (1  +  m,)  .  .  .  (1  +  m,] 
Q'^  (1  _  /,)  (1  _  /,) (l  -  /,) 

also 

Ferner  sey  ,     \ 

q   =  lim  (»»1  4"  *w«  +  •••  +  »»«)  , 

q'=lm[h^l^      +...4.7J 
Je  nachdem  q  eine  endliche  Grösse  oder  unendlich  ist,  wird  auch 
lim  Q  eine  endliche  Grösse  oder  anendlich  seyn.    Ebenso  wird 


■um 

tim  Q'  eine  endliche  (vo$  Null  verschiedene]  Gröfse  oder  Null 
^yn^  je  nachdem  lim  g^'  einen  endlichen.  Werth  hat  ode^  un- 
endlich ist. 

Demnach  sind  hier  folgende  Fälle  zu  iinter^cheiden.  '  Sind 
q^  und  q  endliche  Grössen,  so  hat  Um  P  i^inen  endliche^  von 
Null  ^versohii^deneq  Werth.  Jst  9  endlich,  j'  dagjegen  unend- 
lich, so  ist  lim  P=0.  Ist  q  unendlich,  q'  endlich,  ^ann  di- 
vergirt  JP:  Sind  aber  q  und  9'  beide  unendlich,  so  ist  Uk  0 
unendlich ,  lim  ^'=0,  dann  erscheint  liiii  P  in  der  Forip 
00  .0,  welche  es  zweifelhaft  läs^t,  ob  limP  einen  bestimmten 
Werth  hat, 

Istz.B.P^=(l  +  i)ll-i)(l+ij(l-i).... 
so  Ist        ^^/tm(l  +  -\  +  ~  +  ..  .) 

q  =  litn  (ja  +  2*  +  '26  +  •  •  '^  '      ' 

q  und  q'  sind  also  endliche  Grössen,  mithin  auchP  eine  end- 
tiche  positive  Grösse. 

,..  Ist  p=n^l-^l)  (l+i)  (1-1)  (l+p)  (1-1)  (1+1)... 

.-  +  -  +  - 
*2fi  ^  3*  ^  4' 


so  ist  y  ==  ßift  (55  +  55  +  7^  +  .  .  .) 


,'=  /im  (1  +  1  +  1  +  .  .  .) 


.11 


also  q'  divergent  {$.  45)  und.j'  conyergent  {§.  61),  mithin 
lim  P  =  0. 

Isl  d^g^g,en  .,     .  i 

P«(1  +  1)<1-^1)  (1  +  1)  (1-1)  (l+-y)  (i-J,)... 

so  ist  nun  q  divergent^  q    convergent,  also  P  divergent. 

IstP=(l-l)  (1+1)  (l-l)  (1+1)  (I-|)(l+|)  .  .. 

so  sind  q  und  q'  beide  diverg^t,  und  diev&eschaiTenheit  von^ 
P  bleibt  zweifelhaft,  indessen  fcann  man  sich  hier  leicht  fiber- 
stMren»  dass: P  ^^n^n  f o^iitiv^o  9nd^cl|«A  Wertb.ha^..  .Deap 
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■156 

»  * 

«s  ist  (1--^)  (1+|)  (1-^)  (»  +  |m1-j^)  (l+2iil) 

11  I 

grenzt  wachsen,  so  ist  (§.  134)  die  Grenze  des  letzteren  un- 
endlichen Produktes   ein    endlicher   positiver   Werth,   da   die 

11 
Beihe  «2  +  «i  +  •  •  •  convergirt    Hieraus  folgt  weiter  dass 

bei  unbegrenzt  wachsendem  r  auch  die  Grenze  des  Produktes 

(i-|){i+j)...(i--2^)(i  +  ^)  (i-^T^p) 

1. 

einen  potriliven  emttichen  Wjerth  hal^  da  hm  (1  —  - — j-— )  =1. 

;  2r+l 

Wie  viel  Faktoren  man  also  zur  Berechnung  von  P  anwendet, 

immer  erhält  man  einen  positiven  endlichen  Werth,  mithin  ist 

auch  Im  P  ein  solcher  Werth. 


136. 

Will  miin  die  Theorie  der  Logarithmen  zu  Hülfe  nehmen, 
so  kaiin  man  4\e  Beuriheilohg  von  P  noch  in  anderei*  Weise 
auf  die  zweier  Beihen  zurückführen/  welche  in  vielen  Fällen 
auch  dann  noch  über  die  BesohaiTenheit  des  frodukt.es  Auf- 
schluss  giebt;  wo  die  vorhergehende  Begel  ihren  Dienst  versagt. 

In  der  Beihe 


x^    .    x^        a?* 


\' 


* -y +  3     4 


•    * 


ist,  wenn  x  positiv  und  <!  1  ist,  jedes  Glied  gröisser  als  das 
folgende  und  die  Zeichen  abwechselnd  positiv  und  negativ, 
der  Werth  der  Bejhe  ist  log  (l  +  <t)  und  man  hat  daher  (|«54] 

log  {l  +  x)  <  X 


x^ 
2 


und  Um  so  mehr 

hg  (1  4-  ^)  <  » 

Ihi,  wenn  noch  immet*  x  posiHt  ^nd<  1  vorausfesotst  aitiv4, 


4M 


X»  «»  «* 


%   (i^^  aa~«^  ^ 


•     •*  i 


SO  fplgt 

.    \    %{l  -  a?)  <   -:  X       , 

„     ,....«?*    ,    0?'    ,    0?*    ,                  a?*  4-  d?'  4"  **  •  •  •  • 
Zngleidi  JSt  y  +  y  +•  -^  +  . . ,  <  -— i- f-7 

a>»  •  1  ■  .r  •••    ' 

i*  h  <  ^  ^  t ^   [i'   ^T)}    ^^    ^h®r    «   <   li^    mithin 

3{l--ä?)  >  1,  SQ.i^t  ^  +  y  +  .  .  .   <^«2  alio 

Üo^  (1  ^ —  a?   >  —  a?  —  0?* 
Es  fol^  hieraus,    dass  wenn  x   eine  positive    od'er'nega- 

•■■*•• ■       •    '  1        "    ' 

Uve  Zahl  be(teut«(t^  deren  Zahlen werth  m<    ^^  iaty  imimir 

*'         to^  1   -f-  ic)  <^   a? 

«  —  *^ 

seyn  wird, 

.  ■>    "  ,  ' 

Kun  kann  man.  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  immer 
annehmen  9  dass  in  dem  Produkte 

p  =  (i  +  k,)  (1  +  *,) .;. .  ,'(1+  *j 

4i6  Grössen  ^i  ^  il2  ^  •  silmmtlich  <   —  sind.     Man  '  haf  also 

log  (i  +  kl)  <  *j  und  log  (1  -f-  *,)  >  *i  — *j^  Versteht 
mau  «nt^r,!^  eine  gewisse  positive  ^ahL,  die  kleiner  ab)  1  ist, 
i«o  b^anQ  man  daher  log  (1  -f-  Ai)  ==  kir^nik^^  ^^^^^i  ver- 
aleht  man  i»nte^  n^j  113^...  ebenfalls  positive  Zahleai  die  klei- 
ner als  l  sind,  so  kann  man  ebenso  log(l-\'k2)==^k2r^2ki?j 
le»(l+*5)  =  *$— %*5*  ,u,s.Wj  setzen.  Man  Ik^  mihj/a 
hgrP^l09(l:^ki)+tog(l^k^)-^i0g{l^kt)...^^^^ 

f  ,safi  4^    t^*.  A2    •  * »  *  "}*    ^fl  !^^  '•l*! ^  '^fh ^2^*  ...—=*  ^n^H^  ' 

Mm^SQIZ^  I     ;    .   .  ..  ••     1     .     ^  -      .•. 

Bezeichnet  man  die  grösste  |ifi(er  den  Zahlen n^,  %...  durch 
N,  (Ue  kleinste  durch  Nq  so  ist  demnach 
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Da  aber  P  ^e"^^,  wenn  ♦  die  Basis  der  nalttrlich^  Loga- 
rithmen bezeichnet,  so  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 
Ist,  bei  unbegrenzt  wachsendem  «,  lim  log  P  ein  emllich'ttr 
Werth  il,  so  ist  aucb  lim  P  ein  endlicher  von  Null  verschie- 
dener Werlh  /.  Ist  nmlogP=(X),  so  ist  limP^e^^  Qo; 
ist  lim  log  P=  —  od    so  ist  limP=e^^  =*=0. 

Nun  kahn  j^^  positive  und  negative  Glieder  enlhulteÄ;  vWib- 
rend  q^  nur  aus  positiven  Gliedern  besteht;  q^  kann  also  nur 
endlich  oder  «=  ob  seyn,  wfthrenil  p^  endlich  dder  ^aosey« 
kann ,  oder  auch  in  der  unbestimmten  Form  od  —  QO  erschei- 

nen  kann. 

Demnach  ergeben  sich  aus  Formel  4)  folgende  Resultate: 

I)  bt  lim  p^  sowie  lim  q^  eine  endliche  Crosse ,  so  isl 
auch  lim  log  P  und  mithin  auch  lim  P  eine  endliche  von  Null 
verschiedene  Grösse. 

II)  Ist  lim  p^  eine  endliche  Grösse ,  lim  q^  aber  unend- 
lich ,  so  ist  lim  log  P  <  lim  {p^  —  Noqn)  d-  •>•  kleiner  als 
ein  Ausdruck,  welcher  einen  negativen^  unbegrenzt  wachsen- 
den Werth  hat ,  mithin  muss  man  lim  log'  P  =  —  ao  setzen, 
woraus  /im  P  =  0  fol^. 

.  .  IM)  Ist  «III  p„  —  —  ab  w^hreB4  Im  *•  ==^  <»  oder;  auch 
einen  endlichen  Werth  hat,  so  findet  man,  wie  im  vorherge- 
henden Falle  lim  P  t=  0.  ...... 

IT)  Ist  lim  p^  =  do ,  während  lim  q»  ein^n  endÜchen 
Werth  hat,  so  ist  lim  log  P  >  Km  (p„  — iV^nlf  *^so  Hm  log  P 
grösser  als  eine  unbegrenzt  wachsende'  positive  Zahl,  mithin 
lim  P  r=  OD. 

V)  Isl  Rill  p«  =  00  und  zugleich  Hm  g„  er:  qo  ,  ^0  ndi- 
Qojieii  die  Grenzen  der  Atesdrüeke  p^  ^-^  Nqh  und  p^ — IVo?» 
die  Form  oo  —  cx>  an^  welche  sowohl  einen  en^lioNen  Werth 
als  ±L  OD  bezeichnen  kann ,  der  Werth  von  lim  log  P' nud  iMt* 
bin  auch  von  Um  P  bleiben  also  unbestimmt. 

'        •        137.  '  •:.-.' 

Um  das  Verhältnlss  dieser  neuen  Regel  zu  der  früheren 
zu  beurtheilen,  bemerke  man,  dsks^tim  p]^  ^=  q  —  91.  Die 
frühere  Regel  lässt  nun  den  Wer%  ^on  Um  P  unbestimmt  so- 


Mt 

bald  q  und  q'  beide  unendlich  sind ;  hierftei  kann  abtfr  Um  p|, 
=  7— jf^  endlich  oder  aucli  :^  oo  seyn^  dann.  beA)rpmt  dte 
neue  Regel  den  Werth  nach  I^  II,  III  oder  IV.  Wir  haben 
z.  B.  oben  das  Produkt  •, 

betrachtet  und  gefunden,  dass  die  frühere  Regel  hier  nicht 
fim /^'trdstimmt.    Nun  ist  aber 

p„  —  3"*'3~5;"'""&  — 

111       1 

also  um  Pm » 0,  während  Sm  ^^  =  —  -f^  ^  +  -+—+.. . 

*=  ^  (^  "f"  ^  +  •  •  •)   ^^^^^   endlichen  Werlh'hat,  nach  I 

ist  .also  im.  P  fin  en^liclier  positiver  Warth ,  wie  »hon  obet 
gefunden  wurde.    Sey  ferner 

p = (1+1)  (1  ^  i)  (1  +  4)  (1  -  4)  •  • '•  • 
2^      3^      47      5* 

wo  man  allg^meiB  uqter.r^  die  positive  Oundra^wiifzel  am 
r  versteht. 

Hier  ist  1 


■   •■■« 


_ »" 


ft^/fltit—  +  -7  +  -r+  •  •  .) 
3«        6*        7* 


//.;.;••<•,  -1  -^i     ■•  '' 


Setzt  nftan  ^ 

11  11 

^  Uti  lib>  ti»  7  4«  4'.    Kaeh  S.  <&1  ist  aber  üp  diviergtat,  foljj^ 

1  1'  -:  '  •  1 "''  *     .  ,  .   .. 

lieh  auch  5^  =  —  (1-| f  +  T"^"*'-)  ^^^  mithin  auch 

jTj.   DiaiM'  4k}  q  ^  ~  *=*  —  4-  i^-  4*  .  .  ,   divei^^   und 

2*        4*        6* 


ii  • 


tat 
1       11       1       * 

-j  >  — ,   —  > .  —  u.  s.  w.  80  muss   uip  so  nn^hr  q^  diver- 
3*      .  4*     5«        6*  . 

giren.     Die  frühere  Regel  entscheidet  mithin    nicht    üb^r  den 
Werth  von  Um  P.    Es  ist  aber  ferner 

p«.  —  »M»  It^ r  +  ~r  ~~  *T ) 

Z^       3?        4*        5' 
und  da  in  dieser  Reihe  die  Glieder  unbegr«nzt  aba^bmen-  mi 
abwechselnde  Zeichen  haben,  so  hat  p„  eiqen  endlichen  Werth. 
Ferner  ist        .  . 

also  divergent,  mithin  nach  li),  Um  P  =i  0. 
,       Dagegen  wird,  unter  der  in  V]  gemachten  Voraussetzang^ 
wo  die  zweite  Regel  keine  Entscheidung  giebt,    lim   P  durch 
iie  erste  Regol  bestimmt/ sobald  lüdkl  q  und  f'^ -znigleidi  ua-* 
endlich  sind.    Ist  z.  B. 

i*  =  (1  +  ^)  (1  +  4)  (» +  A)  •  •  •  • 

2^  3'  4^ 

io  iiü    p.  «=  «w  (--  +  —  +  --.•...)  =^  «0 

2*         3*        4* 

9n  =  Ä«»  (2    +   3"   +    4  ;•  •  •  •)  =  ^ 

Da  aber  9  =  oo   und  q'  ='  0  so  folgt  nach  der  ersten  Re- 
gel Um  P  =  OD. 

Verbindet  man  beide  Regeln  ^  so  bleibt  al^ji^  die  Beschaf- 
fenheit von  P  nur  dann  zweä'^lhäft  /  wenn  9  und  9'  beide  un- 
endlich sind  und  zugleich  entweder  p^^  welches  j^^ftfoh^t^ 
weil  es  q — q'  ist,  in  der  Fojrm  oo  —  OD  erscheint ,  in  Wahr- 
heit 00  ist,  wfthrend  zugleich  7,i^=:qo  ist,  od ^r  der '^ Werth 
von  p^  nicht  bestimmt  werden  kann,  in  welchem  Falle  natür- 
lich die  Be$ehaffe«heit  vonPauck  danA  noc^  vwmfelhafi  bkibt, 
wenn  q^^  einen  endlichen  Wferth  hat. 

138. 

Ha«  kann  jedes  Ftodukt  in  einar:gleichgy^Ui»i|]4#<R6ib9 
verwandeln.    Man  hat  neüdich    -'^ 


a6» 

(1  +  *i)  {«  +  *t)  ^^  1  +*i  rf  (1  +  *i)  *2 
folglich 

(lH-*l)   (l+*2)    (l  +  *5i=l+*l  +  {»+*l)*2+(l+*l)(l+*2)*5 

and  indem  man  so  fortfiBhrt,  findet  man         ^ 

i^(H-*,){l+*2),...(l+*,)=s{l+*l)+{l+*l)*2+(l+*j)(l+i2)*5.... 
+  (l+*l)(V-}-*2)..-.(I+*^,)*. 

Aai^  dkse  Formel  kfinA  «an  mitanter  bemitsen  um  die  Bef- 
schsSeftkeil  van  lim  F  flu  finden ,  indem  man  die  BöschaiFen«* 
b^il  der  f  leickf  eUenden  Reihe  UAtersaefal.  Beseicbnet  nüi  in 
dieser  Reihe  das  rte  Glied  du^cli  t^  so  ist 

r»-i      • 

t^     =  (1  +  h]  (I  4-  *a)  ■ 


•  •  >• 


('  +  V«)  *^x 


('  +  *^x)  *. 


and 


iL  3=  (1   +  *     )  7^ 


rul 


r*X 


* 


Je  nachdem  äteo  W»».[y —  (1  +  *-  -1]  grösser  oder  kleiner,  als 


'k 


¥^1' 


r-1 


die  Jiinheilvist,  wird  die  Reihe  und  mithin   auch  P  divergiren 
oder  convergiren.    Ist  lim  [7 —  (1  -f-  *    J]  =  Ij  so  können 


'k 


ff^r 


r-l 


die  weiteren  Regeln  benutzt  werden,   die  wir  früher  fttr*  die* 
sen  Fall  gegeben  haben. 

Man  bemerke  noch  gelegentlicb-,  dass  man  auch  umge- 
kehrt jede  gegebene  Reihe  in  .eih  gleichgeltendea  Produkt  ver- 
wandeln kann.    Denn  man,\ sieht  sogleich,  dass 


) 


/l-l 


isL 


*      '     I 


breisehnles  'Kapital. 

IHe  Ketteibraeke« 


t« 


139. 
Besteht  ein  Ausdruck  aus  zwei  durch  Addition  odei*  Sub-- 
traktion  verbundenen  Theilen^  vorr  denen  der  zweite  in  Form 
eines  Bruches  ersdieint,  dessaa  Nenner  wieder  aus  zwei  s<it-* 
oben  Th^len  besteht^  Toin  welchen  der  Z¥rmle  in^  Form  Mnes 
BriielMs  efBcheint,  so  nmMl  »an  diese«  Ausdrvk  eiaen  Ket«* 

tenbruch.     Z.  B.  der  Ausdruck  Oq  -^  ^besteht  aus  zwei 

Theiipn^  von  welchen  der  zweite  in  Form   eines  Bruches  er- 

b     '  b  ^ 

scheint     Ist  nun  aber  fii  ==  Hi  -)-  ^  so  ist  Aq  "f*  ~ 


B2  ^1  "i"  ^3» 

B2 


ein  Kettenbruch.     Es  könnte  nun  aber  wieder  i?«  =?  a»  + 


2 •*«"*"  Jg 


seyii,   wodurch   man   den  Ketten bruch  .ä^ -j--^^-  ^^''»i^lte, 


^i+*« 
& 


und  indem  man  so  fortgeht  sieht  man  dass 


^1  +  ^2 


«2  +  Ä 


S 


Sie  allgemeine  Form  eines  Kettohbruch^s  ist.  Bs  ist  bei  die- 
ser Schreibweise  immer  zu  berücksichtigen,  dass  jeder  unmit- 
telbar über  einem  Divisionsstriche  stehende  Ausdruck  als  Z9/k^ 
1er  anzusehen  ist,  zu  welchem  Alles,  was  unter  diesem  Divi- 
sionsstriche folgt,  als  Nenner  gehört. 

Die   Ausdrücke  cIq,  ai,   a,...  öi,  frs**  können   jeden 
beliebigen  Werth  haben,  sie  können  ganze  oder  gebrochene, 


J 


Mll* 

ralMide  inbr  IrratwiMla  ^  tebWe  odor  iina^ira  Z«iil«ii  Btff^J 
Itt  Foli^den  'Wird  j^ioch  iroraer.  vottiisgeset&l/'ihRfs/sie'ibQQ'' 
sind.  Je  nachdem  m.  äittea  «odIkAeä'  Werlh  Aat^  oder  ^ttnke<^- 
grenzt  wächst^  i$t  der  Kettenbruch  1)  ein  endlicher  odet 
ein  unendlicher*  Die  Grössen  Oq,  Oi,  a^  *  *  -  9nd  d^^v 
Theilnenner   des  Kettenbruches,    die  Grössen  bi,  b^  .  .  . 

seine   Theiltähler,   auch  ist  —  das  erste  Glied,    —das' 

asireite,    allgemein   ^  das  Ate  Glied  des  KettMlirüohes. 

'  Ist  m  eine  ed^Hche  Zisihl,  so  kann  man  den  Kettenbruch  l) 
immer  auf  einen  gewöhnlichen  Bruch  zurückführen^  welchen 
man  seinen  reducirten  Werth  nennt.     Maiv.verwandle  zu-p 

'    -  Ol 

arst  des  Thojl  Hq  4"  ^  >i>^  einen  g^wöhalichen  Bruch^  nit)^ 
durch  mm    ■^•■   . — r^  «rbW^  neUA  man  in  djieaea^  ^ii$<)rfii^> 


«« 


*i, 


Ä/x  (öl  -I — ']  -A-  bi 

tfo  IIa 

In    diesem  Ausdrucke   könnte   man  wieder  a^  H — -  ^^^^^  ^% 
setzen    und    erhielte    hierdurch    den    reducirten   Werth   yioa. 

_  '  #  •  m  ■ 

ao-f-  -^  ,         und  indem  man  s^  fortfähi^jt,  erhält  man  zu- 

«2+*5_  .' 

letzt  .^en^  reducirten  Wprth  des  ^ganzen  Kettenbruches  1)»     ,   , 

Dies  Verfahren  lässt  sich  aber  abkürzen»    Man  bezeichne 

durch  iij^  den  Zähler^    durch  B^  de^n  N/^Juier.  A^    ^^^xxiA^x^ 

Werthes  des  Kettenbruches  «o  +  ^— r  ,      ,   was  in  der  Folire 


•  ' 


kjilrMr  9»  MSg^dNkdii  werden  Bol\ ,  (hta  wir  A^^  4m  Zikfer, 
Bi  des  Kmaer  dieses  Ketlenbruehes  MMeit  Man  belse  auch 
nooki  Ao^^Oq,  Bo^l  so  ktd  maa  »Ihm 

Ao        «ö    -dl'  .    bi    A^  '    bi 

Bo  =-  T'  Ä,  =  "»  +  «-'  ff,  ="  '^  +  «1  +  *,     "♦  «•   *• 

Bs  wird  hierbei  vorausgesetzt  dass  im  Laufe  der  Rechnung 
keine  etwa  mögliche  ZurückMhrung  eines  Bruches,  auf  klei- 
nere Beoennung  vorgenomioen   warJen  ist*).     Die  Wecilie 

B^)  "ETI  ir  •«••  nennen  wir  den  nuIHi^ni  erstem^  «weiteii  Nft- 

Dq    Ol     a^ 

herungsbruch  des  ffettenbruches  I).  Nun  wurde  gefunden 
Äx=aoai'\-bi]  Äj=ax;  il2=^o^i^2+^^a+^2^i)  ^3===^i^2+^2* 
Sehreibt  man  ii2^^^2  (^o^i  "f^^i) +^2^o  und  setat  itj    statt 

^0^1    4-   ^1    ^^^   ^0    ^^^^^    ^     ^0    ^^^    ^^^   42=^.^21  ^1  4*^2^0 

uiitf  wönÄ  man  A^  statt  äi  und  ffo  s'^t  I  «^tzt,  ^a^a^Bi+i'si^o« 
Man  kann  nun  aber  leicht  zeigen ,  dass  die  Formel,  vermöge 
deren  man  hier  A^  aus  den  zwei  vorhergehenden  A^sV^ndB^ 
aus  den  zwei  vorhergehenden  B  fiildet^  allgemein  statt  hat, 
es  ist  nemlieh  v 

2)  A.  =  a  A       4-  b  A 

3)  ,     B    —  a  B       4-  b  B 

Man  nehme  an,  diese  Formel  sey  bis  zu  einem  bestimmten  k 

t  *  •  *  '  •  » 

richtig,  man  habe  also 

um  hic^raus  ^^  zu 'finden,  hat  man  a    -f —  statt  o    zu 

setzen  und  es  ist  demnach 


2  Am 

*)  Also  I.  B.  weim  dtfr  Ketteobruch  1  +  —    =^  geseUt  wird, 

"6 
PO  isl  ilg  =  34^1?»  ^  ^  und  nicht  etwa  il^  =  17,  Ä,  ==  12, 


•I 


6  ' 

(a^  +  -^)  *,     4-  bA 
A  ^  k.    *    a       '      »-1    '      *    *-8 

mithin,  wenn  man  dia  Brüche  wegschafft,  -. 
Vi  ^  ^"»"*-H  t  Vi*  Vi  "^  Vi*»V 

=  Vi  ^"ä  ^i^-i"  +  f*  V  +  **+♦  Vi . 

Vi  =  KVi+V  v  +  vi***i 

—  a.     (äff       +69     )4-i^.£. 

Es  ist  also  bewiesen,  jc^ass  .4i&  Formeln. 2)  und  3),  auch  noch 
gelten ,  wenn  nban  k  ^  1  '^tatt  k  iietit,  sobald  irte  für  k  gel- 
tet!. -  Niin  hüben  wir  ibre^  Richtlf^eH  Ar  iE'  ^  2  uhihfttelbifr 
nadbgewiejiren,  Ic^Iglieft  sind  sie  auch  fflr  aHe  grosseren  W^r^e 
yon  k  gQUjg.  ,  WMA  m»^  diesalban  4Qch  nocb  auf  dei^  Fall 
k  Trs;  \1  iiiifidalilien;,  sp  ä«^  also  '  ,  t  ..»; 

so  hat  man  nur  il_|  a=  1^  B_^  =  0  zu  setzen,  dann  ist 
in  der  That  Ai  -=2  a^a  -^  Äi,:fii'=t=  %. V  I  4-*i  •  0  =  Oj. 
Die  Forrtieln  2]  und  3)  44nd  «Iso  wahre  Recursionsfor- 
mein.  Sobald  man  A^  und  Aq  als  bekannt  voraussetzt,  kann 
man  vermittelst  derselben  rjeten  Zähler  und  Nenner  jedes  fol- 

Werlh  des  KettenbraoM  l)  fade»       '  .  i  fi 

140. 

Man  kann  aber  diesen  Werth  ailek^  finden,  indem  man 
die  Reduktion  des  Kettenbruchs^^).  in  umgekehrter  Ordnung 
vornimmt«  Man  bezeichne  dutdh  C]^  den  ZAhler,  durch  D^ 
den  Nenner  des  Kettenbruchs 


4)  a^  +  b 


V  « 


•    ,•  •) 


.^ 


"4 


Man  hat  demnäcb  =r —  =x  a       -^ 


und  daher  auch 

Setzt  man  nun  zuerst  k  =  m  —  l  und  berechnet  Zähler  und 
Nenner  von  a        4*   —  also     v 

Ml 

C    ,=a       a     4-6:C     =a 

«0  kaiia  ^R  Meraus.  vermöge  ißr  KeQuratonsforpnfl  5)  allni#^ 
lieh  Q    «)  ^     b**-  "^^  ^suletzt  C^  ^  ß^^  C^ss^  finden,- 

fH"*«  111^5 

'  Es  fol^ztigMch  Kieraiis  d!«  iherkwftr^ge  Thatsabhe/  dasis 
der  Zähler  des  Kettenbruchs  })  idertt^ch'  ist-  mit  d^m  ^ä«e^ 
des  Kettenbruchs  ^ 


r 


6)  a   +6      .    ■ 


•  •  'I  !  •  ■  '  /  i 

- . ! .  •  -    •        •  ■  .      •     •  •,  ■   'II    >     *-♦-  '     ' ;  * " 

Denn ,  m!t  Bepbehaltung  der  vorhergehenden  B'ezeibhttung,  6ej 
c^  der  Zähler,  df^^  der  Nenner  den  KetMnbnlalM» 

a    +  6 

m         m 


!:•       V 


■  '..•...  \  ^  r^ 


^1 

K 


;:> 

.•    i«. 

»  • 

.H      nj/ 

;■  /i 

**     '     » 

■ 

'!i.    '^jj 

••,1) 

'• 

'.'      •!. 

* 

.'!?•  j«  : 

1«.  ' 

1 

}      .. 

1 

•♦  ^'j  '    f. 

.    .!> 

m 


Der  Zähler  des  Kettenbruoliei  %)  IM  »ko  Cq  und  es  soll,  nach 
unserer  Behauptung,  c^spC^  s#yn.  Es  ist  nun  leicht' zu  zei- 
gen, dass  wenn  von  ifc  =  m  —  1  bis  i  =  A  wirklich  c^ssi-C^ 
ist,  djes  auch  noch  der  Fa|l  seyn  wird,  wenn  map  k^^hr^^ 
setzt.  Nach  §.139  Form.  2  ist  ^mlich  d^  fahler  des  Ketr 
tenbruches 


m-l   '. 


•     I 


+^ 


A+l 


a  4-6 


A-i 


Hl  •''^  ?""^Vl^  Vt^*+v*+i' 


dm   nach  der  Voraus^teung  c  =  (7  ,  -^-ij  **  ^44.1  *•'* 

soll;  aus  dem  Vergleich  mit  Formel  5)  folgt  hieraus  unmittel- 

'"      ^    /'    ■       ■    '   "                        b 
bar  c,      =  C,    •     Da  nun  wirklich  die  Zähler  von  a   -A — 


ffi 


und  von  0        ^i  -^11  gtek4i  sind,  d.  iil  e       ±ssC      ';  s6  ist 

ffiithiii  aMgemein  #j^  s=  C||  also  lerach  i?^  »t  Cq.* 

I  .  •       .    .      .  .1 

.♦•  ••.1  •  '  .  .1.     ..!••'» 


*•      .  .1:       »  ,*" 


I       .    '»       '   t 


.       / 


141. 


>  1 


•  5» 


SowoU  die-FomelnS)  und  a)^^es  %.  IM  %h  i^eFor* 
•nel  5)  4m  vorh^rgeheiMlfStt  §..  geben:  ein  [einfaches  Yerfajbr^iii 
2ähler  und  •  Meoneif  4lesl'  KetttebrludiAs  tl)  unmiltelba:!'  aul^ 
den  Tbeilneanern,  a^,  a^y^^^a^  und  den  T,beil«äUernf&^y62«..iyi 
mmkaiihem  ^ä  idigiti.i   Bedijf  At  mim  ^h.  der  Formel 2)  fo.  hü 


inati  zgnäobsi 

1 

1 

4ö  =*=  -^ 

:           '           :  •■           '{ 

•       X      A^*  9P  '<iiAif 

.  ''          i',-     ,   '    ■' 

'••      r»      :.;rT|T-ftt: 

'♦    ;» 


I  ,.  •       \     f   .  .7/ 


Um  !^2 ^uf  finden,  s'i^tzt' man  den  filiödem,  aus  w^eloben  i4^ 
'besteht;  A^  Vl»r,  und  frji  vor  ii^,  und  findet        •       Jt    : 


4-  Mo 
Nun  setzt  man  wieder  o,    d^ii  Gliedern   von  il.'    un<f  b.  dett 
Gliedern  v'on  it,  Tor ,  nnd  ftndet  ' 

+  «««.*! 

+   «.*.«o 
+  *»«i«o 

+     &,^ 

Indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht,    findet  man  zuletzt  A   . 
Ebenso  findet  man  B     vermittelst  der  Formel  3}   indem   man 

von  Äj,=  1 ,  Äj  =  flj  ausgeht. 

Will  man  die  For^nel  5)  des  $.  I4p  benutzen ^ao  beginnt 
mnm  mit  C  «ea    ,  C       ssa   >  a    +A    ,.  4ef*aii»  findet  man 

+  b       a  '■ 

'       m-l     « 

« 

V.  ^.  w.  bis  man  aa  C^  |^  fi^  uA^i  f^  =»  iim  konuii^ 

Man  kann  aber  auch  jedes  Aj^  finden',  ohne,  wie  es  bei 
dem  eben  beschrielMneii  V^ifahr^n  nötbig  i^t^  im  vorlierger 
henden  Ä^,  Ä^  .  .  .  il^.x  zu  berechnen,  vielmehr  findet  man 
bei  diesem  neuen  Verfahren,  welches  ebendeswegen  ein  in- 
dependentes  ist,  unmittelbar  alle  einzelnen  Glieder,  aus 
weifche»  Ä^  toslehi  Jüan  «chreSbe  amäihst:  Am  ^'Produkt 
^d^t^ä  •'• '  ^i)  hierin  saise  man  a^ia^  «^  6^  und  •aAdu*e  .dea 
Jiiarduteh  «ntslahenddn  Atiisdrack  zri  deai  ProdoUe  hinzu,  so 
Mss  «ijBih'  ROH  ifo^i^i  •  •  '^k  +  b^a^y,.^  «j^  hati  la  Hiase^ 
Samme  salze  man  wieder  <0lalt  a^a^  den  Warlh  i^  wMt.addire 
den  hierdurch  entstehenden  Ausdruck  zu  den  baeaila  gtbiide«- 

ten,  so  erhält  man  a^a, a,..  .^-f^6|f^s  .««^jl -{- ^o^s^s***^ib* 
Hierin  setze  man  nun  wieder,, '^w^^  ^  angebt,  statt  a^a^  den 
Werth  fr,  und  addire  die  Merchirch  entstehenden  Ausdrücke 
^tu  den  beretls  gabildaten,  avf  diase  Weisir  ft|l|rt  <ntp  fo?t 
indem  man  zuletzt  in.  d^Q  berejtagebild^tf^i  ^u^rf^ckeii.  statt 


^jL.^lL  ^^^  Werth  b    setzt,   und    die  hierdurch  entstehenden 

'A«€{dr(icke  zu  den  bereits  gebildeten  addirl.  Man  >ßzeichne 
die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke  durch  [ao^f-^ki  ^^  ^'^^ 
[a^a^  •••  öj  =  ^k  seyn.  Um  z.  B.  [«o^i^«^»]  ^^  bilden, 
geht  mQfi^  von  ^o^^a^d^  aus;  indem  mun  a^a^^sb^  s^zi^  er^ 
hlÜX  man 

hierin  s^zt  man  wieder  a^a^  =>=  6^  und  erhält 

bierin  fetzt  ipan  schliesslich  a^a,  =:  6,  und  erhält 

derselbe  Werth  ^  welcher  obefn  für  A^  gefunden,  ^^rde. 

Der  Ausdruck  [a^a^  •  •  •  ^d  lässt  sich  oiTenbar  in  zwei 
Gliedergruppen  zerlegen,  so  dass  iHe  zu  der  erstite  6ru|i|»e 
gehörenden  den  Faktoi*  aj^  und  nicht  den  Faktor.  &j^  enthalten, 
die  zur  zweiten  Gruppe  gehörenden  dagegen  den  Fdktor  bj^ 
und  nicht  den  Faktor  aj^,  Dte  erste  Gruppe  ist  aber  nichts 
Anderes  als  (^ki^o^x^-'^i,  .]>    ^^  ^^  dieser  Gruppe  mit   all^|i 

anderen  Elementen  als  Oj^  die  vorgeschriebenen  Veränderun- 
gen vorgenommen  worden  sind;  aus.  demselben^Grunde  ist  die 
zweite  Gruppe,   in  welcher  b    an  die  Stelle    von  ti      a    ge- 

treten  ist,  nichts  Anderes  als  6    [^o^i**-^l    ]*     Mi^bifl  ist 

[%a^..,a^  =  a^  [«o  a, .  • .  a^^  j}  4^  b^  ^«»i'-öt^J 

dies  ist  dasselbe  Bildungsgesetz   nach    welchem  A    aus  A 

und  il       gefunden  wird.    Nun  ist  aber,  wie  man  unmittelbar 

findet ,  [a^Oi]  =  A^  und  [a^a^ aj  =  A^  also  auch  A^  =  [a^a^a^a^] 
und  allgemein  jij^  :=.  [«o^i-«'^*]» 

Man  sieht  ohne  Weiteres,  dass  man  in  derselben  Weise 
jedeis.  B]^  findet,  wenn  man  von  dem  Produkte  a^^a^**  ,iij^  au^ 
geht  und  dies  ebenso  behandelt  wie  vorher  iSas  Produkt 
aoai...aj^  behandelt  wurde,  indem  man  allmäiich' 6,  (Statt^^r^;, 
dann  6,  statt  a^a^  u.s.  w.  setzt.  , 
■ 

142. 

Die  Diffeneiiz  zweier  auf  einandpr  folgender  Näherungs- 


tu 

bräche  J^^  -«  ~    hat   den   Zähler    J^^   B^-^  J^  fl^.    . 

*+i  .   * 

man  bezeichne' diesen  Ausdruck  durch  Z,  ,  .  Substituirt  inaa 
aber  $iatt  yi, ,  .  seio«ii  Werth  «•  .  .  ^.  +  fr. .  ,  ^t  ,  »öd 
statt  Ä, ,     seinen  Werlh  a^ ,    Ä.  +  *. ,    ß.      so  fitidrt  man 

also  auch  Z    =z  -^  b  Z       und  Z  .    =(^1)^6  .    b  Z 

k  k    k-i  k+i      ^     ^    *+i  *   *-i 

und  indem  man  diese  Betrachtung  fortsetzt,  ergiebt  sieb  mitfam 

)* 

nun  i0t  Z,  der  Ztthler  der  Diflferenz  ^^  — ^=»>.'^^  ■     •-— r^, 

Bi       B^  a^  Ij 

also  2^  =  6^,  folglich 

'••••■■  "ife  •" 

^Hi^^^^^   Vi  V--  •'^«= 

und  ,  « 


^-M  -(-ir*m*»  ••*.^. 


^«+1    ^k        ^*Vi 


Setst,  ««n 


so  gehl  „         in  -^—  über,  wenn  man   -  ^tatt  o- .       setzt, 
man  bat  mitbin 


.« 


und 


^+. 

oder 

- 

A 

IM 

A 
"k 

(— l)*y.6i6,...6 

Bß 

k     m 

143. 

Seyen  nön  sämmt liehe  Theilzöhler  und  Theilnenner  de« 
Kellenbruches    I)    posiliv,    mithin    auch    die    Ausdrücke    B 
B^...Bm>    Nach  Formel  7)  und  8)  wird  also,  sobald  m>k 

A  A  ' 

die  Differenz  ~ -*  posiliv    oder    negativ   seyn,   je 

^m  *^k 

nachdem  k  gerade  oder  ungerade  ist     Nennt  man  einen 

Ah 

Näherungsbruch  ^  einen  geraden  oder  ungeraden,    je 

nachdem  h  gerade  oder  ungerade  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 
jeder  gerade  Näherungsbruch  kleiner  und  jeder  ungerade 
Nöherungsbruch  grösser  ist,    als   alle  folgenden  Nftherungs- 

brüche.     Die  geraden  Näherungsbrüche   ^,~,   ~  .  .  . 

Bo       ^2        ^4. 

bilden  also  eine  wachsende  Zahlenreihe,  die  ungeraden  Nft- 
herungsbrüche  ~,  ~^  ~^'"  dagegen  eine  abnehmende. 

•  3  %/ 

A^  ^    A              A         A 
Da  ferner  die  zwei  DiiTerenzen  ~  —  -jr-^  und   -^ 

m  ft-l  m  k 

entgegengesetzte  Zeichen  haben,  so  folgt,   dass  jeder  spätere 

A 
Näherungsbruch  -~^  zwischen  den   zwei   aufeinanderfolgenden* 

k-1  Ah 

^—  und  ~   enthalten  ist.      Setzt  man  *  ==  I ,   so   ergiebt 

A  A\ 

sich  hieraus,  dass  zwischen  den  Grenzen  — ^  und  -7^-,  d.  h. 

5o  Bi 

18 


in 

zwischen  den  zwei  ersten  Näherungsbrücben,  die  Werthe  al« 

1er  folgenden  Näherangsbröche  ~  ^  n^  *  -  •  enthalten  sind. 

Lässt  man  den  Kettenbruch  1)  in  einen  unendlichen 
übergehen,  indem  man  m  unbegrenzt  wachsen  lässt,  während 
man  noch  immer  die  Voraussetzung  beibehält,  dass  sämmtliche 
Theilzähler  und  Theilnenner  positiv  sind,  so  müssen  sich,  so- 
wohl die  geraden  als  die  ungeraden  Näherungsbrüche,   indem 

A  A 

sie  immer  zwischen   ^  und  -^^   eingeschlossen   bleiben,    ei- 

nem  endlichen  Werthe  unbegrenzt  nähern.  Es  sind  hier  mit- 
hin zwei  FäUe  zu  unterscheiden.  Entweder  nähern  sich  die 
geraden  Näher ungsbrüche^  indem  sie  fortwährend  wachsen, 
und  die  ungeraden,  indem  sie  fortwährend  abnehmen, 
einem  und  demselben  Werthe,  dann  convergirt  der  Kellen- 
bruch und  die  Grenze  seiner  Näherungsbrüche  ist  sein  Wer th. 
Oder  die  geraden  Näfaerungsbrüche  haben  eine  andere  Grenze 
als  die  ungeraden,  dann  oscillirt  der  Kettenbruch ;  man  kann 
alsdann,  ähnlich  wie  bei  den  oscillirenden  Reihen  (§.  43],  sa- 
gen, dass  der  Kettenbruch  zwei  Werthe,  nemlich  die  zwei 
Grenzen  seiner  Näherungsbrüche  hat. 

Im  ersten  Falle  sind  die  Näherungsbrüehe  wirkKehe  Nä- 
herungswerthe,  indem  jeder  gerade  Näherungsbruch  klei- 
ner ,  jeder  ungerade  grösser  als  der  wahre  Werth  ist,  so  dass 
dieser  zwischen  je  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Nä- 
herungsbrüchen enthalten  ist. 

144. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  man  aus  der  Beschaf- 
fenheit des  Kettenbrüches  Kennzeichen  ableiten  kann,  aus  wel- 
chen sich  entscheiden  lässt,  ob  er  convergirt  oder  oscillirt. 
JBs  liegt  der  Gedanke  nahe,  hier  in  ähnlicher  Weise  zu  ver- 
fahren ,  wie  bei  den  unendlichen  Produkten.  Kann  man  nem- 
lich unter  der  Voraussetzung,  dass  m  eine  endliche  Zahl  ist, 
den  Ketlenbruch  1)  in  eine  Reihe  verwandeln,  welche  den- 
selben Werlh  hat,  so  wird,  wenn  man  m  unbegrenzt  wachsen 
lässt,  die  Reihe  dieselbe  Grenze  oder  dieselben  Grenzen    ha- 


b«tt,  wie  4er  Kelletikmcli.  Da  wir  nun  sehmi  Ketinzeidieii 
gefunden  haben,  welche  über  die  Beschaffenheil  der  Rcth^it 
entscheiden,  so  werden  wir  die  Beschaffenheit  des  Kettenbra- 
ches aus  der  Beschaffenheit  der  gleichgeltenden  Reihe  kennen 
lernen.  Da  wir  indessen  spfiter  auch  die  Beschaffenheit  der- 
jenigen Kettenbräche  untersuchen  müssen,  deren  Theilzähler 
und  Theilnemier  nicht  sftonmtlich  positiv  sind,  so  wollen  wir 
uns  gleich  dfe  allgemeine  Frage  stellen,  wie  man  den  Ketten- 
bruch 1],  welches  Zeichen  die  Theilzfibler  und  Theilneoner 
haben  mögen  ^  wenn  m  eine  endliche  Zahl  ist,  in  eine  gleich* 
geltende  Reihe  verwandeln  kann« 

Die  Gleichung 

ist  offenbar  eine  identische.  Berücksichtigt  m^n  aber  die  For- 
mel 7)  des  §•  142  und  bedenkt  zugleich  dass  Aq  =  n^i 
jÖ^  SS  1 ,  so  hat  man 

9)  n,  +  --^  +  ^--^...f(-l)       -^r— ^- 

woduroh  «ilkin  der  Keitenbradi  1)  in  ein«  Reihe  irerwandeic 
i^i.  Es  ist  hierbei  noch  zu  beachten,  dass  nicht  blos  der 
gSMMKe  Keltenbroch  1)  der  Reibe  9)  gleich  ist,  sondern  aueh 
dasselbe  Verhältoiss  irischen  jedem  Näheruogabruch«  und  eig- 
ner entsprechenden  Anzahl  der  erslm  Glieder  der  Reihe  stall 
findet.    Denn  es  ist 

A„       Ao.   ,  fA^       Aqk   .   (A^       ^i»  6j        5,6, 


U.   8.   W. 

Lasst  man  m  unbegrenzt  wachsen,  so  ist 

/m  — =  fcm,ao-f  g^~;g^-...  +(-1)        ^     jg— ^ 

und  es  käme  nun    darauf  an   zu  untersuchen,  ob   die  Reihe 

18  • 


m 

eotttergirt.  Zwei  anfeinaDderfdgende  Crlieder  dieser  Reüie 
Iwbea  die  Form 

^        '  B       B  '  B   B  , 

ihr  Quotient  ist,    abgesehen    vom   Zeichen,    — ^ .      Je 

B,  , 

ft+i 

nachdem  also  dieser  Quotient  um  ein  Angebbares  kleiner  oder 
grosser  ab  die  Einheit  wftre,  würde  die  Reihe  (and  mithin 
auch  der  Kettenbruch)  convergiren  oder  divergiren;  hätte  aber 
dieser  Quotient  die  Einheit  selbst  zur  Grenze ,  so  würden  die 
Betrachtungen  des  $•  58  ff.  anzuwenden  seyn.  Allein  die 
Werlhe  von  B,  ^  und  B^ ,   "  erscheinen,  bei  fortwährend  wach- 

sondern  A,  in  so  verwickelter  Form,  dass  sich  die  Beschar* 
fenheit  des  Quotienten  nicht  leicht  angeben  lässt,  und  es  wer- 
den daher  weitere  Erörterungen  nöthig  seyn,  um  über  die 
Beschaffenheit  der  Reihe  Aufscbluss  zu  erlangen. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  man  dem  Kettenbruche  I) 
und  ctaher  auch  der  gleichgeltenden  tleihe  eine  einfachere  Ge- 
stalt geben  kann,  welche  derem  weitere  Unlersuehaiif  erieic^h- 
lern  wird.  Diese  Umformung  beruht  auf  dem  Satze,  dass  man 
an  der  Beschaffenheit  eines.  KelteiAracbes  Nichts  ändert,  wenn 
man  irg<^  einen  Theilzähier  6j^,  den  dazu  gehörenden  Theil* 
nenner  a^  und   den   darauf   folgenden   Theilzähier  b         mit 

derselben    Zahl    multiplicirt    (oder     dividirt).       Da     nemlich 

bh                         pbb 
; — T =^ i — T — ~  ist ,    so   wird   es   auch ,    wenn 

man  W  statt  a         +  b^,^  setzt,  was  aucli  W  bedeute,  ei- 

neriei  seyn,  ob  man  64  oder  — ^-- — -    schreibt.     Man 

W 


wird  daher  auch  statt  »0  4* 


«1+ 


''*+**+i 


schreiben  dürfen     Oq  +  -^ 


P"*    +''*»+! 


*+i  T 
Hieraus  folgt  weiter,   dass   man  den  Kettenbruch  1]  im- 
mer in  einen   anderen  verwandeln  kann,    dessen   Theilzähler 
sämmtlich  der  Einheit  gleich  sind.     Wenn    man   nemlich  statt 
des  Theilzflhiers  b^   die  Einheit  als  Theilzähler    erhalten   will, 

so  multiplicire  man  die  drei  Ausdrücke  6,,  o,,  b^,  mit  —  so 

erhält  man  ] 

«oH 1 


do+b 


S 


«5  + 

Um  nun  wieder  die  Einheil  statt   des  Zählers  -=^  zu  erhalten, 

h  h 

multiplicire  man  r-^ ,  a^,  65,  mit  ~  so  erhält  man 

Ol  0^ 

,1 

«0  + 


ai^    1 


«2  r-  H -T — 

O2       ^1*4 


*1^5    . 


Alsdann  erhält  man  wieder  die  Einheit  statt  -— -  indem  man 

4r^9  ^%i  ^4»   ^^^  rrt   multiplicirt,  dies  giebt 
b%  Ol  0^ 


«0   + 


1W6 
1 


Ol 

■^«5*2 

fr> 

+ 

6462  :  6165 

6165 

«4+*5 

«5  + 

Man  sieht  wie  man,  durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens,  den 
Kettenbruch  1)  in  einen  gleicbgeltenden  verwandeln  kann, 
dessen  Theilzählersämmtlieh  der  Einheit  gleich  sind.     Man  setze 

^1  ©2  Ol  65  O2O4. 

so  sind  dies  die  ersten  Theilnenner  des  neuen  Kettenbruches. 
Man  findet  aber  allgemein 


j  — ^    -  •  yj       —  Q . 

2«+i      6^    ^  ^   '  6^_  /    '*i '    ^«»         *«»   *„„  .•..62 


10)    A._,  =  -»?±-^  -iüL  . .  .p;  A^_  =  a 


Sm-f-1  2«i-l  2m 

Ist  liemlich  bis  zu  einem  gewissen  m  wirklich  ä     =  a     . 

Sin  2m  o       . . .  O« 

2m  ' 

SO  wird  man  mithin  als  Fortsetzung 

*      .1-*^    *2m+l  .         .  1 


.        ,     2m-l       *■       2m4-l  .        , 


t 


2m+2    ..  2m+l      2m-l       *      '. 

haben ,  es  hat  also  wirklich  h  .  -  die  angegebene  Form, 
und  ebenso  findet  man  hieraus  wieder  die  Form   von  h 

2m-f>2 

Da  nun  ki,  h2,  A3,  A4,  wie  wir  durch  die  unmittelbare  Rech- 
nung gefunden  haben,  wirklich  in  der  angegebenen  Form  10) 
enthalten  sind,  so  ist  diese  Form  allgemein  richtig.  Der  Ket- 
tenbruch 1)  ist  also  in  den  gleichgeltenden  Kettenbruch 

11)  A„  +  \^  1 


Äa  + 


verwandelt.    Bezeichnet  man  durch  H/t  den  Zähler,    durch  L| 
den  Nenner  des  NShcrungsbruches 


Ao  + 


«?9 
I 


Vi 

h 


so  ist  nun  nach  Formel  7). 

12)        ^y:l-l*=   1:^ 

k+l  k  k    k+1 

und  nach  Form.  2}  und  3) 

B,  =  h,  ,  H,      "^^  B.  ^ 

k  A         A-1     '        A-S 

14)  L    =  b    .  L       4-  L 

Ferner  ist 


13) 


H         i7 


wi  m-1 

oder 


145. 

Gehen  wir  jetzt  wieder  auf  die  Voraussetzung^  zarttck, 
dass  sämmtliche  Theilziihler  und  Theilnenner  des  Kettenbru- 
ches 1}  positiv  sind,  so  werden  mitbin  die  Ausdrücke  Ai,  h^... 
ebenralls  positiv  seyn,  also  auch  die  Ausdrücke  Liy  X^.... 
Durch  Formel  15)  ist  demnach  der  Kettenbruch  in  eine  Reihe 
verwandelt,  bei  welcher  die  Glieder  abwechselnd  positiv  und 
negativ  sind.  Lässt  man  nun  m  unbegrenzt  wachsen,  so  wird 
die  unendliche  Reihe  und  mithin  auch  der  unendliche  Ketten- 
bruch l)  immer  und  nur  dann  convergiren,  wenn  die  einzel- 
nen 6Iiec|er  der  Reihe  unbegrenzt  abnehmen  ($•  59),  also  die 
Ausdrücke  LiL^y  L^L^  u.s«w.  unbegrenzt  wachsen. 

Jeder  Ausdruck  jLj^  wird  aber,  wenn  k  ungerade  ist,  ein 
Glied  welches  =  Ai  -f"  ^3  +  •  •  •  +  ^*)  dagegen,  wenn  k 
gerade  ist,  ein  Glied,  welches  der  Einheit  gleich  ist,  enthal- 
ten. Zunächst  sieht  man,  dass  dieses  Gesetz  allgemein  richtig 
seyn  muss,  wenn  e^  bis  zu   einem  gewissen  Wertbe   von  k 


280 

richtig  ist.  Man  nebme  nemlich  an,  dass  für  ein  bestimoites 
k,  welches  eine  gerade  Zahl  seyn  soll,  der  Voraussetzung 
gemäss 

gesetzt  werden  kann,  so  ist  nach  Formel  14) 

also,  wenn  man  A,  ,     T  +  S  =  Si  setzt, 

Vi  "^  *•    +   Ai    +  *5  .  .  .  +  *j^l 
ferner  ist 

also  wenn  man  h,.^L^.     4-  T  =  Ti  setzt, 

A-J-2   *+i    '  ' 

V«  =  ''^  +  • 

Da  nun  aber  wirklich  für  A  =  2 

L^^j  =  Li  =  Ai;  L^  =  L2  =  AjAa  +  l 

ist,  so  ist  damit  die  allgemeine  Gültigkeit  unserer  Behauptung 
bewiesen^).  Und  da  Ag,  Ai  •  .  •  positive  Grössen  sind,  so 
sind  auch  die  Grössen  5,  T,  S^^  7,,  positiv.  Das  Produkt 
L       L     ist  mithin,  wenn  m  gerade  ist,    aus  zwei  Faktoren 

zusammen  gesetzt,  von  welchen  der  eine  Lm  in  der  Form 
if  -+-  1 ,  der  andere  L        in  der  Form  iV+  A^  4*  *5  •••  +  * 

dargestellt  werden  kann,  wo  M  und  N  positiv  sind.  Ist  da- 
gegen m  ungerade,  so  kann  L        in  der  Form  Jf-4-1  und  L 

in  der  Form  iV-f-A^  +  A5 ...-(-  A     dargestellt  werden.     Be- 

zeichnen  also  P  und  Q  zwei  positive  Zahlen^  so  wird  man 
das  Produkt  L     ^  L     durch  P  -4-  k^  4-  lu  . .  .  +  k        oder 

durch  Q  -f-  A^  -|-  A5  -f-  •  • .  +*m  darstellen  können,  je  nach- 
dem m  gerade  oder  ungerade  ist.  Jedenfalls  wird  daher,  wenn 
m  unbegrenzt  wächst,  das  Produkt  L       L   ,  neben  einer  an- 

deren  positiven  Grösse,  noch  die  nur  aus  positiven  Grössen 
bestehende  unendliche  Reihe 

16)  *i    +    A3   +   Ä5    +    .    .    . 


*)  Dasselbe  ist  auch  leicht  aus  g.  I4f  abxuleitfn, 
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enthalten,     fst  also  diese  Reihe  divergent,  so  wächst  L      L 

fH— 1     M 

Über  jede  angebbare  Grösse,  oder  es  sinkt  das  allgemeine 
Glied —  der  Reihe  15)   unter  jede   angebbare   Grösse, 

Li  Mj  • 

m-1      m 

dann  ist  diese  Reihe  und  mithin  auch  der  Kettenbruch  1)  con^ 
vergent. 

Schreibt  man  nun  statt  der  Grössen  A^,  A5  .  .  .  wieder 
ihre  Werthe  nach  Formel  10)  so  hat  man  mithin  den  Satz : 

Wenn  alle  Theilzähler  und  Theilnenner  des  Eettenbruches 
1)  positiv  sind,  so  wird  dieser  Kettenbruch  convergiren,  wenn 
die  Reihe 

divergirt. 

Der  Kettenbruch  11)  convergirl  offenbar,  wenn  der  Ket- 
tenbruch 

''  +  i  + 

convergirt,  man  erhalt  aber  den  letzteren  aus  11)  wenn  man 
h^  statt  Aq;   ^2  sld^l  K  U.S.W,  setzt.     Die  Reihe  16)   geht  in 

Ä2  +  ^4  +  ^6  -f-  •  •  •  üben 

Hieraus  folgt  also,  indem  man  die  obigen  Schlüsse  wie- 
derholt, dass  der  Kettenbruch  1)  convergirt,  wenn  die  Reihe 

18)  A2  *+"  A4  -j-  *6   "H   •  •  • 

divergirt,  und  indem  man  wieder  statt  h^y  A4,  A5  .  .  .  ihre 
Werthe  setzt,  ergiebt  sich  der  Satz: 

Der  Kettenbruch  1^,  dessen  Theilzähler  und  Theilnenner 
sämmtlich  positiv,  sind ,  convergirt,  sobald  die  R^ihe 

19       «2  •  r-  +  ^+  •  irr  +  ^6  •  hTrh  +  •  •  • 

divergirt. 

Der  Quotient  zweier  auf  einander  folgender  Glieder  in  den 
Reihen  17)  nnd  19)  wird  im  Allgemeinen  so  einfach  seyn,  dass 
man  leiclit  im  Stande  seyn  wird  zu  entscheiden,  ob  diese 
Reihen  divergiren. 


2»2 

Soü  z.  B.  die  Beschaffenheit  des  Ketteobruches 

1  -f  1  .  3 

1  +  3^ 

1  + 

untersucht  werden,  so  isthier ao  =  a,  =a2.,.  =  l,  6^  =  1  .3, 
62  =  3.5...   allgemein   bm  =  (2m  -—  1)  (2f»  -j-  1)   ^^^   die 
Reihe  17)  wird 
1  3.5  3.5.7.9  _  1     ,  1  ,  J^  , 

1.3/     1.3.5.7  ■*"  1.3.5.7.9.11 3  "*"  7  "'"ll  "•""' 

Die  letztere  Reihe  ist  ein  specieller  Fall  der  Reihe 

i4._L_     I  ^  I 

aus  welcher  sie  entsteht,  wenn  man  a'=3,  6  =  4  setzt;  sie 
divergirt  also  ($.  46]  und  mithin  convergirt  der  Kettenbruch. 
Dasselbe  folgt  aus  der  Reihe  19)  welche  in  diesem  Falle  in 

5   ^    9   ^  13   +  •  •  • 
übergeht,  and  mithin  ebenfalls  divergirt. 
Wäre  der  Kettenbrach 
1+2^ 

1  +  1 


1  f  4 


1  +  3 


1  -f  6 


1  +  5 


1  + 


• 

zu  untersuchen,  wo  die  ungeraden  Theilzähler  die  Reihe  dor 
geraden  Zahlen  2,  4 ,  6  . . . ,  die  geraden  Theilzähler  die  Reihe 
der  ungeraden  Zahlen  1,  3,  5  .  .  •  bilden,  so  würde  die 
Reihe  17)  in 

I  J^  1  .  3  1.3.5 

ä"''2".4"^2.4.6"'"2.4.6.5''~'" 
übergehen.    Diese  Reibe  convergirt  aber  (§.  62)  «ad  ent^chei-* 
de4  daher  nicht  mehr  über  die  Beaobaffenheit  des  KeUenbru* 
cbes,    Die  Reihe  19)  dagegen  wird 
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T  "•"  rrs "'"  rrsTb  "•".••      ' 

welche  divergirt,  da  jedes  Glied  ^Osser  ab  die  Biaheit  ist, 
milbin  convergirt  der  Kettenbrucli. 

146, 

Bei  dem  letzten  Beispiele  war  von  den  Reihen  17]  und 
19)  die  eine  convergent,  die  andere  divergent.  Wenn  aber 
beide  Reihen  convergiren,  so  inuss  der  Kettenbruch  1)^ 
wie  jetzt  bewiesen  werden  soll,  oscilliren.  Der  Kettenbruch 
wird  nemlich  nicht  convergiren  und  mithin^  wie  oben  (§.143) 
gezeigt  wurde,  oscilliren,  sobald  die  Reihe  15)  nicht  conver- 
girt. Soll  dies  der  Fall  seyn,  so  dtirfen^also  die  Glieder  die- 
ser Reihe  nicht  unbegrenzt  abnehmen,  d.  h.  der  Nenner 
L       L     muss,  bei  unbegrenzt  wachsendem  m.  immer  einen 

endlichen  Werth  behalten.    Da  nun  jeder  der  Ausdrücke  L 

und  L     grösser  als  h^  ist,    d.  fa.    grösser   als   ein  bestimmter 

positiver  Werth ^  folglich  nicht  Null  werden  kann,  so  muss 
jeder  dieser  Ausdrücke  einen  endlichen  Werth  haben,  wenn 
ihr  Produkt  endlich  seyn  soll.  Es  sind  also  die  Bedingungen 
zu  finden,  unter  welchen  ein  Ausdruck  X^,  bei  unbegreni^t 
wachsendem  i»,  endlich  bleibt.  Nun  ist  aber  leicht  zu  sehen, 
dass  die  einzelnen  Glieder,  aus  welchen  £^  besteht,  sämmt- 
lich  unter  den  Formen  vorkommen  müssen ,  aus  welchen  die 
Combinationen  ohne  Wiederholung  aus  den  m  Eleuienlen  A,, 
^2  •  •  •  Am  bestehen,  wenn  die  in  den  einzelnen  Formen  be- 
findlichen Elemente  als  Faktoren  angesehen  werden  und  die 
einzelnen  Formen  addirt  werden  sollen;  so  jedoch  dass,  wenn 
m  eine  gerade  Zahl  ist,  in  L^  ausser  diesen  Combinationsfor- 
men  auch  noch  die  Einheit  vorkommt. 

Wendet  man  nemlich  das  in  §.  141  gezeigte  Verfahren 
zur  independenten  Bestimmung  auf  den  gegenrw artigen  Fall  an, 
so  hat  man,  da  hier  die  Theilzähler  des  Kettenbruches  11) 
sämmtlich  der  Einheit  gleich  sind,  um  L^^  zu  bilden,  zuerst 
hjh2...hfn  zu  nehmen,  d.h. die  mte  Combinationsclasse  ohne 
Wiederholung  aus  den  Elementen  h^f  b^.^.h^.  Alsdann  hat 
man  statt  h^  A2  >  h^^  u-  ^-  ^^*  ^>^  Einheit  zu  setzen ,  d.  h.  man 
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hat  diese  Produkte  hus  h^h2. .  ,h^  wegzulassen,  wodurch  man 
einen  Theii  der  Formen  der  m — 2ten  Combinationsclasse  ohne 
Wiederholung  erhfllt  u.8.w.  Ist  m  gerade,  so  hat  man  noch 
schliesslich  statt  A^  A2  •  •  •  ^m  <l®n  Werth  1  zu  setzen.  Bezeich- 
net «an  die  Summe  aller  Combinationen  ohne  Wiederholung 
aus  den  Elementen  A, ,  A^  . .  •  Ä^  durch  C  (A, ,  A,  .  • .  A^)  so 
hat  man  demnach 

20)  L„  <  C'(A„  A,  .  .  .  AJ  +  I 
oder 

21)  L„  <C'(h^,h^...  A«) 

je  nachdem  m  gerade  oder  nngerade  ist,  also  jedenfalls 

22)  L^<C'(A,,  A,,..  .  A„)  +  1 

147. 

Man  kann  aber  C  (A^,  A^  .  .  .  A^)  durch  eitm  analyti- 
sche Formel  ausdrücken,  wie  zunächst  gezeigt  werden  soll. 
Denn  nach  $.  76  Form.  44]  iü 

'     (1  +«o)  (1  +  *o) =  \+C+C\..  +  C...  +  C' 

nun  ist  ^l''  +  C" . . .  -f-  C  die  Summe  aller  Combinationen  ohne 
Wiederholung  aus  den  Elemi^nten  Oq,  &0)  ••••;  ^^o  nach  der 
im  vorhergehenden  §*  gebrauchten  Bezeichnung  durch  C(aQ,frQ,...] 
auszudrücken,  mithin 

23)  (l  +  oo)  (l  +  Äo)...  =  1  +C'{ao,  K,  ....) 
oder,  wenn  man  ao=Ai;  *o^=*ft  •••  setzt, 

24)  (1  +  A,)  (1  +  A.)  . . .  (1  +  A„)  =  1  +  C'{Ä„  Ä...^„) 
welches  die  gesuchte  analytische  Formel  ist. 

148. 
Nach  Form.  22)  ist  mithin 

Lm   <[\    +   K)  (I    +   A.)   ....   (I     4-    hm) 

Dieser  Ausdruck  gilt  für  jedes  m,  Lässt  man  nun  m  un- 
begrenzt wachsen,  so  wird,  da  die  Grössen  A^,  A^...  sftmmt- 
lich  positiv  sind,  das  unendliche  Produkt 

(I  +  K)  [\  +K) 

ConvergireA,  sobald  die  Reihe 

26)  A^  ^  Ä,  +  .  .  .  . 


ads 

convergirt  (§.  134)^  dann  wird  Lm  einen  endlichen  Werth  ha- 
ben und  mithin  der  Kettenbruch  1)  oscilliron  (§.  146}.  Die 
Reihe  25)  ist  aber  aus  den  zwei  Reihen  16)  und  18)  zusam- 
mengesetzt,^ sie  wird  also  immer  und  nur  dann  convergiren, 
wenn  jede  einzelne  der  Reihen  16)  und  18)  convergirt.  Fasst 
man  dies  mit  den  zwei  in  §.  145  gefundenen  Sätzen  zusam- 
men, so  erhält  man  den  allgemeinen  Satz: 

Wenn  sämmtliche  Theilzähler  und  Theilnenner  des  Ketten- 
brucbs  1)  positiv  sind,  so  wird  dieser  Kettenbruch  conver- 
giren  oder  oscilliren  je  nachdem  (wenigstens)  eine  oder 
keine  der  zwei  Reihen  16)  und  18)  (oder,  was  dasselbe  sagt, 
der  Reihen  17)  und  19))  divergirt*). 

Soll  z.  B.  die  Beschaffenheit  des  Kettenbruches 

26)         •       1  -f  2 

1  +  2*_ 

1  +  25 


1  +  2* 


1   + 

untersucht  werden,  so  ist  hier  aQ=a^=rs  a^  ...  =as  1^  fr^ss:  2, 
6,  =  2^ .  • .  allgemein  b^n  =^  2"*.  Demnach  gebt  jede  der  bei- 
den Reihen  17)  und  19)  in 

2+22    ^  25  +  •  •  * 
über,  unil  da  diese  Reihe   convergirt,  so    muss   der  Ketten- 
bruch osciUiren.    Berechnet  man  die  Näherungsbrüche,  so  fin«* 
det  man  für  die  ersten    ungeraden  Näherungsbrtiche  (bis  auf 
die  dritte  Decimalsteile) 

1;  1,  4;  1,  537;  1,  592;  1,  616;  1,  627;  1,  633; 
und  für  die  ersten  geraden  Näherungsbrüche 

3;  2,  384;  2,  229;  2,  172;  2,  147;  2,  135-,  2,  130 
so  dass  wirklich  die   ungeraden   Näherungswerthe  gegen  eine 
andere  Grenze  convergiren,  als  die  geraden. 

Dieser  Kettenbruch   ist  ein   specieller  Fall   des  allgemei- 
neren 


*)  Man  kann  daher  auch  sagen:  der  Kettenbruch  convergirt 
oder  oscillirt,  je  nachdem  d?8  Produkt  (t  -]-  A^)  (I  -j-  ^2)  *  *•  diver- 
girt  oder  convergirt. 


«I  -f  «* 
V  -f-  «» 


«  + 


für  welchen  die  Reihen  17)  und  19)  in 

«    "*■   i^  +   ^2 

übergehen,  welche  Reihe  convergirt  oder  divergirt,  je  nach- 
dem X  grösser  oder  nicht  grösser  als  die  Einheit  ist;  unter 
denselben  Verhttltnissen  wird  also  auch  der  Kettenbruch  os* 
cilliren  oder  convergiren. 

149. 

Wenn  ein  Kettenbruch,  dessen  Theilzfthler  undTheilnen- 
ner  sämmtlich  positiv  sind ,  convergirt,  und  es  ist  jeder  Theil- 
nenner  >" ! ,  zugleich  aber  grösser  als  der  darüber  stehende 
Theilzfthler  oder  ihm  gleich ,  so  ist  jeder  folgende  Nftherungs- 
bruch  dem  Werthe  des  Kettenbruches  nfther  als  der  vorher- 
gehende. Wenn  nemlich  der  ganze  Ketlenbrneh  1}  coover- 
gut,  so  muss  auch  nothwendig  der  Theil 

*+2 


convergiren,  denn  hStte  dieser  zwei  verschiedene  Werthe,  so 
müsste  dies  auch  bei  dem  ganzen  Kettenbruche  derFfii|l  seyn. 
Man  setze  daher 

v«+. 

Ist  der  Werth  des  ganzen  Kettenbruches  W  so  hat  man  mithin 

W  =  0  +  61 
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Nach  Formel  2)  und  3)  ist  also 

und  zugleich 
Demnach 

«^  ^   _       A+l     k k     k+1 

~^k~  ^*(Vi  +  «^ 

^  __       A+1   _  ,*+l      fc  *     *+l' 


Nun  ist 

k+l  k+l      k   ^      it+1      ifc-1 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  aber  ö,_j  mindestens  der 
Eiaheit  gleich,  als«  jedenfalls  B        >  B^.      Mithia  ist  der 

Nenner  des  Ausdruckes  W  —  -b~       grösser  als  der  Nenner 

Vi  - 

— ^  ~<  1 ,  also  jedenfalls  A  <  1.    Abgesehen  vom  Zeiche 

Vi 

Vi 

ist  mithin  der  Zähler  von  W  —       ^    kleiner,  als  der  Zähler 

Vi 

von    W  —  —*,  folglich,  abgesehen  vom  Zeichen 

^k 

d.  h.  jeder  folgende  Ndherungsbruch  ist  demWerthe  des  Ket- 
tej»bruches  näher  als  der  vorhergehende,  während  dieser  Werth 
zwischen  dtßn  beiden  Näberungsbrüchen  liegt  (§.143). 


150. 
Wen»  in  dem  Kettenbruche  Ij  die  Theilxähler  bi,  ft^u.s.w. 
sämmllich  der  Einheit  gleich  sind,  während  die  Theilneaner 
ganze  positive  Zahlen  sind,  so  gebt  dieser  Kettenbruch  in 

27)  «0  +i_ 

«1  +  ' 


«2    + 


über  und  es  ist  vermöge  der  Formeln  2)  und  3) 

28)  A  =  a*^,_,  +  ^,., 

29)  B,  =  a,B^^^  +  B^_^ 

Ist  der  Kettenbruch  27)  ein  unendlicher,  so  convergirt  er,  da 
die  Reihe  17)  in 

«t    +   «5    +    «5    +   •    •    • 

also  in  eine  divergirende  Reihe  übergeht.  Diese  Gattung  Ket- 
tenbrüche  nennt  man  einfache,  sie  verdienen,  wegen  der 
wichtigen  Anwendungen,  welche  sie  zulassen,  eine  besondere 
Aufmerksamkeit. 

Offenbar  ist  der  Kettenbroch  27)  ein  besonderer  Fall  der 
im  vorhergehenden  §.  betrachteten  Kettenbrüche,  da  hier  die 
Theilnenner  jedenfalls  der  Einheit  gleich  oder  grösser  als  diese 
sind.  Es  ist  also  auch  jeder  Nüherungsbruch  dem  Werthe  des 
Kettenbruches  näher  als  der  vorhergehende,  und  dieser  Werth 
liegt  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Näherungsbrü- 
chen. Es  hat  aber  dieser  Fall  das  Besondere,  dass  hier  Zäh- 
ler und  Nenner  eines  Nftherungsbruches  keinen  gemeinschafl- 

liehen  Faktor  haben  können.     Denn  sind   _^  und  — -—  zwei 

aufeinander  folgende  Näherungsbrttche,  so  ist  hier,  nach  Form.  7) 

^A+1  ^k  (-1)* 


ß  B  B  B  , 

also 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu   nehmen  ist,  je   nach-* 
dem  Ar  gerade  oder  ungerade  ist.     Hätten  Aj^  und  Bj^  den  ge- 


28A 

m^nseliaAHoheii  Faktor  p,  so  dass  ettva  A]^::=zpf  iBLtk^B^-sspg 
wttre,  und  mithiB  /'und  ^^  wie  ilj^  und  Bf^j  ganze  Zahlen, 
so  hitie  man 

d.  h.  eine  ganze  Zahl  mttsste  einem  Bruche  gleich  seyn. 

Aus  Form.  30)  folgt  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass 
kein  Bruch,  der  nicht  einen  grösseren  Nenner  hat,  als  irgend 
ein  Näherungsbruch,  dem  Werthe  des  einfachen  Kettenbruches 

nfther  kommen  kann  als  dieser  Näherungsbruch.    Wäre  —  ein 

solcher  Bruch,    welcher  dem  Werthe  des  Kettenbruches  näher 

wäre  als  -^ —   so  müsste  er  jedenfalls,  wie  dieser  Werth,  zwi- 

sehen  —  und  ~—  liegen.     Es  müsste    also  (ohne  Rücksicht 

auf  das  Zeichen) 

*  _  ^  <  ^J±}  -  ^ 

also  (ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen) 

sBk-Aj^t^        l 


oddr 

$Bi,  —  Akt-         l 


A+l 


seyn ,  was  nicht  seyn  kann,  da  der  Voraussetzung  naeh  t  niohi 
grösser  als  B  .     seyn  soll,  und  $B    —  A  t,    als  die  Diffe- 

renz  ganzer  Zahlen ,  mindestens  (ohne  Rücksicht  auf  das  Zei* 
chen)  der  Einheit  gleich  ist. 

151. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  einfachen  Kettenbrüche  er- 
giebt  sich  eine  sehr  wichtige  Anwendung  derselben.  Es  kommt 
nemlich  in  den  Anwendungen  der  Malhematik  sehr  häafig  vor^ 

19 
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Amss  gewisse  Zahlen verhiltiHsse  durch  Breche  aasgedrddEl 
werden,  deren  Nenner  sehr  gross  ist  und  die  ebendeswegen 
nichl  bequem  in  den  Rechnungen  gebraucht  werden  ktone». 
Meistens  genügt  es  aber,  wenn  man  Näherungswerthe  nimmt^ 
welche  aus  Brüchen  mit  kleinerem  Nenner  bestehen,  mit  wel- 
chen daher  leichter  gerechnet  werden  kann.  Dies  ist  nament- 
lich der  Fall,  wenn  jene  Zahlenverhältnisse  ursprünglich  irra- 
tionale sind,  die  also  überhaupt  in  rationalen  Zahlen  nur  an- 
nähernd ausgedrückt  werden  können.  Es  entsteht  aber  dann 
die  Frage,  wie  man  sich  solche  Näherungswerthe  verschaffen 
kann 9  weiche,  während  ihr  Nenner  nicht  über  eine,  gewisse 
Grösse  hinausgeht,  dem  wahren  Werthe  näher  kommen,  als 
jeder  andere   Bruch,   welcher   keinen   grösseren  Nenner   hat. 

Diese  Frage  kann  durch  die   so   eben    erläuterte-  Eigenschaft 

•  >     • 

der  einfachen  Kettenbrüche  gelöst  werden. 

Man  kann  jeden  Bruch,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze 
Zahlen  sind,. durch  ein  Verfahren,  welches  man  schon  in  der 
Arithmetik  anwendet,  um  den  grössten  geirn^nschaftlicti^  Fak- 
tor zweier  Zahlen  zu  finden,    in   einen  einfachen. KeUcnbrueh 

M 

N 

und   N   keinen   gemeinschaftlichen    Faktor   haben,    sey    nun 

■ff 

Jlf  =  aiV  -^  iV',  so  dass  a  die  grösste  in    -  enthaltene  ganze 

If  AT' 

Zahl*)  und  also  N'<ZN  ist.     Man  hat  demnach  T;  =  «4-i:r. 
'  NN 

N 
Sey  ferner  a^  die   grösste  in  — ,  enthaltene   ganze  Zahl   und 

iVss  aiiV'  +  iV«  also  ^--  —  — -  ^^    und -- =  a  H ,    • 

*  *  iV        fli  +  iVa  N  '    «1+^. 

W,  Ni 

N 
Nun  ist  iV<2<iV';  ist   also   a,  die  grösste   in   ^^^  .  enthaltene 

N2 


verwandeln.     Sey  der  Brach    -,    wir   setzen    voraus    dass   M 


ganze  Zahl,   so  sey  Ni  =  a^Nz  +  N^   also 


N2        1 


*)  ht  M  <  n,  uo  ist  mithin  «  =  a  •  ..  »hn 


m 

und  —  SS  a  4*  ~~T  1  •    Fahrt  man  auf  die  flngeffeb«n« 

N  '    Oi-j-l  ®  " 

Weise  fort,  so  erhfilt  man  eine  Rdhe  ganzer  Zahlen  Ni ,  iV2, 
iVs  . . .  u.  s.w.  von  welchen  jede  kleiner  als  die  vorhergehende 
ist,  man  muss  also  zuletzt  an  eine  Zahl  N^  kommen ,  welche 
der  Einheit  gleich  ist. .  Dann  hat  man 

N        +1     also 


^»-. 

=z    ä        N    ^    4-   N      =    a 

^^1 

=  ö        +  1- —  .oder,  wenn  mal 
«•-1    '    N 

^-» 

m 

^^1 

also 

Ol  +  1 

o«  + 

• 

S 

+  1 

wodurciv  der  gewölmfiche  Bruch  In  einen  eislacban.  Ketten^ 
bruch  verwfln<feh  lat.    Berechnet  mun  nun  die  Nftheruitgsbrüohfl 

dieses  Kettenbruches,   so  wird  jeder  Nfiherungsbruch  ~  dem 

M  . 

Werthe  —  näher  seyn,  als  jeder  andere  Bruch,  dessen  Nen- 
ner nifht  grösser  als  B^  ist. 

Wir  haben  z.  B.  früher  (§.  81)  die  Zahl  e  bis  auf  10  De- 
cima}st^Ien  angegeben.  Gesetzt  man  ntthme  statt  dessen 
e  =  2,71  indem  man  nur  die  zwei  ersten  Decimalstellen  be- 
nutzt. Man  wünscht  aber  Näherungswerthe  den  Zahl  e*  zu  b<H 
ben,  welche  Brüche  mit  kleinerem  Nenner   als  100  sind,   sich 

271 
jedoch,  dem  Bruche  ^Kf.  ^^hr  nähern  als  jeder  ai^dere  Brocb,- 

welcher  .Mnen  gröw^en  Neoner  hat.    Man  vecwandle,.  n#cb. 

19« 


MI 

271 
iem  oben  «ngefebMen  Terfahren,     jr^  in  ehieA   erorachea 

Ketteobnieb,  go  fiidet  oian 


100 


1  +  1 


2+  I 

24  I 


4  +  1 


die  Ndherongsbrflche  sind 

^    |9    84    271 
'     '    3'    7'  3r  100 

19 
Der  Brncb  —  z.  B.  kommt  also  der  Zahl  2,71   nfther  als  je- 
der andere  Brach  dessen  Nenner  nicbt  grosser  als  7  ist.    Man 
19 

bat  — -  sr  2,714  ...  so  dass  dieser  Werth  noch  in  der  zwei- 
7  ' 

ten  Deeiroalstelie  mit  2,71  fibereinstimmt 


152. 

Da,  wie  aus  der  Formel  29]  folgt,  und  wie  man  auch 
an  dem  eben  berechneten  Beispiele  sieht,  die  Nenner  der 
NtfheningsbrOcke  rasch  wachsen,  so  kann  man  wlinsobao 
Brüche  zif  erhalten,  deren  Nenner  zwischen  deii  Nennern  zweier 
auf  einanderfolgender  Nfiherungsbrüche  liegen,  und  die  eben- 
falls die  Eigenschaft  haben,  dem  wahren  Werthe  immer  näher 
zu  kommen ,  je  grösser  ihr  Nenner  ist.  Auch  solche  kenn  man, 
unter  einer  sogleich  nflher  zu  bestimmenden  Voraussetzung, 
bilden;  man  nennt  sie  eingeschaltete  NSberungsbrüche. 


Sind  nemlich  ~ —    und         zwei  gerade  Näherungsbrü- 

V2  ^* 

ehe,  so  sind  beide  kloiner  als  der  wahre  Werlh,  jedoch  ^ 

grosser  als    —      und  dem  wahren  Werthe  ndber,     Isi  nun  aj^ 

V2 
grösser  als  die  ganze  Zahl  r,  so  MIde  man  den  Bnieh 


m 


Nön  Hst  mfch  Form*  30),  da  *  — 2  eine  geradä  ZaM  igt, 


^x  .  *..  .  —  ^.     B.      =  1 


Ferner  ist 


also 

und  es  folgt  zugleich   aus  31)  diüss'  Mr  und  iV^  keinen  gemein- 
schaftlichen Faktor  haben. 

« 

Auch  ist 

Nun  ist  aj^  '^  r  also  auch 
Ferner 

Nr      B^-Nr      «jVi+*4-»~  ^•' **  ~  J'-^k 

-/^  ist  alsi^  ebefifalls  kleiner  als  der  Werih  des  Kett^nbruches, 

Nr 

'^Ä-2 

und  zwar  demselben  naher  als  — — ,  jedoch  weniger  nahe  Hds 

— -.    Nun  ist  - —  als  ein  u  n  g  e  r  a  d  e  r  Nfiherungsbruch  grösser 
al«  d«r  IVeiitb  dffs  giu)z«n  Kett«nbraehes ,  es  liegt  also  dieser 


294 

s 

M  k  I  s 

Werth  zwischen  — ^  und  — —.    /Gäbe  ea  nnn  einen  Bruch 


mit  nicht  grIVsserem  Nenner  als  Nr ,  welcher  dem  Werthe  des 
Kettenbruches  näher  wäre  als  —  und  zugleich  kleiner  als  die- 

Nr 

»  JIM  L 

ser  Werth,  so  müsste  ~  zwischen  ~  und  -^   liegen,  und  es 

V 

müsste  also,  ohne  Rttcksicht  anf  das  Zeichen, 


d.  h. 


k-i  '        •     *-i 

I 


seyn,  was  nicht  seyn  kann,  da  t  nicht  grösser  als  Nr  seyn 
soU  und  ^Bj^^'-*\^^  (ohne  Rücksicht  auf  das  deichen)  nicht 

kleiner  als  die  Einheit  seyn  kann. 

Indem  man  also  a*  -  r  allmälicb  ==   iy^2,  .  .  .  a^  —  1 
setzt,  erhäU  man  a^-^X  eingeschaltete  Brüche,  welche   zwi- 

L    Q  VI  a. 

sehen  ^—   und  — -  liegen ,    die   sämmtlich  kleiner    als  der 

V2  ** 

Werth  des  Kettenbruches  sind  und  diesem  näher  kommen,  als 
jeder  andere  Bruch  mit  nicht  grösserem  Nenner,  der  kleiner 
als  dieser  Werth  ist. 

A  ^ 

Sind  — ^  und  —  zwei  ungerade  Näherungsbrüche,  so 

A-2  ** 

sind  beide  grösser  als  der  Werth  des  Kettenbraches ,  jedoch 

Ak 

—  diesem  Werthe  näher.    Wiederholt  man  die  vorhergehende 

Betrachtung,  so  sieht  man,  dass  auch  hier  sich  immer  zwi- 
schen den  beiden  Näherungsbrüchen  aj^—  \  andere  einschal- 

ten  lassen ,  indem  man  ailmälich  in  dem  Werthe  von  ^  statt 
•aj^*die  Werthe  1,  ?,  .  .  .,  a^^  —  i,  setrtj  urid  dass  jedfer  die- 


a»5 

9^.  eittgescdiaUetoii  Bräche  grösser  «Is  der  Wertb  des  Kette«-- 
hniohefr  und  demseibe»  näher  isl^  ab  jeder  andere«  Brueh  mit 
nicht  gröiserem  Nenner,  welcher  größer,  als  dieser Werth  ist. 

271 

Als  wir  z.  B.  oben  die  Näherungsbrüche  von   -^  berech- 

luv 

neten,  fanden  wir  die  zwei  aufeinanderfolgenden  geraden 
Näherungsbrüche  —  und  ^r^.    Setzen   wir   daher    —^  :=  -g, 

o  öl  B.  o 

^k        84  .  .  ^.  ,  A.        4 .  19  +  8      „    . 

Ä*  =  31'  '"^ '''  •"«■•  ''*  =  ^  """  4  *=  47TT^-    ^^'- 

sehen  — —  und   --     lassen     sich     daher     die     drei    Brüche 

1-Lliii  =  2,7;  ?^Jl+_?  =  2.705  .;Ll1L±_! 
1.7+3  ''2.7+3  '        ••'3.7+3 

Q 

a=  2,708 .  . .  einschalten ,  sie  liegen  zwischen  -^  =ä  2^666 . . . 

84  '  ''  '/ 

und  —  =.  2,709  ...   Die   Möglichkeit    Solche    eingeschaltete 

Brüche  zu  bilden  setzt  also  voraus,  dass  a/^  >  1,  ist  a^=l 
so  Anden  sie  nicht  statt. 


153. 

Im  Vorhergehenden  (§.145—148)  wurden  völlig  entschei- 
dende Kennzeichen  der  Convergenz  eines  Bruches  mit  nur  po- 
sitiven Theilzählern  und  Theilnennern  gefunden.  Bei  weitem 
schwieriger  aber  wird  die  Untersuchung,  sobald  die  Zeichen 
der  Therlzähler  und  Theilnenner  beliebige  sind,  wovon. auch 
der  Grund  leicht  einzusehen  ist.  Ein  Kettenbruch,  dessen 
Theilzähler  und  Theilnenner  sämmtHch  positiv  sind,  kann  nem- 
lich  auf  eine  Reihe  mit  abwechselnden  Zeichen  zurückgeführt 
werden  (§.  145),  die  Oonvergenz  einer  solchen  fteihe  hängt 
aber  nur  von  der  einzigen  Bedingung  ab,  dass  ihre  Glieder 
unbegrenzt  ai>nehmen.  Sind  dagegen  die  Theilzühler  und  Theil- 
nenner* eines  Kettenbruches  nicht  sämmtlich  positiv,  so  wer- 
den auch  die  Glieder  der  gleichgeltenden  Reihe  nicht  mehr 
abwechselnde  Zeichen  haben,  und   die  unbegrenzte  Abnahme 


2M 

d«r  Glieder  dieser  Reihe  reicht  also  nicht  mehr  tvs,  mii  äher 
ihre  Convergenz  zu  entscheiden.  Ein  Kettenbrnch  dieser  letz- 
teren Art  kann,  wie  die  gleiehgeltende  Reihe,  cenv^rgire», 
oscilliren  oder  divergiren  In  dem  besonderen  Falle,  wenn 
alle Theilzflhler  positiv,  alle  Theilnenner  negativ  sind,  kann 
man  die  Beschaffenheit  des  Kettenbruches  allerdings  auf  die 
eines  Kettenbruches  mit  nur  positiven  Gliedern  zurückführen. 
Da  man  nemlich,  ohne^den  Werth  des  Kettenbrucheg  zu  ftn- 
dem,  jeden  Theilnenner,  den  dazu  gehörenden  und  den  fol- 
genden Theilzähler  mit  —  1  multipliciren  kann  (§.  144),  so 
hat  man 

-(""+t-T-«)— »/ 


fli  +Ä/  =s  _  ao  H-  6] 


Setzt  man  nun 

R  =  r^—  so  ist  wieder  —  Ä  =  *    —  * 


02  +  Äi  ^  +  Äi        —  Ha  —  Äi 

also  —  ^a^^bu_  )  =  —  ao  +  *i_ 

«1  +  *2  —^i  +  ftg 

^2  +  Äi  — «a  —  Äi 

und  indem  man  diese  Betrachtung  fortsetzt,  sieht   man  dass 

überhaupt  der  Kettenbruch 
—  »0  +  fti 

Öj  -f-  &2 

—  Oa 


~«m 


nichts  anderes  ist,  als  der  Kettenbruch  1)  negativ  genommen 
und  daher  in  denselben  Fällen,  wie  dieser,  wenn  man  m  un- 
begrenzt wachsen  lässt,  convergirt  oder  oscillirt; 

Aas  derselben  Betrachtung  folgt  zugleich ,  dass  man  jeden 
Kettenbruch  mit  negativen  Theilnennem ,  ohne  Aenderung  sei- 
nes Werthes,  in  einen  anderen  verwandeln  kann,  welcher  nur 
positive  Theilnenner  enthält,  da  man  ja  nur  jeden  solchen  ne- 
gativen Theilnenner,  den  dazu  gehörenden  und  den  darauf 
folgenden  Theilzflhler  mit  —  1  zu  multipliciren  braucht.  Man 
hat  daher  nur  die  Kettenbrüche  von  der  Form 


«97 

32)  ao±ifti 

aj  ±.  62 

«2'+" 


za  betrachten ,  indem  wir  ^   wie  bisher ,   die  Grössen  oo^  a^  ... 
61 ,  63  . . .  als  positiye  voraussetsen  ^). 

Diesen  Kettenbraeh  kano  man  nun  wieder-  anf  die  Font 
33)  »0  =t_l_ 

7^:t  1 

'±^  1 


^m 


bringen,  wo  io,  Ai...  dieselbe  Bedeutung  wie  in §.  144 habmi. 
Bezeichnen  nun  H^^  imd  l^  bezüglich  Zähler  und  Nenner 
des  Kettenbruches 

ho±L  i 

^  1 


A» 
so  findet  man,  statt  der  Reihe  ]&),  hier 

WO   die  Zeichen   in  beliebiger   Ordnung   auf  einander  folgen  * 
können.    Lässt  man  nun  m  unbegrenzt  wachsen^   so  ist  wie- 
der der  unendliche  Kettenbruch  33)   in  eine  unendliche  Reihe 
verwandelt,  aus  deren  Beschaffenheit  sich  die  des  Kettenbru- 
ches ergiebt.     Da    wir   aber  früher  gesehen  haben ,   dass  es 


*)  Der  Theilneooer  Oq  liat  natürlich  auf  die  Besehaffenht^t  d«8  Ket* 
tenbrochea  keinen  Einflaaa,  man  kann  ihn  daher  immer  bei  dieser  Un- 
tersuchung als  positiT  Torauasetzen  auch  wenn  er  ursprünglich  ne- 
gatiT  ist. 

«,   .    .  .. **+!        "k  Hh    l 


•)  Aus  Formel  7)  folgt  nemlieh  JÜ*  —     *  = 


»4-1     "k     h  S+t 
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keine  erschöpfenden  Kennzeichen  i^iner  Beihe  mit  belie- 
biger Zeichenfolge  giebt^  so  ist  vorauszusehen,  dass  auch 
keine  solchen  für  einen  Kettenbruch  mit  beliebigen  Zeichen 
zu  finden  sind. 

Indessen  können  wir  die  früheren  Betrachlungen  benutzen, 
um  wenigstens  einen  hierher  gehörenden  Satz  zu  finden.  Die 
Beihe  34)  wird  nemlich,  bei  unbegrenzt  wachsendem  msidher- 
lich  nicht  l^onvergiren,  wenn  die  eineelifen  6lie4er  derseibeti 
•kien  endlichen. Werth  behalten,  d.h.  wiqiib  UmrLj^  ein  endli- 
cher Werth  ist.  Nun  ist  die  Grösse  Lk  auf  dieselbe  Weise 
aus  den  Grössen  Ai,  A2*-«  zusammeng^etzt,  wie  in  dem  Falle, 
wo  alle  Theilzähler  positiv  wareq^  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dass  jetzt  einzelne  Glieder  in  dem  Werthe  von  Lj^  negativ 
sind,  während  im  früheren  l^alle  alle  Glieder  positiv  waren. 
Nimmt  man  also  in  Lj^  alte  Glieder  positiv  und  bleibt  der  hier- 
durch entstehende  Ausdruck  für  jedes  Ar  ein  endlicher  Werth, 
so  muss  dies  um  so  mehr  der  FaH  seyn,  wenn  einzelne 
Glieder  negativ  sind.     Es  folgt  mithin  aus  §.148  der  Satz: 

r 

Der' Kettenbruch  32)  kann  nicht  coilvergiren,  wenn  jede 
der  zwei  Beihen  17)  und  19)  convergirt.  Auf  diese  Weise 
können  wir  uns  z.  B.  überzmigen,  dass  der  Keltenbruch 

1  —  2 


1—2« 


f. 


1  -2» 


\ 


1 


;»       ^_  •;     .  I! 


dessen,  rler  Theilzähler  =  ' —  2**  und  dessen  Her  Ilieilnenner 
=  1  ist,  nicht  convergirt,  da  jede  der  Beihen  T7)  und  19) 
in  diesem  Falle,  wie  schon  §.148  gefunden  wurde,  convergirt. 

154. 

Nach  den  Kettenbrttchen  mit  nur  positiven  l'heilzählern 
und  Theilnennern  kommen  am  häufigsten  (irejenigen  vor,  bei 
welchen  alle  Theilzähler  negativ,  alle  Theilnenner  positiv  sind, 
und  in  Beziehung  auf  diese  lässt  sich  allerdings  eine  ziemlich 
weitgreifende  Begel  rücksichtlich  ihrer  Convergettz  afüfstellen. 
Man  drucke  einen  solchen  Kettenbruch  durch 


im 


35)  Oo  —  *i 

«1  -  *, 


«a  — 


^m 


aus,  so  dass  man  noch  imner  die  Grössen  %,  Oi»  o,«^* 
61,69...  als  positive  voraussetzt.  Bezeichnen  wir  wieder 
durch  Aji  den  Zdhier,  durch  0^  den  Nenner  des  Kettenbruches 

«0  —  *i 

üi  —  62 


a,  — 


so  ist  nach  Formel?)^  wenn  man  erwägt,  dass 

(-fri).  (-*«)•  (-64^.1)  »  (-  !)*■*"'  fti  *a-*j+i  offen«»»'' 

Demnach  ist 

"•  ••— 1     *• 

also  geht  der  Kettenbruch  36)  bei  •  unbegrenzt  \yachseR4em:  #1 
in  die  Reihe 


36)  tfo  - 


b^  b^b^ 


über.  Sind  nun  die  Grössen  B^^  B^  .,.  sämmtlich  positiv,  so 
suiä  alle  Glieder  dieser  Reihe,  das  erste  a^  ausgenommen,  ne- 
gativ, die  Reihe  ..  ^ 


+ 


Bi    *    B1B2  '  ,    . 

welche  nur  aus  positiven  Gliedern  besteht,  kann  also  nur  con- 
vergiren  oder  divergiren,  nicht  oscilliren,  mithin  kann  in  die- 
sem Falle  auch  der  Kettenbruch  35)  nur  convergiren  oder  dr- 
vergfren.  Soll  aber  die  Reihe  36)  divergiren,  so  kann  sie  nur 
eine  über   alle  Grenzen    wachsende  negative   Grösse  seyn. 


900 

Kann  man  daher  Bedingungen  nachweisen ,  unter  welchen  A^ 
und  B^  für  jeden  Werth  von  m  positiv  sind,  so  muss  dann 
der  Kettenbruch  nothwendig  convergiren. 

Da  der  erste  Theilnenner  üq  keinen  Einfluss  auf  die  Be- 
schaffenheit des  Ketteafcmches  hat,  so  darf  man  immer  vor- 
aussetzen, dass  er  nicht  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Sind  nun 
die  foigdndott  Theilnenner  so  beschaffen,  dass  aUgtoiein 

so  werden  auch  A^  und  B^  positiv  seyn.  Zunächst  ist  klar, 
dass  unter  dieser  Voraussetzung  sowohl  A^  als  J^in  mit  nt 
wachsen  werden.  Denn  man  bezeichne  durch  c^  eine 
Grösse,  die  nur  positiv  (oder  Null)  seyn  kann.  Man  hat  also 
a^  z=z  b^  -^  \-\t  c^.  Nun  ist  im  gegenwärtigen  Falle  (nach 
Form.  2)  und  3) 


A 

m 

^= 

a 

m 

A 

\     m 

-1 

-    b  A 

m 

B 

=9 

a 

B 

b 

B 

also  auch 

A   =[b    +l-fc  U     ^—bA    -^A       +6   {A      -^A      ) 

-Y  o  A 

B  ==(6   -Ul+c  )iB     ^—bB.    =B    ,  +6   (B      — j»       ) 

m       ^  m  ^      '     m'     m-l        m    m-t  m*l        m^    m-l         m-2' 

4-  c   B 

m     m-l 

ist  mat  A     ^  >  it     ^   so  ist  auch  il     >  4      .     Nun    ist 

m-l  m-2  m  m-l 

Ai  =  aofli  — *i  =  «0  (6i  +  l  +Oi]^bi  =  Oo  +  K  — 1)^1 
-{-a^ci^  also  Ai  >•  ao  (da  Qq  —  1  positiv  ist) ,  d.  h.  Ax  >  ^o 
also  auch  allgemein  A     >>  A         und  da    Gq  positiv   ist,   so 

m  m-l 

muss  um;5Qmehr  Ai,  il2-*  *  positiv  seyn.    Ferner  ist  J9  >i& 

m         m— 1 

sobald  B    ,  >  -ß    ^.    Nun  ist  Bi  =  a.  und  da,    nach  der 

m-l  m-2  *  ' 

Voraussetzung,  «i  >^  Äj  -f-  !>  *'*o  Oi^  1 ,  d.  h.  «i  >  Äo, 
so  ist  Bi  ^  Bq,  mithin  allgemein  B   Z>  ^      •     Da  nun,  wie 

«1  m-l 

schon  bemerkt,  der  Werth  von  a^  keinen  Einfluss.  auf  die  Be- 
schaffenheit des  K^ttenbntches  hat,  so  können  wir  die  Bc^tlin- 
gung ,  das0  a^  ^  1  ist ,  fallen  lassen ,  und  haboA  dann  den 
Sata: 


801 

Der  Kettepbruch  35)   converf irt/  wenn  allge- 
mein  «n.  "^  6«,  +  J. 

^In  dem  besonderen  Falle,  wenn  sämmtliche  Theilzfihler 
und  Theilnenner  ganze  Zahlen  sind^  wird  also  dieser  Ket- 
tenbruoh  convergiren,  sobald  a^  >*  &«»>  insofern  dann  min- 
destens a^  =  A^  -f-  1  s^yn  muss. 

Bringt  man  den  Kettenbruch  35]  in  die  Form 

37)  *o  -J_         ^ 

K  -I 


A,  — 


wo  Aq,  A]  . . .  wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  in  33)  haben, 
s<»  geh(  die  Reihe  34)  in 

hx  Li  L2 

über,  und  der  eben  ausgesprochene  Satz  heisst  nun: 

« 

Der  Kettenbruch  37)  wird  convergiren,  wenn 
allgemein  h^  ^2  ist. 

Es  wird  unter  diesen  Verhältnissen  zugleich  der  Werlh 
des  Keltenbruches  35)  zwischen  Oq  und  a^ —  1  liegen ,  d.  h. 
mit  anderen  Worten,  es  wird  der  Werth  des  .Kettenbruches 

38)  bj_ 

«1  —  62 

«2  — 

• 

zwischen  0  und  I  liegen,  and  dies  wird  auch  bei  jedem  sei- 
ner NäJiQirungsbrüche  der  Fall  seyn.  Man  betrachte  .  nemlieh 
den  Näherungsbruch  welcher  mit  a^  schliesst.  Nach  der  Vor-, 
anssetziing  .  ist    a^  =?=  ^m  +  ««•    wo  «^  >^  1    ist,   mithin 

^^  >  J,  hier.us  m  «...  -  ^  =  *«-.  +  ^...  -'g  >  *^. 
da  «^  ,  ^  l.  also  .    >  0  und  daher  «"— . 


m 

.  a. 

m 

Man  sieht  dass  man  diese  Betrachtung  in  derselbeh  Weise 
fortsietzen  kann,  und  dass  also  auch 

fti  >0 

Ol  —  ^2    <  1 

02-. 

«m 

Dies  gilt  wie  gross  man  auch  m  nehmen  liiag,  mithin  Hegt 
der  Werth  des  Kettenbruches  3B)  zwischen  0  und  1. 

Sind  in  dem  Kettenbruche  38)  sämmtliche  Theilzähler  und 
Theilnenner  ganze  Zahlen  und  zugleich  allgemein  aj^=6j|-)-l, 
so  sind  zwar  die  Näherungsbrüche  noch  immer  kleiner  als 
die  Einheit,  nähern  sich  aber  diesem  Werthe  unbegrenzt,  so 
dass  der  Werth  dieses  Kettenbruches  genauder  Einheit  gleich 
ist  und  mithin  Aq  =  1  der  Werth  des  Kettenbruches  35)  ist. 

Man  setze 

39)  ^  =  1  _  Ä, 


m 


üi  —  b 


2 


«2- 


«m 


so  miiss,  wie  schon  oben  gezeigt  iifurde,   B'    ^  B'        seyn. 

Da  nun  hier  nur  ganze  Zahlen  vorkommen ,  so  ist  die  Diffe- 
renz B'    —  B'        eine  ganze  posiliVe  Zahl,  also  fi'     um  eine 

ganze  positive  Zahl  grösser  als  ^       ,    d.  h.   bei  mibegrenzt 

wachsendem  m,  wächst  auch  B'm  unbegrenzt.  Dagegen  wird 
für  jedes  tn  der  Werth  von  Ä'^  der  Einheit  gleich  seyn.  Ist 
neihlich  A'       ==1,^4'       =  j  siei  muss  auch  A'   =ra-  il'     ^ 

m— 2  m— 1  m  m      «—1 

-  b^A'       =  b JA'      -A'      )  +A'        =  1  seyn.    Nun 


m 

ist  4^  =  1  also  il'd  =  1 ,  ferner  4-=  I  — -  =  1  —  r^ 
also  ili  =:  1  mithin  allgemein  A^  =  1  und  da- 


6i  +  l 

her  lim  ~  =  0  also  der  Werth  des  Ketlenbruches  39)  =0 

"* 

und  der  des  Kettenbruches  35)  =  a^  —  l. 


155. 

Bei  den  convergirenden  Kettenbrüchen  mit  nur  positiven 
Theilzählern  und  Theilnennern ,  ist  der  Werth  derselben,  wie 
oben  (§.  143)  bemerkt  wurde,  immer  zwischen  zwei  unmittel- 
bar aufeinander  folgenden  Näherungsbrüchen  enthalten,  so  dass 
die  denselben  gemeinschaftlichen  ersten  Ziffern  auch  dem  wah- 
ren Werthe  angehören.  Bei  den  Kettenbritchen  ton  der  Form 
35),  bei  welchen  allgemein  ^m  ^  ^«i  H*  '  i^^  ^^^  ^^^  daher 
convergiren,  ist  dies  nicht  der  Fall,  vielmehr  bleiben  hier  die 
Näherungsbrüche  während  sie  beständig  abnehmen^ 
immer  grösser  als  der  Werth  des  ganzen  Kettenbruches. 

Da  nemlich  in  der  Reihe  36)  alle  auf  Uq  folgenden  Glie- 
der negativ  sind,  so  erhält  man  einen  desto  kleineren  Werth, 
je  mehr'  Glieder  dieser  Reihe  man  zusammen  nimmt,  d.  h.  ei- 
nen je  späteren  Näherungsbruch  man  berechnet^  wo  man  aber' 
in  der  Reihe  stehen  bleibt  ^  immer  vernachlässigt  man  noch 
die  folgenden  negativen  Gliiider^  Man  kann  aber  zu  jedem 
Näherungsbruche  einen  anderen  Ausdriick  bilden , .  welcher 
kleiner  äfs  der  Werth  des  Keltenbruc'hes  ist,  so  dass  dieser 
Werth  wieder  zwischen  zwei  Grenzen'  eingeschlossen  ist. 
Ebenso  nemlich  'Wie  früher  gezeigt  wurde,  dass  der  Ketteiibruch 
38)  positiv  ist  und  zwischen  0  und  1  liegt;  ergiebt  sich  auch  dass 


» 


ein  ächter  positivojT  Bruch  ist,  man  setz^.  seinen  Werth  =  ilf, 
den  Werth  dep  Kettenbruches  35)^at^er  ==  ff ,  so  ist 


SM 
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• 

Hat  man  nun  den  Niherungsbnich  Oq — 61 


«1— *5 


Oj  — 


berechnet,  welcher  milhin  grosser  als  IF  ist,   so    bilde   man 
dazn  den  Kettenbmch 
40)  Oq     b, 

«1  —  *« 


~*i 


a.-l 


welcher  sich  yon  dem  vorhergehenden  nur  dadurch  unterschei- 
det dass  der  letzte  Theiinenner  a^  —  1  ist  Bezeichnet  man 
nun  Zfihier  und  Nenner  dieses  Kettenbruches  bezüglich  durch 
Zig  und  Nif  so  ist 

ab«  da  ajt  s  6it  +  ajt,  wo  izj^  >r  1 , 

h  » **  <Vi  -  ^*J  +  («*  -  ')  V 

Setzt  man  wieder  üq  >  l  so  ist  ^,  >>  ^^  ,  also  jeden- 
falls  Zk  Mie  positive  Grösse,  ebenso  zeigt  man  dass  N^  po- 
sitiv ist,  mithin  --  positiv.      Da    aber   M  ein  ächter  positiver 

Bruch  ist,  so  ist 

bk 


also 


> 

«* 

»* 

jr 

< 

«*-l 

/Xa 

—   ■ 

m 

ctams  folfi  wied#r  •  ' 


und 


-1 
-1  ~ 

« 

t 

■                  A 

•,-) 
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1  \ 

M 

V.    Vi 

< 

v~ 

-Vi 

Vi  -  ^ 

«             —            1 

**- 
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,1 

Setzt  man  diese  Betrachtung  fort,   so   ergiebt'sich,   dass  der 
Kettenbruch  40)  kleiner  als  W  ist. 

Die  nach  Formel  40)  berechneten  Werthe  mögen  mit- 
telbare Näherungsbrüche  heissen.  Auch  diese  haben  die 
Eigenschaft,  dass  sie  dem  Werthe  des  ganzen  Kettenbruches 
desto  näher  kommen  je  grösser  k  ist.    Denn  es  ist 

A+l  ^   Ä-j-1         f      k        A4-1      4-1 

4+1  fli  —  *  »+»        •  ■      *     •    *+l     *-t 


1  -     ■ 


''k-^i+i 


ferner 


Vi~* 


^ik  i  '  j.  4  »-1 

_  =  do-  6i        =  ao-6i_     =  B    -  B 

k  flj  flj  —  k  *-l 


l       .  •         .  . 

Hieraus  findet  man 

ik+i  k        ^  ik+i  A+r  ^    Ä-l     k  k   A-i' 

^^^^M  •■■»•  _^^_«_MM_^^>^     1^  «MM-TW  ■  ^-  -  II  ■     ■-  -  nj«_l_l__M 

N  JV  iV    iV 

^^+1        ^^k  k  '^+1    , 

Dar  Nenner  AT.AT  ,     iai  poaitiv,  «nd   da*— —  >  :—  w>  i»l 
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3M 
auch  A^    B^-^AB^  ^  positiv,    bt  milhlnii^ ,    >6, .    4.  1, 

Vi     ^ 

SO  ist  auch  ^--^  >  ^  j  ^«  •>•  <liö  liltttelbaren  Nftherungswer- 

Vi     * 

the  wachsen  und  kommen  daher  dem  Werthe   des  Kettenbru- 
ches  immer    nfther.      Nur    in   dem   besonderen   Falle   wenn 

a, ,     =  6, .     4-  1 ,  ist  auch    ,^  "^     =  --. 

Min  habe  t.  B.  den  Kettenbruok 
1  —  1_ 

3  —  1^ 

5—1^ 

9^ 


wo  mithin  sai^mtliche  Theilzihler  der  Einheit  gleich  sind, 
wahrend  die  Theilnenner  aus  den  auf  einanderfolgenden  un- 
geraden ganzen  Zahlen  bestehen,  so  findet  man 

Näherungswert  he.  MittelbareNaherungswerthe. 

4^  =  0,66666  ....  i  =  ^»^ 

\-  =  0,64285 :^  =  0,63636  ... 

J^  =  9,64210  ....      ^  s=  0,64197  .  .  . 

aO  öl 

540  479 

1^  =  0,64209 ^  =  0,64209  .  .  . 


Der  Werth  des  Kettenbruches  muss  also  ebenfalls  mit  den 
Ziffern  0,64209  beginnen ,  und  ist  mithin  schon  bis  auf  5  De- 
cimalstellen  genau  gefunden. 

156. 

Es  wurde  frOber  (§.  149)  bemerkt,  dass  wenn  der  Ket- 
lenbruch  1)  nur  positiire  Tkeila&ttbler  und  theilnenner  hat  ond 
convergirt,  auch  jeder  Theil 


'  • » 


d07 

i  '' 

oonvergiren  mtiss.  Bei  dervKeltenbrtioliefl  mit  beliebigen  Zei^ 
chen  ist  dies  anders.  Ein  solchei^  Kettenbrucb  kann  conver- 
giren,  während  ein  Theil  desselben  divergirt.     Denn  ist  z.  B'. 

b 


• 

so  i$t  aucb 

■ 

^L    ^      

k        a 

• 

und  daher 

• 

• 

6          *0 

» 

1             K 

k         A+l 

=.  :2r,  X 


Dieser  Theil  des  Kettenbruches  kann  also  ganz  vernachlässigt 
werden  und  der  ganze  unendliche  Kettenbruch  32)  isf*  alsdann 
dem  endlichen  Kettenbruche 


«0 


^1     Y 


Vi 


gleich.  Es  folgt  hieraus  ein  wesentlicher  Unterschied  zwi- 
schen einem  divergirenden  Kettenbriiche  und  einer  divergiren- 
den  Reihe.  Wenn  eine  Reihe  divergirt  und  man  sondert  eine 
Anzahl  ihrer  ersten  Glieder  ab^  sb  bilden  die  übrigen  Glieder 
noch  immer  eine  divergirende  Reihe.  Wenn  aben  der  Ke>ttf^fiT 
brück  M)  divengif eu  soll ,  so  darf  der  Theil 

41)  «1   ±  Ä2 


\\ 


«2 
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nicht  divergiren,  gonsl  hätte  der  Kettenbnich  32)  den  Werth 

a^  ^  — -^ —  =  «0-    Vielmehr  muss  ajsdtnn  derTheil  41)  den 


Werth  Noll  heben,  4ean  mt  antfr  dieser  Bedingnng  wird  der 

Ketienbruch  92)  =  «o  —  tt  =  —  QO-    Es  ist  also  einerlei^ 

ob  man  die  Bedingungen .  sucht,  unter  welchen  32)  divergirt, 
oder  unter  welchen  41)  den  Werth  Null  hat.  Ein  divergiren- 
der  Kettenbrnch  bat  daher  insofern  ein  grösseres  Interesse  als 
eine  divcrgirende  Reihe  oder  ein  divergirendes  Produkt,  inso- 
fern er  immer  zugleich  den  Werth  eines  aus  ihm  fliessenden 
convergirenden  Kettenbrnchs  angiebt. 
Dass  z.  B.  der  Kettenbruch 

1  —  2 

2-3 


3  —  4 


4  ^ 

divergirt,  beweist  man,  in  dem  man  zeigt,  dass  der  Kettenbrnch 

2  —  3 

3  —  4 


4  — 


den  Werik  NoH  hat,  was  man  a«f  folgeiide  Weise  findet. 
Berechnet  man  die  Niherungsbrücbe  des  letzteren  Kettenbm- 
ches,  welche 

1    A    1  '  A 

T'  y  ¥'  25»     •  *  • 

seyn  werden,  und  setzt  daher  ^o  =  2,  ^i=3  ^,  =  4  ... 
so  findet  man  allgemein  ^^  =  r  -{-  2.  Ist  dies  nemlich  bis 
zu  einem  gewissen  Werth  von  r  richtig,  so  folgt  -^  .  ^ ={r+3)-^^ 

-  (r+3)  ^^1  =  (r+3) (.rf,^^^)  =  ^3)  [(r+2)-{r+l)]  =;  r+a 

Nsn  ist  die  Formel  schon  für  r  =r  0,  1,  2  als  richt%  nach- 
gewiesen ,  also  gilt  sie  allgemein.  Set«t  man  ferner  Bi  rs  3 
£2  =  8)  ^3  =  23  ....  so  findet  man  allgemein  ^,.=s4r+2) 
[2  +  3+3.4  +  3.4.5  +  ....  +  3  .  4  .  .  .  r], 
sobald  r  >"  2.     Ist  dies  nemlich  bis  zu  einem  gewissen  Werthe 


deis  r  ricMig,  to  folgt  Ä^j««(r+3)  (i4-a){2+34-...4-3.4...i^ 

—  (r+3)(r+l)[2+3+...+  3.4..„(fwl)]«.(i'+3)[2+3+v-+av4..ff} 
+  (r+3)(r+l)[2+3+...+3.4...r]-(r4-3)(r+l)[2+3+..+3.4.>— 1)] 
=  (r+3)[2+3-f-...-f-3.4....r]+{r+3){r4-l).3.4...r  also  B,^ 
=  (r+8)  [l+3...-f.3.4...r+3.4...{f4-1)].  D«  nuti  dfe  Formel 
ftlr  r  =B  2,  f=  3  richtig  ist,  so  gHt  sie  aHgemein.  Dum*- 
naeh  hat  man,  sobald  r  ^2 

^  1 


B,        2  -f-  3  +  3  .  4  +...  -1-  3  .  4...r 
und  da  die  Reihe  24-3-f3.4  +  ä.4.5+...,  wtH-^ 
che  den   Nenner  dieses   Ausdruckes  bildet,    divergirt,   so  ist 

/»»  ^  =  0,  d.  h. 

2  —  3        =0 


3-4 


4  — 


Aus  diesem  Resultate  folgt  dann  auch  weiter 

3  =  2 

3  —  4 


4  —  5 


und,  wie  inftn  leicht  findet,  allgemein,  für  jede  ganze  Zahl  m 

in  ==  ih  —  1 

Jii  "^-^  »1 -(- 1  m  —  2 


ffi+2 


Ist  nemlicb  dieser  Ausdruck  für  irgend    einen  Werth    von  m 
richtig ,  so  muss  er  auch  für  m  -|-  1  gelten ,  denn  setzt  man 

m  -f-  1  —  «»  +  2 


m  +  2  — 


•  / 


$a  ist  mithin = also 

*   m  -r*  X        m  —  2 


a?  = 

m  ~  l 
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0a  min  dieser  Ansdniek  wirUicb  for  «laasd  MU  hi^,  so  gilt 
#r  «uoh  für  jeden  grösseren  Werth. 

157. 

.  In  Yorhergelienden  wurde  die  Verwandloag  eines  Ketten- 

braelieg  in  eine  Reihe  duu  gebraucht,  die  Beschaff enlieit 

des   Kettenbraches  zu  ermitteln.     Uwa  Bndet  abw  w^flMch 

durch  dieses  Verfahren  den  Werth  jedes  Kettenbmciies,  den 

man  auf  eine  Reihe  von   bekanntem   Werthe  zurflclc   fuhren 

kann.    Sey  z.  B.  der  Werth  des  Kettenbruches 

1 

~r+  1 


1  +  4 


1  +  9 


1  4- 

ZU  finden.  Hier  ist  mit  dem  Kettenbruch  1)  verglichen,  ao=0, 
Ol  =  02  =  a,  . . .  =  1 ,  fcj  =:  1 ,  62  =  1 ,  A3  =  2'  aOgemein 
Ar  =  (r  — I)*  sobald  r  >  1.  Die  Reihe  9)  des  §.  144  geht 
daher  in 

1  1       .    1.1.2»       ^1.1.2«.  3^..r« 

1 + 


Bi         B1B2         -02-^5  ^»"^r+l 

Über.  Nun  ist  hier  Br  =  B  +  (r— 1)«  Ä  :  ist  also 
B       sr  (r—'l)  B       so  ist  auch  B,  =  rB  Da   aber   in 

r-l  ^  '       r-2  r-l 

der  ThatJ»j==l,  8^  =  2  also£?2  =  2öi,  so  ist  auch  ^3=  3.2, 
B^  =  4.3.2  und  allgemein  Br  =r  (r—  1)  (r— 2)...l.  Das 
allgemeine  Glied  der  Reihe  ist  demnach 

2KP...r^  .      •  1 


~  (1.2...r)  {1.2...r4-l)         ~  r+l 

und  die  Reihe  wird  1  —  ^+Q'"^"r*---   ^®^®ß   Werth 

2  o  4 

hg  2  ist  (§.83  Form.  12],  dies  ist  mithin  auch  der  Werth  des 
Kettenbruchs. 

158. 
Wenn  man  das  Verfahren,  durch  welK^hes  6fn  Kettenbruch 

in  eine  Reihe  verwandelt  wird,  "umkehrt,   so    kann   man  da- 

'  ''  • 

durch  jede  gegebene  Reihe  in  einen  Kettenbruch  verwandeln. 


Wie  n^filj^:  fuch  HinfljR^iht.bsschaflen  sey«  so  wird  «an 
sich  dieselbe  immer  in  der  Form  / 

42)        ao  +  i  -  1  -f.  1  _  1 

«1  «2  «5  «4  '         - 

denken  können,  sobald  man  für  a^,  aj,  a^^..  «ow^ohl  positive 
als  negative,  rationale  oder  irrationale  Zahlen .  setzen  kann. 
Vergleicht  man  nun  diese  Form  mit  dpr  Reihe  15)  des  §.144 
so  ergiebt  sich 

«o=*o;  «1=^1;  a2=:iiL2;  «5=^2^3;  ot^^=^L^L^  u.  s,w. 
also 

und  allgemein 

«r  "^  ai .  «5  ...  .a  ^     ar-J-l  a«  .  a4 a     * 

nun  ist  (§.  144  Form..  14) 

«r  ar     2r-I   ^      2r-8 


oder 


also  auch 


L—L 

2r  L  .  (  -      • 


a2  •  ^4  •  •  •  ^j^         a2««4«««<'«    o 


43)        A     _«x-«5-     «^^^        «^«»-«^ 


'o    •    ^4    •    •    •  •  O 

'^         *  2r-2 


und  ebenso  findet  man 

Indem  man  in  diesen  Formeln  allmälich  r  =s  1,  2,  ...  setzt, 
fioHet  man  also  die  Werthe  von  h<^^  A^..«,  auch  ist  h^^^Q 
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ttiMl  ü,  «»  L|  *=^'^i,  nHbni  gfebt  der  KetiMbradh  ll)^des 
§    144  in 

45)«o+l_ 

«141  . 


^«1  ^  1, 


«2*    («♦-«5)«2^        .  1 


2""*" 

über,  in  welchen  also  die  Reibe  42)  verwandelt  ist.  Man 
kann  aber  diesen  Kettenbruch  anf  eine  einfachere  Gestalt  brin- 
gen.   Nimmt  man  nemlich  den  Theil 

J 


«1»  («5-««)  «,» 


«2» 


heraus,  so  kann  man  statt  dessen,   ohne  den  Werth  von  45) 
zu  Andern,  nach  §.  144  auch  schreiben 

„Ä/e^ii'^Mi      «2       «2— «i  +  «i' 

"*»  V-^-2"^+ «r  FT 


«2 


«2* 


Der  Kettenbruch  45)  geht  hierdurch  in 


«3-«l       («57?2)«1*   .       * 


«2*       (a4-«5)  «2*         -      1 


t 


«2* 


über.    Nimmt  man  wieder  hieraus  den  Theil 


+ 


«a'-      («♦— «5)«3* 


so  kann  man  statt  dessen 
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er 


«i*  .   «a*  «5— «2  +  «t* 


«,«^-'     --'«/^«,»  a,« 


schreiben,  so  dass  man  nun  «tau  45]  den  Kettenbrucb 
46)  ao+1 


«l+tt] 

1» 

«5- 

2 

+ 

1 

(«5- 

«4)' 

«J 

-a, 

1 

«i» 

(04-05)«,« 

«2" 

4- 

hat.    Gesetzt  nun  man  habe  dnreh  Förtsetzuitg  dieses  VerfM- 
rens  gefunden,  dass  man  statt  45)  «ich  setzen  kann 

*7)  «o+J_ 


«5-««+ 


+<- 


2r-2 


SO  dass  /}  =s 


t 


1 

und  dieser  Kettenbrucb,  von  dem  Gliede 


(«,   ■    -o    \jti...a        • 


2r 


T an ,  mit  dem  Kettenbrucbe  45}  identisch  ist,  so  kann 


SU 

man,  indem  man  den  Theil 


( — ^*) 

CT]  .  .  .  ft 
^    ar      ,>ar-l'   /    *  2r-2\ 


t^r+l-^r)/«^ 


Ä 1  •  • .  a_  Iff     .  ^  —  «_  )    a  1  . . .  a 


3 


herausnimmt  und  Zfthler  und  Nenner  mit  ( )    mulli- 


'^^••'''ar.a 


piicirt,  statt  dessen  auch  setzen 


^    2r+l  2W    /   *  2r-l\  ^1 


2r 


wodurch  der  Ausdruck  47)  in 
48)  «o+i_ 


+(« 


2r-l 


s 


1 


^0  r  =  7^ 


("2r+2'~"2r+lJ 


a««  •  •  o,       • 


L-— T— >  +  -. 


"«"•"8r+l 


(Ibergeht.    Nimmt  man  nun  hier  den  Tbeil  •  ^.  r 


•    *  2r-l\ 
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2 


a^  ••  «IX 


Sr-S 


^•. 


1X2  •  . .  cc 


«r 


^   8r+2         «r+l'Z   '  2r\ 


a^  •••<*. 


^2  •••  Tg^^ 
heraas  und   muUiplicirt  Zähler  und  Nenner  mit  y ) 


80  verwandelt  er  sich  in 


*  2r-l 


< 


s 


a     ,     —  a      +     «o  . . .  « 


^    2r-|-2  «r+1'  /     '  2r, 


und  man  erhält  statt  48) 
49)  «0+1 


(- — -) 


I        •» 


««-«1+ 


.+ 


a 


♦\ 


'\ 


WO  d  = 


1 


("2r+2"»2r+l)      ««--V     * 


(' 


["2r-(-3""  ''2r+«)  />-"2r+l  *  , 

1 1  ~r 

Nun  erhält  man  den  Ausdruck  49)  aus  dem  Ausdrucke  47) 
indem  maifi  ff  .4"  1  statt  r  setzt.  Ist  also  der  Ausdruck  47) 
für  irgend  ein  r  richtig,  so  gilt  er  allgemein  für  jedes  r. 
Wie  aber  die  Formel  46)  zeigt,  gilt  dieser  Ausdruck  in  der 
That  wenn  r  =  9  setzt.     Es   folgt   demnach;    dass  man  'di<( 
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Reihe  42),  wenn  sie  convergirt,   in   den  gleichgeltenden  Ket- 
tenbrach 

50)    -    «0  4-  1 

«2  —  «l  +  i»2* 


«5  —  ««  +  «^ 


«4— «5  + 


verwandeln  kann,  in  welchem  das  allgemeine  Glied  die  Form 


«.» 


.«^n_iMtei 


^ hat.     Auf  diese  Weise  erhftit  man  aus  der  Reihe 

wo    nun  «0  =  0,  «1  =  1,  a,  =  2f  allgemein  a^  :=  r  zu 
setzen  ist,  den  Kettenbnich 

1 

1  +  1 


1  +  2» 


1  + 


wihrend   oben  aus  diesem  Kettenbrnche  die  Reüie  gefunden 
wurde. 

Aus  $.  79  Form.  5  folgt,  wenn  man  «  = —  1  setzt, 

«       =  —  =»1—1  + T-li  —.1-5-0  + 


e  1.2        1.2.3    '    1.2.3.4 


•     •     • 


Mit  der  Reihe  42)  verglichen,  setze  man  hier  ao=  0,  «i  a=  1, 
li,  as  I,  «s  SB  1  ^  2,  «4  S3  1 . 2 . 3  U.S.  w.  so  erhilt  man  aus  50) 

11 

e    ~  1  +  1 


0+1 


1+(1.2)» 


2(I.2)  +  (!.2.3)* 


3(1.2.3)  +  (1.^.3.41» 

4(1.2.3.4)  + 


N«n  n\ 


1 


1  +  1           1 

l       • 

0+1-1+1 

1  +« 

(b 

also 

^m' 

1 

1 

e   "" 

■   1  +  1  +  {1.2)« 

2(1.2)  +  (1.2.3 

)» 

3(1.2. 

3) +  (1,2.3.4)« 

(        ■• 

4(1.2.3.4)  + 

oder 

■ 

e  — 

2+;(i.2)»..      ,  ' 

/ 

2{1.2)  +  (1.2.3)» 

, 

3{1.2.3)  +  (1.2.3.4)» 

4(1.2.3.4)  + 

• 
• 

Schreibt 

"•""""  2  +  3(2.3)"*»" 

(1  .  2)» 
2(1.2)  + (1.2.3)» 

ferner 

3 

ütiitt 

3+4(2.3.4)          8(1.5 

^.  8.  w. 

3  (2 . 3) 
J.3)  +  (1.2.3.4)* 

so  ergiebt  sich 

* 

e  =*  2  +  2 

2  +  3 

3  +  4 

# 

4  + 

Betrachtet  man  die  allgemeinere  Form 

-jp         1       .  ^  .     «*  «'       .         ^* 

e».  ^  1.2       1.2.3^1.2.3.4 

80  ist 

,  1        ,1.2  1.2.3 

«o='i  «»  =  ')  ^8  =  — >  «'  =  — r.  «♦  = 


•  •  • 


X'  X^  X^ 


$\$o  zuntobst 


SIS 


*« 


oder 

«•  =  1+« 


1— «+J 


und  indem  man  die  Brüche  wegschafft  findet  man  schliesslich 

"*  1  —  X'\'X 


2  — a?+2aj 


3  — ap-j-3a? 


4  —  «  + 


Wollte  man  dagiegen  unmittelbar  die  Reihe 

e'=  1  +  x+  172+ 17273+ rTaT*  "*"••' 

in  einen  Kettenbruch  verwandeln,  so  könntQ  man 

1                1,2        _      1.2.3 
«0  =  0,  «1=1,  «2  =  —-,  «3  =  — y>  «+  — ^5~ 

setzen  und  ftnde  zunächst 
1 


eF  = 


I+-5 


-4  +  'i+i 

X  X 


^  (-  +1)+ 


did 


und  nach  g^hdiiger  Redukii^on ,. 

( " ; 

~  2a? 

3+a? 


Nun  ist  aber,  was  auch  s  b«deuAe., 

1  X 

=  1  + 


1—05  1   —   » 


14-«—* 

also  hat  man  auch 

a*  =  1  +  a? 


1-1.« 


2+»  —  2« 


3+a?  — 


Diese  letzterePorm  hätte  man  unmittelbar  gefunden,  wenn  man 

1  1.2  1.2.3 

«0  =  1,  «1  =-,«2  =-^2-'   «5  =    1^  '^«•^r    ; 

gesetzt  hätte*  ^ 


159. 

Da  im  Vorhergehenden  nachgewiesen 'worden  ist,  dass 
man  jede  Reihe  in  einen  gleichgeltenden  Kettenbruch  und  je- 
den Kettenbruch  in  eine  gleichgeltende  Reihe  verwandeln  kann, 
früher  aber  (§.  138]  gezeigt  wurde,  dass  man  jede  Reihe  in 
ein  gleichgeltend'es  Produkt,  und  jedes  Produkt  fn  tefne  gleich-^ 
geltende  Reihe  verwandeln  kann,  so  folgt  hieraus  voh  sefbst, 
dass  man  auch'  jeden  Ketttnbruch  iq  -ein  gleicbgeltendes  Pro- 
dukt und  jedes«  Produkt  in^  einen  gleichgelten  den  Kettenbruch 
verwandeln  h^nn.  jVan  kiuin  aliier  diesjp  Beziehung  zwispb^a 
Kettenbrüchen  und  Produkten  auch  leicht  ohne  Einmischung 
der  Reihen  Anchweiisefn. 

A  •  " 
S.^1,  nenjliich  dt^r.  Kettenbruph  1)   dßase^n  Werth   ~  ist, 

Off» 

in  ein  gleichflsltM^esIVodahl  verwandelt  werden,  so  hat  man  nur 


«M 


fe  =  ^  ■  (^)  O  0  '  ^b 


•  •   • 


ZU  setzen,  also,  wena  m  unbegrenzt  wftchst,  und  derKetten-> 
bruch  I)  convergirt,  so  wird  derselbe  hierdurch  in  ein  con- 
vergentes  unendliches  Produkt  verwandeil  j  uad  es  iai 

oder  wenn  man  ilj  =  P^ ;  Aq  Öj  =  p^  und  al^emein  4  Ä      =  P  ; 

»m  Pl     ,P2       Ps 


Es   ist   zugleich  jedey  Nftherungsbruch   ~  gleichgeltend  mit 

dem  entsprechenden  Theile  Oq  .  —.  —  ...—  des  nnend- 

Pi     Pa  Pk 

liehen  Produktes. 

Es  wurde  oben  der  Kettenbrvch 
«  =  2  +  2 

2  +  a 


3  +  4 


4  + 


gefimdep.  Soll  dieser  Kettenbruch  in  ein  Produkt  verwandelt 
werden,  ^  berechnet  man  die  Nllherungswerthe  und  findet 
zuniichst 

^1-1.  ila_24.  ^^120.  ^_7M 
^^  ""     '  »1  ~  2  '  fi^  ~  9  '  «8       44  '  A4  ~"  265 

Allgemein  ist  A^  =  (*+2)i*^_^;  Ä^  =(i  +  2)  »^^^d^l,  wo 

das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist;  J9  nachdem  I 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Dieses  Gesetz  findet  nemlich ,  wie  man  sieht,  bei  den  er- 
sten NftheruagsbrflAhen  •  wirkUeb  statt,    DeM  ««  isl 


^,s^3.2;  ft=3.1-l;  4,3:4.6;  j5,==4.a+l;  ilj=6.2f; 
Bx  =5.9 — 1  B.S.W. 

Sey  also  bis  zu  einem  bestimioteii  k  wirklich 

SO  ist 

^*+i  =  (*  +  2) ^t+  (*  T  2)  4j.j  =  (»  +  2)  (Ä^  +  A^J 

=  (A  +  2)  (*+3)^^^  =  {*+3)^j 

**+!  =  (*+2)»jk  +  (*.+  2)»^.i  =  (*  +  2)  (»*  +  »i.j) 
Das  Gesetz  ist  also  allgemein  gttlt|g.     Demnach  ist 

und  wenn  man  -~-  =  üfj^;  -j—  =   m^    setzt,  .ao  ist    M/^ 

4-1  *-l 

=  (*  +  ?)  fij^_^;  «4  =  ßj  =  (*+2)  Vi  -  ^  =  **  -"'• 
ferner  If^^^  =  {*  +  3)ß,  -  (*  +  3)«^;  «^^.,  =  V^"^- 
Nun  kann  man  statt  des  Ausdrucks  52]  auch  setzen 

^m  -       ^     *^     *5 

oder 

"*••        ^         ^t  *g  ^ 


B„~    "'  Mi-\  '  lf,+  I  •  »5-1  •  ■  • 
Im  gegenwärtigen  Falle  ist  also 

_  J!L-     _ife=iL         5[4(lf,-^l)-fi] 

e-'h'  „^_i  •  4{i¥»-l)  +  l  •  6[4(|f,-l)+l]-l 

Nun  ist  Oo  =  2,  »i  =  3  also 

_  3      8      45     W4 

*~  ^  •  T  •  ¥  'i?  *  265  •  •• 


160. 
Soll  ein  Produkt 

ih     «2     «N 


•  •  •  • 


•    •     •    • 


21 
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in  einen  Kertenbmcli  TerwandeH  werden,  so  sette  man  8ltftt 
dessen 

^1        *2        *^5 

53)  1  •  —  •  —  •        •  •  •  • 

r,     e,     »5 

Soll  nun  dieses  letztere  Produkt  in  einen  Kettenbruch 
1)  flio   -t-  *1 


a,  +  b 


2 


O,    -f- 

verwandelt  werden,  so  setze  man  nach  Formel  51] 

I  =ao;  «,  =  i*. ;  «,  =  OoBy  =  B,;  Ä,B^=u,;  A,B,  =  »,  also 

>   =  ^;  B,  =  ^;  ^5»,=«$;  ^«0$«=;«$  also  ^5  =  —^ 5 
j»,  «  ^1^;  ferner  ^+  =  ^;  Ä*  =  ^^^  und   allgemein 

1  8*+l 

Nun  ist  i*i=«i  flo+*i  =  öi+*i  ""d  fii=:ai  also 

frj  =  i(i  —  ö,  =  «1  —  n  ;  «Fl  =  ©1 

Ferner 

mithin 

^«  "üA«  _  <*i  «2  —  <^i  <^g 

"*«  ^  jr=~»i  ~  ttit?i(tti— Dl) 

Isl  A^  1  so  findet  man  ebenso  aus  den  Gleichungen 

^k=  \  ^Ä-i  +  \  ^*.« 
B    z=z  a    B       +  b    B 

< 

durch  Elimination  die  Werthe 

^*         >/,     B,    —B,     A, 


und  mithin 


8t3 


^8*^8*-»   "~   ^8*"'8*-8 

0     .       = 


.  %k      %k'\  2A  >  2A-1 

0  =zss ■ ^ 

2*        AB        —BA 

2*-i     2Ä-.1  2*^2     2*-l 

A  ,  .    B  ,      —  B  ,  .    A  , 

2Ä+1     2A-1  2*+l     2**1 

»*+i  ~      A   B         —  B    A 

:  2k    2A-1  2*     2A-1 

A  ^  .    B  ,  —  B  ,  ,    A  , 

,  _        2*+ 1      %k 2i+l      %k 

3Wi+l  ^   ~Ä       B      —  B        A 
2A-1     2ik  2i*l      2A 

Setzt  man  in  diesen  letzten  Ausdrücken  statt  A  ^:  B^,  ii.s*ir« 

2A'      2ft 

ihre  früher  gefundenen  Werthe,  so  ergiebt  sich 

2   4  2A  2  2A-2  2  2A  2  2i-2 


•  • 


**      «i---«8*-i    S-Vs      ^r-Vi    «8  -Vi 


•   ^ •    

"8  •  •  •  •  *8*.8       "l-^i-S  *8-''8».8      "»•••8*-» 

"8-V8       *8-"8»-8       "Si-l^*  -  ^»-l's» 

"l-*'8*-l'''r-«'8*.l'         "8*-l-    *8*-l 

«8-«8»         *1     ••*8*-l  S-'S*         *'l-"8».l 


**    "«•••"»*-»  "i •  •- •  ^*-i  _  "8 •••"»*-«  ^•••^t-l 

•l-^t-S  '  «8  •      •«SÄ.S  «l-"8*-8  's-  ••8*-8 

«8t  -  "8* 


U    '     —V 
2Jt-l  2Jfc-t 


und  ebenso  findet  man 
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"r-".*.i    •r-".*-!  (Vm+1  -  V8*+i^ 

a  —  


fr  _    _      2Hl  2^+1 

■^  2it  2Jk 

Man  hätte  also  nur  dieae  Werthe  in  den  Kettenbruch  1]  zu 
setzen  um  die  gesuehte  Verwandlung  des  Produktes  53)  in 
einen  Kettenbruch  zu  erhalten.  Man  kann  aber  diesen  Kel- 
tenbruch noch  sehr  vereinfachen.     Man  setze  nemlich 

u  ,     ...11       ©  ,     .;.© 
54)        P,      =-^-i \    '"-'      -1 

u          i) 
so     dass    mithin     P  .  .       =  -P  .  .    — ~ ^  ,    also 

^  2k  ^2k 

P     ^    P         ^^^^ 
^5    a=   ri    .     — 

«2  «52 

Aus  54)  folgt  aber  Px  =  .  ~ —   mithin   muss  man 

Pi    =  «1  Ol      setzen.       Unmittelbar     aus     54)     fände     man 

Pi  =.  -^  .  —\  statt  des  an  und  für  sich  bedeutungslosen  Aus- 

drucks  tigt^Q  hat  man  also  die  Einheit  zu  setzen. 


Ferner  Ist 

- 

d          """ 

=  Vx 

I 

2k'^l 

11     t) 
t*   2* 

a            s^ 

1 

tl     f 

'"2»+ 1*2*+) 

2*+! 

"«»+«) 

"ik+t  ~ 

*'2*+l''2H 

Demnach  ist 

^ 

*«+t 

2Jt-l 

^A^Hl 

*'2*+l~*'«»+l 
«2»- "2» 
2*   2*+!' 

"2*+»"" 

"jA+l*    **+2 

2A-I-2 

2k  2k 

■*2* 

"2Är-|-l~ 

"2*+! 
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Gesetzt  aber  man  habe,  weil  man  in  dem  vorhergehen  den 
Theile  des  Kellenbmches  die  Brüche  weggeschafft  hat,  statt 
dessen  zu  schreiben 


55) 


-  (^i^l-^Bib^^)(v+l  -^/^+i)  Vi '  ^it-V' 


p , 

2A-1 
"2*".* 

^2*  24+1 

V- 

^2* 

'2*+t) 

''2*+2 

SO  geht  dieser  letzte  Ausdruck,  indem  man  Zahler  und  Nen- 

P 
ner  mit  \^  —  f>^j^  raulUplicirt  und   mit  —^—  dividirt,    und 

zugleich  zur  Abkürzungr  «  .— t?  .=»«•    x  u   u        —0    t 

^      2k        %k  2k'      2k  ik+l        2k  2k^l 

=  n^^  seist,  in 

2Ä-1         2Äf+l    2*   2*  . 


fi    —  m   tn        u    9  ' 

2k  2k    2h+2  2k  2k 

2&-I-1     2Xr-l 

Über,  und  demnach  ist 

2k+l 


2^-1     2k+l    2k  \ 


2k+l  '     2Jt+2 ' 


O  .  .    +6  .  .       2Ä         2Ä    2Ä+2   2*  tir 
2A+2  *     2A+3  :^ 

2A:-fl     2fc-l 


1  ^2fe^2ife^2Jk+l  ^2Jfc+3 

oder  wenn  man  in     ^        11^ Zähler    und    Nenner    mit 

*'2/fc+iV+i*"2ife+i  "»«'^'P'ic"**'   «n^*  »"^*  ^— ^    dividirt,  und 

2*-l 
II  f?  P 

zugleich    bemerkl,    dass    man    statt   _?_+i_LxL_i^    auch 


''-.t  I  .  »«tzen  darf, 
2*+i.  ' 


II    0 

2Ä   2Jt 


*«>  *u+. 


a        -4-6                             tf-i   2^+1  9^  tk 
tt+i^j*+«  — 

2it+3 

DenHiach  bat  aaa  slatl  —  nun 


za  schreiben.     D.  b.  wir  haben   fftr  = — p.  dieselbe 

6 
Verwandlang   gefonden.    welche    wir  bei  —  ab 

vorhanden  voransgeseixt  haben  (Form.  55).  Ist  diese  Voraus- 
setzung richtig,  so  geht  mithin  die  Verwandlung  des  ursprüng- 
lichen Kettenbruches  in  derselben  Weise  fort.  Nun  beginnt 
aber  der  Kettenbrucb,  wenn  man  statt  0^01,02^  a^,  6ij  621  ^3>  ^4 
ihre  Werthe  setzt,  mit 


H 

Hl -Dl 

Vi     • 

«2 — ^a 
•1     »i 

«3 

»3 

Bl«a  — «iCj 

iiit>i(i«i     »i) 

«2 

»2 

(«2«3- 

-t>. 

«•— «3 

= 

1+1 

— «1      , 
•1          - 

«,«2- 

(«1- 

■•i)(«»5— e3)«iei 

«♦ 

«1»! 

(«a«5  - 

-««es) 

«>♦ 

««»2 

«,- 

-B« 

«5- 

-Dj 
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*5 


Es  ist  also  wirklich   an  die  Stelle  ^on  ^-^  der  Ausdruck 

«5  +  *4. 

—  ^-^ — j^^^-^ ^^  \  '  ■ .  ^ ^  getreten,  und  die   gemachte 

tllf>l    (»2»5  —  l?2»3)  '        '1*4.  — «^4 

-^^— —  ■■  ■  >  s«^         ________ 

Voraussetzung  ist  richtig.    Nach  Form.  56)  kann  man  also  nun 

statt  jedes  Gliedes  ~  den  Ausdruck > ^ — ■. * 

setzen  und  m^  hat  daher  schliesslich 
57)         '^  .  "^  .  ^ 

t>X       <^2        t's 


•    •    • 


»1  — («*-e»Kei 


«jtij-ffjPa  —  (i»,-e,)(«5-«'5)«a«>a 


tt, — V,  1 


uuc 

'1  j    ua 

««1 

«5                      i 

»1 

•      ""■■     •  •  •  5S» 

«5                    1          «1—»» 

«1  —  («a— Oa)«,«! 

«,«2— »»»a  — 

Soll  8.  B.  mrch  Formel  57)  d«i  in  .f.  135  kelraehlet«  Produkt 

1  1  l  1  2     4     4     6 

(I-3-)(H-3)(l-5)(l+5)....=  3.3-5.^.... 

in  einen  Kettenbruch  verwandelt  werden,  so  setze  man  Ui  =:  2^ 
©1  =  3,  «2  =  4,  f>2  =  3  U.S.W.   und  erhält  demnach  HKi^ 

—  ^k^.t     =  ±1 1 ,  und  ttjfc  —  c*  =  ±1 1  wo  das  obere  oder 

untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  k  gerade  oder  un- 
gerade ist.    Hieraus  folgt  vermittelst  einfacher  Reduktion 


328 

«446                 Vi 
33*6'5 3  +  2.3 

1  +  3.4 

1  +  4.5 

1  + 

• 

llso 

2    2     4     4     6               ^2 

1  'S'  3  '5'  5 3+2.3 

1  +  3.4 

1+4.5 

1  + 

• 

Man  hat  aber  allgemein  a r—  =*=  fl  —  1  +  -7-r  r 

c+x                /    1  +  6 

- 

0                                                                   1 

-ft+«      ' 

"«^•~**-3+«-*+T+2 

r 
.r 

wodurch  die  letetfl  Formel  in 


2     2^    4     4^    6^ 
l'^'^'J'J 


=  1  + 


I 


1  +  « 


1+1.2 


1  +  2.3 


1  +  3.4 


1  +  4.5 


ttbergeht. 


1  + 


Note  VI  Forael  ^). 


Noie  I. 

Heber  lUe  Siitwickelmg  des  Polynoms^  wem  der  Expeient  keiie 

gaue  p«H»itiTe  Kahl  ist 

1. 
Wenn  die  Reihe  1 -{-^2^  + a^o;^ -)-...  convergirt,   auch 
wenn  man  alle  Glieder  positiv   nimmt ,    so  ist,  wenn   tn  eine 
ganze  positive  Zahl  bedeutet  (§.  56], 

1)  (1  +  flia? +  «««*  +  .. ..)"•=  14--^i«^+'-+^ra?'* +••••• 
und  zwar  bestimmt  man  A^  auf  independentem  Wege  durch 
die  Formel 

2)  Ar  =  ""Cp 

wo  sich  die  Combinationen  auf  die  Elemente  Oq,  aj...  bezie- 
hen y  indem  man  die  Einheit  als  das  Element  Oq  ansieht.  Die 
rekurrirende  Formel  dagegen  heisst 

Ar^im+l-rlaiA    ^-K2(w+l)-r]a2il     ....+[r(w+l)-r]a,. 

3)      : ::il ^ 

r 

(Kap.  5  %.  30  u.  §.  32.) 

Es  fragt  sich  nun,  unter  welchen  Umständen  die  Reihe  1) 
ihre  Geltung  behält,  wenn  m  keine  ganze  positive  Zahl  ist, 
und  wie  man  dann  A^  independent  oder  rekurrirend  finden 
kann.  Es  ist  klar,  dass  die  durch  Formel  2)  ausgedrückte 
Independente  Bestimmung  nicht  mehr  brauchbar  ist,  sobald  m 

keine  ganze  positive  Zahl  ist,  da  das  Symbol  ''Cdann,  wenig- 
stens nach  unserer  Definition  der  Combinationen  mter  Klasse, 
keinen  Sinn  mehr  hat.  Die  Recursionsformel  3)  dagegen  be- 
hält für  jeden  Werth  von  m  einen  bestimmten  Sinn.  Es  ent- 
steht daher  die  Frage,  welche  independente  Formel  statt  2) 
anzuwenden  ist,  wenn  m  keine  ganze  positive  Zahl  ist,    und 
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ob  in  diesem  Falle  noch   immer  die  Formel  3)  zur  rekurri- 
renden  Bestimmung  gebraucht  werden  darf. 

2. 

Nimmt  man  an,  dass  nicht  blos  die  Reihe  I  -f  <'i^4~^2^^4'"* 
convergirt,  auch  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  son- 
dern dass  zugleich  a^^x  -f- a^o?^ -f"  ••*  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  auch  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  so  setze  man 
Ol  d?  *}-  a^  «^  -f- . . .  =  j^.    Man  hat  daher  für  jedes  reelle  m  ($.  57) 

Nun  ist  ^.31),  wenn  k  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

k  h  k 

also  da  man,  bei  unserer  Voraussetzung,  das   Gleichheitszei- 
chen brauchen  darf, 

4)        /  =  *Cpa?*+HiCpfl^+i  +  ...  +  *+'-4aJ*+r^, 

wo  sich  die  Combinationen  auf  die  Elemente  ai,  a^,..bezie*- 

1  1 

hen.    Schreibt  man  daher  ^Cp  statt  Oi,    ^Cp  statt  a,,   allge- 

1                                     11 
mein  ^Cp  slatt  a^  so  ist  y=  ^Cpa?-|-*C]pa?'^  + und  demnach 

12  11  11  11 

2  a  8  fe 


+«ffl'-Cpaf+... 

Da  nan,  nach  unserer  Voraussetzung^  die  Reihe  4)  coavergirt, 
aueb  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt,  so  haben  wir  nun 
als  Werth  von  (1  +  ^^*  eine  Doppelreihe,  bei  der  nicht  blos 
jede  einzelne  Horizontalreihe,  sondern  auch  deren  Summe 
convergirt,  auch  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt.  Man 
erhält  demnach  denselben  Werth  wenn  man  die  Verticalreihen 
addirt.     Setzt  man  also 

11  22  t*fl*  k      k      k 
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so  ist  für  jodeg  reelle  m,  sobald  OiX  j-a^x^  + , .. auch  wenn 
man  alle  Glieder  posHiv  nimmt,  kleiner  als  die  Einheit  ist, 

6)  [l+aiX'{-..+araf+  •..)"•=  l+^jJir+4aa?»+..+Jra^+-«. 
übereinstimmend  mit  i)  nur  dass  nun  A^  durch  5)  zu  bestim- 
men ist.  Für  ein  ganzes  positives  m  hat  man  demnach  zwei 
verschiedene  independente  Bestimmungen,  die  durch 2)  und  5) 
dargestellt  werden. 

3. 

Wenn  man  in  Formel  6)  auf  beiden  S^ten  mit  1  4~  ^i^ 
-1-02  0?^ +  ..••  multiplicirt ,  so  erhält  man 

(1  +«10?  +  02«*  4"  •  •  +  ^r  ^'^  +  •  •  •) 

und  demnach,  wenn  man 

(1  +iiia?  +  020?*+...)*"'*"^  =  1  +Äia?  +  ß2«*  +  ...  +  BrOf^.... 
«etzt, 

Andererseits  ist  nach  Form.  5] 

Nun  ist  (§.  18  Form.  12) 


Setzt  man  in  dieser  Formel  statt  k  allmttlich    alle  Werthe  von 

1  bis  r,  nachdem  man  auf  beiden  Seiten  mit  "*"*  ^S  multipli- 
cirt  hat,  so  findet  man 


'*+^SbrCp=-'^+^h{air^Cp+2a^r^^^  .'Cp) 


8     8  3      1-8  ,2  .2 


""+^»^0  «=  -'"+*»(oir  *Q»+!M2.'"*Q>:f  ....+(r-2)a     .»(» 
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"+*»  ••Q»  = *+*»  (a,  /-^0>  +  2o,r'c>») 

r 

r 
Setzt  man  ferner  in  diesen  Ausdrücken 


»  =  m  +  1 


r 
so  findet  man 

Ä,  =«  — ^-  r<v 

+  ?!^  *»  Wr^Cp  +  2a/-»Q> . . . + (r— 1  )a     'Cp\ 


r 

+  ^L±i  ms'ai  '^^S' 
r 

oder 


__L  1  1      .1  »^*    .*^* 


1  1 


+  ^Jli  "•»  (r— l)a      'Cjp 

r  r— 1 

,    w+  1 
r 
Berücksichtigt  man  aber  die  Formel  5)  so  sieht  man,  dass  man 
statt  dieses  Ausdrucks  auch  schreiben  kann 

ffl  -i-   1 

also  nach  Formel  7) 
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+  (»•— IJÄ^l^l  +  '-^r] 

übereinstimmend  mit  Formel  8),  womit  also  die  Gültigkeit  die- 
ser Recursionsformel  für  jedes  reelle  m  nachgewiesen  ist^  so- 
bald die  Reihe  X^a^x  -f  02^^ "f'«*«  ^^n  gestellten  Bedin- 
gungen entspricht. 

Note  IL 
Zu  $.   44. 

1. 
Wenn  eine  Reihe  mit  nur  positiven  Gliedern,  die  nach 
einem  gewissen  Gesetze  auf  einander  folgen,  convergirt,  so 
wird  sie  auch  noch  convergiren ,  wenn  man  die  Glieder  in  ei- 
ner anderen  Ordnung  auf  einander  folgen  lässt,  und  auch  den- 
selben Werlh  behalten.  Insofern  man  nemlich  in  diesem  Falle, 
je  mehr  Glieder  der  gegebenen  Reihe  man  addirt,  sich  desto 
mehr  einem  bestimmten  Werthe  nähert,  ist  es  ganz  gleichgül- 
tig, in  welcher  Ordnung  diese  Addition  ausgeführt  wird.  An- 
ders aber  ist  es,  wenn  die  convergirende  Reihe,  von  weleher 
man  ausgeht,  positive  und  negative  Glieder  enthält.  Behält 
man,  alsdann  dieselben  und  mit  denselben  Zeichen  versehenen 
Glieder  bei,  Iftsst  sie  aber  in  einer  anderen  Ordnung  aufein- 
ander folgen,  so  kann  es  seyn,  dass  die  hierdurch  entstehende 
neue  Reihe  zwar  ebenfalls  convergirt,  jedoch  einen  an- 
deren Werth  als  die  ursprüngliche  hat,  oder  sie  kann  auch 
divergiren.  Es  wurde  z.  B.  in  §.  59  nachgewiesen,  dass 
die  Reihe 

'^      ^       2^3        4''^r       r-fr-  +  2r-l      2r^-- 

convergirt.  Hier  sind  die  Glieder  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  der  Nenner  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist, 
und  so  geordnet,  dass  auf  jedes  Glied  mit  dem  ungeraden 
Nenner  2r— 1  das  Glied  mit  dem  geraden  Nenner  2r  folgt. 
Man  bilde  nun  aus  denselben  Gliedern  eine  neue  Reihe,  da- 
durch, dass  man  die  ungeraden  Glieder  in  derselben  Ordnung 
wie  früher  aufeinander  folgen  lässt,  während  zugleich  nach  je 
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zwei  Gliedern  mit  ungeradem  Nenner  ein  Glied   mit   geradem 
Nenner  folgt,  so  erhält  man  die  Reihe 

^  ^3  2^5  +  7  4  •  ^^4r-.3^4r— 1  2r^"" 
welche  ebenfalls  coavergiren,  aber  einen  anderen  Werth  als 
die  Reihe  1)  haben  wird.  Ist  nemlich  W  der  Werlh  der  ersten 
Reihe,  also 

so  ist  ttm  (1  +  1  -  i-  .  .  .  +  ^-L^  +  j^-i) 
=  ,^  (1  __  +  ___...  _H  ____  _) 

Die  Reihe  ^    ,   ,  +  ^    ,  ^  . . .  +  ;i ^  enlhält  aber  r 

2r+l         2r+3  4r  —  1 

Glieder,  und  ihr  Werth  ist  mithin  immer  zwischen  den  Gren- 
zen r  .  ■:: r  und  r  •  ^ — r-r  »nd  um  so  mehr  zwischen  den 

4r  —  1  2r  4-  1 

1         J        .         1  I      .  V. 

Grenzen  r  .  ~  »s  -r-  und  r  .  ;r-  s=s  -^  euigeschlossen.     Seist 

4r        4  2r         2 

man  daher 

so  dass  k  eine  zwischen  -^  und  y  lie|[ende    Zahl   bedeutet, 
so  folgt 

Man   sieht  aber  sofort,    dass   man   dasselbe  Resultat   erhält, 

wenn  man  nicht  bei  dem  Gliede  —  --  stehen  bleibt,  sondern 

2r 

««.   (1    +   I  -  I   .  .  .   +   ^j   +   iT^)    oder 

Um  (1  +  ^i o  •••+:i 7{)  betrachtet,   woraus  sich  er- 

^      '     3  2  4r  —  3'  ' 


895    • 

giebt  diss  die  Reibe  2)  eine  eonverg^ende  ict  nad  den  W«irlh 
H'  4-  *  bat. 

Abs  $.  59  folgt,  daas  aaoh  die  Reihe 

2^       3*       4*  (2r  — 1)^        (2r)* 

convergirt,  ihr  Werth  sey  W,     Man   ändere   nun   wieder  die 
Ordnung  der  Glieder^  wie  oben^  so  erhält  man  die  Reihe 


33       2*  (4r— 3)"«       (4r— l)i        (2r)5 

welche  aber  diver giren  wird.    Denn  es  ist 

,.1_1     +_L_  +  _J L_ 

*  -1-    1  ,  ■•-r  1  -t-  ,  1  — 

3«         2^  (4r  — 3)^        (4r— ])*        (2r)5 

1 T  T^  .1  1   •  •  •  "T 


21!        31!        43  (2r— ip        (2r)* 

+   f  +  T  +•••   + 


{2r  +  l)»        (2r  +  3)*                    (4r— 1)* 
Nun  ist  aber j  -\ j ...  -j j-  >  r  .  - 


(2f-fl)»       (2»«+3)*i  (4r— ip  (4r— l)i 

1  r* 

«Iso  umsomehr  >  r . d.  h.  >  — -.    Diese  Summe  wuchst 

{4rp  ^ 

ilemnsch  mit  r  über  jede  angebbare  Grenze  und    mitbin   da 

Ä^(l+  »_1  J+_L_ L)==  W+lim\ L 

3t      2*         (4r~ip       (2r)^  L(2r+ip 

4-^  — r+-«+ fl  SO  muss  die  Reihe  4)  divergirea. 


2. 

Zwei  Reihen^  welche  dieselben ,  aber  in  verschiedener 
Oi^dnung  auMiMinder  folgenden  Glieder  enihalten,  haben  den- 
selben Werth,  wenn  sie,  indem  man  alle  Glieder  positiv  nimmt, 
in  eine  convergirende  Reihe  tibergehen,  bei  welcher  daher 
lier  Wenb  von  der  Ordnung  der  Glieder  naabhiiigtg  ist. 

Denn  nven  habe  eine  ceiKvm*gireiMie  Reihe   aiit  nur  pei^i- 
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tiveB  Gliedern,  welche  die  Reihe  Ä)  heissc^.  Aus  dieser 
man,  indem  man  einzelne  Glieder  negativ  nimmt,  dto Reihe S). 
Aus  der  Reihe  B)  bilde  man  die  Reihe  (7),  indeni  nan  die 
Ordnung  der  Glieder,  nach  irgend  einem  Gesetze,  findert. 
Es  wird  jedoch  hierbei  vorausgesetzt,  dass  in  der  Reihe  Q, 
wie  in  der  Reihe  £),  die  Glieder,  welche  einen  endlichen 
Werth  haben,  sich  in  einer  endlichen  Entfernung  vom  Anfangs- 
gliede  befinden.  Die  Reihend)  undC)  sind  convergirende 
Reihen,  da  selbst,  wenn  alle  Glieder  positiv  genommen  wer- 
den, nach  der  Voraussetzung,  eine  convergirende  Reihe  ent- 
steht (vgl.  S.  49).  Hat  die  Reihe  A)  den  Werth  W^  so  heisst 
dies,  die  Summe  ihrer  r  ersten  Glieder  nfihert  sich,  bei  un- 
begrenzt wachsendem  r,  unbegrenzt  diesem  Werthe,  während 
zugleich  die  Summe  jeder  beliebigen  Anzahl  darauf  folgender 
Glieder,  welche  R  heissen  mag,  unbegrenzt  klein  wird«  Die 
Reihe  B)  habe  den  Werth  W\  so  dass  die  Summe  ihrer  r  er- 
sten Glieder  (welche,  abgesehen  vom  Zeichen,  mit  den  r  er- 
sten Gliedern  der  Reihe  A]  übereinstimmen)  sich  mit  unbe- 
grenzt wachsendem  r  unbegrenzt  diesem  Werthe  nähert.  Nun 
kann  man  die  Reihe  Q  immer  so  weit  entwickeln,  dass  unter 
ihren  r-^k  ersten  Gliedern  die  r  ersten  Glieder  der  Reihe  fi) 
enthalten  sind.  Hätte  nun  die  Reihe  C)  einen .  von  W  ver- 
schiedenen Werth,  welcher  fF'*}-A  heissen  mag,  so  würde 
die  Summe  ihrer  r-\-k  ersten  Glieder,  bei  unbegrenzt  wach- 
sendem r,  sich  diesem  Werthe  unbegrenzt  nähern  müSMB. 
Allein  die  Summe  der  r  Glieder,  welche  mit  den  r  ersten 
Gliedern  der  Reihe  B)  übereinstimmen,  nähert  sich  dem  Werthe 
W'\  die  Summe  der  k  übrigen  Glieder  muss  sich  also  der 
Grenze  h  nähern.  Aber  sdbst,  wenn  alle  k  Glieder  das  po- 
sitive Zeichen  haben ,  so  kann  ihre  Summe  immer  als  ein  Theil 
von  R  angesehen  werden,  und  da  R  bei  unbegrenzt  wachsen- 
dem r,  unbegrenzt  kleiner  wird,  so  muss  dies  um  so  mehr 
bei  der  Summe  dieser  k  Glieder  der  Fall  seyn.  Demnach  muss 
A  SS  0  seyn ,  und  die  Reihen  B)  und  C)  haben  denselben  Werth. 

3. 

Wird  die  convergirende  Reihe ,  Von  welcher  man  ausgeht, 
divergent,  wenn  man  aUe  Glieder  positiv    ammif  $»  müssen 
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unter  einer  anbegreoi^en  ZabI  ihrer  ersten  Glieder  auch  un- 
begrenzt  viel  positive  und  anbegrenzt  viet  negative  vorkom- 
meii.  Ward  die  Ansahl  der  positiven  oder  der  negatmn  GUe^. 
der  begrenzt,  so  könnte  man  dieselben  ganz  vemaoblissigeii 
und  die  Reihe  mttsste  ditergiren.  Bildet  man  aus  difser .Reihe 
eine  andere,  durch  Veränderung  der  Ordfiung  der  Gli^def:,  sp 
kann  man  voraussetzen,  dass  in  der  neuen  Reihe,  wie  in  der 
ursprünglichen ,  die  Glieder,  welche  einen  endlichen  Werth  ha- 
ben ,  sich  in  einem  endlichen  Abstände  vom  Anfangsgliede  be«* 
finden.  Man  setze  ferner  voraus,  dass  die  Ordnung,  in  wel- 
cher die  positiven  Glieder  auf  einander  foJgen,  so  wie  die 
Ordnung,  in  welcher  die  negativen  Glieder  auf  einander 
folgen,  dieselbe  bleibt. 

Man  nenne  die  Reihe,  von  welcher  man  ausgeht,  die 
Reihe  A),  die  aus  ihr,  durch  Versetzung  der  Glieder,  gebil- 
dete, die  Reihe  B). 

Man  wird  den  Anfang  der  Entwickelung  der  Reihe  B) 
immer  so  weit  fortführen  können,  dass  darin  alle  negi({iven 
Glieder,  welche  unter  den  k  ersten  Gliedern  der  Reihe  A) 
Torkbmmen,  und  keine  anderen  negativen  Glieder,  enthaften 
sind;  seyen  hierzu  k±l  Glieder  der  Reihe  B)  nöthig.  Man 
bezeichne  die  Summe  der  k  ersten  Glieder  der  Reihe  A)  durch 
Aj^,  die  Summe  der  k±-l  ersten  Glieder  der  Reihe  B)  durch 
B^^,'    Die  Ausdrücke   Al  und   B^^  ,  werden   sich    also  nur 

dadurch  von  einander  unterscheiden,  dass  der  eine  derselben 
eine  Anzahl  positiver  Glieder  enthält,  welche  in  dem  anderen 
fehlen.  Nennt  man  die  Summe  dieser  positiven  Glieder  Pj^  so 
hat  man  mithiii 

k:ti  * 

Lftsst  man  nun  k  unbegrenzt  wachsen,  so  sind  mithin  drei 
Fülle  zu  unterscheiden: 

l.     bt  fim  Pf^  ==  0,  so  ist  Um  Ä.^^.  =  Äwi  Aj^^    dann 

haben  die  Reihen  A)  und  B)  gleichen  Werth. 

2«  Ist  lim  P^  ein  endBchet  ve«  Null  verschiedener  Wertb, 
so  ist  ' 

22 


Aimj^'- 
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Um  B^^j  «  /im  ^t  dr  *»  Pfc 

die  Reihe  B)  coBTergirt  also,  hpt  eber  einen  anderen  Werth 
als  die  Reihe  A\. 

3.  Wächst  Pjt  mit  k  über  jede  angebbare  Grenze ,  so 
dtvergirt  die  Reibe  B). 

Der  zweite  und  dritte  Fall  sind  schon  oben  durch  Bei- 
spiele erläutert  worden.  Ein  Beispiel  des  ersten  Falles  bietet 
die  Reihe 

1         ,        »    .    1  1    I       1 


2^  4'3  8r'  2r-l 


•  •  •  • 


im  Verhältniss  zur  Reihe  1).    Nennt  man  letztere  die  Reihe  jij 

und  setzt  *  =2r  so  ist  -4* «=  1  —  tt  •  •  •  +  s %  "^ s~ 

^2  2r — 1       2r 

"k±J  -         i   ^  ^ ^  2r-3        2r 

also  Pl  =  — und    /tm  Pi  =  0.     Hätte    man   Ä^  .  , 

2r  —  1  *r!l» 

man  sogleich  Pj^  =  0  gefunden. 


Note  HL 
Zu    $.  76. 

In  diesem  §.  wurde  nachgewiesen,  dass  es  keine  irgend- 
wie aus  r  zusammengesetzte  Grösse  t^  giebl,  so  beschaffen, 
dass  die  nur  positive  Glieder  enthaltende  Reihe,  deren  allge- 
meines Glied  e^  ist,  convergirt  oder  dirergirt  je  nachdem 
Um  [tri>r]  =  0  oder  >  0  ist.  Wohl  aber  kann  man  zeigen, 
dass  diese  Reihe  immer  convergirt,  wenn  zu  der  Bedingung 
lim  [trf>^]ssO  noch  eine  bestimmte  andere  hinzukommt.  Sey 
If.  eine  beliebige  aus  r  zusammengesetzte  Grösse,  welche  po- 
sitiv ist,  und  a  irgend  eine  bestimmte  positive  Grösse,  so 
bat  man.  die  identische  Gleichung 


380 


•■h..+v.-+'-+.=v-'?  +  %, 


Sey  nun  ailgemein 


r+2  r+a    r+»%+S 

a  a  r+i 


'r+*-A+*-l     'r+l-l^r+ik-i 


a  a  A+i  k 

so  folgt 


Ist  nun  l%m[trf>r]=0  und  sind  zugleich  die  Grössen  w^,  u 
positiv  oder  Null,  so  ist 

die  Reihe 

1)  t^l    +    t>2  +    .    .    . 

wird  also  convergiren,  wenn  lim  — '^\  =  0  und  zugleich 
Um  Ur  >,  0.  Da  nyn  lim  [t^Vr]  =  6  vorausgesetzt  wird,  so 
ist  die  Bedingung  lim  [-^  J  =  0  von  selbst  erfüllt,  da  a 
positiv  (also  nicht =0)  ist.     Die  Bedingung /tm  tt|.  ^  0  führt  auf 

L  o  a  r+ij—  L(t»  ,  Ja       o  >= 

d.  h. 


Man  hat  mithin  den  Satz: 

Wenn  e^  das  allgemeine  Glied  einer  Reibe  mit  nur  posi« 

22» 
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tiven  Gliedern  ist,  und  sich  ein  4ie  Grösse  r  enthaltender  po- 
sitiver Ausdruck  U  finden  lässt,  sobeschafien,  dass  iim/^^aKO 

— ^* —  /       \'>0  SO  convergirt die  Reihe. 
Dies  ist  z.  B.  nicht  der  Fall  bei  der  Reihe 


2  log  2    '    3  log  3 

wenn  man  tr  =  r  setzt.     Denn  nun  ist  zwar  Km  [trf>r]  =  0, 
aber 

.  /oo  (r  -1- 1) 
also,  da  sich  -~ mit   unbegrenzt  wachsendem  r  un- 

begrenzt  der  Einheit  nähert, 


V«. 


Seilt  man  -^^ t  ,,  =  Mr 

»•+1 

also  «r»r   -   '^+1^+1   =^  «'•^+1 

so  ist  ^+i«'^i    -   'r+S^«  =  •"r+lV» 

tt*  s,  w. 
mithin 

'^    *^  r+l  r+l    r+2     '        r-(-2    r+S     ' 

=  •^    I  -.    "T"  •^    I  «  T"   *^    ■  .    T"  •  •  •  • 

m^  r+l   ^      m^         r+2     '         »ir        H-3 

Nimmt   nun  mr  mit  wachsendem  r  ab,    so    sind   die   Grössen 
^3L^    -TjL  ...  Achte  Brüche,  mithin 

Uly*  ffty* 

Ist  daher  /im  Lr^   >0  so  kann  nicht  /imfo  .    +c  .   +...) 

L  m^  J  r-^i       f+a       ' 

^  0  seyn,  d.  h»  die  Reihe  1)  muss  dann  divcrgiren.     Setzt 
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tr9r  _ 


man  zur  Abkürzung  ^^--^  =  n^  so  hat  man  mithin  den  Satz: 


ifi|. 


Wenn  Äm[^,.f)J  =  0,  lim  f»r  =  0  zugleich  aber  Am  ii,,>0 
so  divergirt  die  Reihe  1).    Bei  dar  Reihe 

_L_  +  _L_  + 

2  %  2  ^  3  top  3  ^  *  •  ■ 
ist,  wean  man  /,  =  r  setxl,  Um  [/^er]  =  0,  lim  inr=sO  abar 
1  .  log  r 1_ 

*-  -  %7  •  (7q:i)[toi,{r+i)-toffr]  "  ^^^,j/„^(,^|j 

I  1  •'+1 

Nun    ist    lim    [(1   -| )       ] 


1^  1(1  +  i)]"-^"' 


=  *»[(I+i)'.  (1 +!)]=.(§. 79),  .l«iS«.,=  ~>», 

mithin  die  Reihe  divergent. 

Hat  man  eine  Gröaae  t^,  gefunden^  für  weiche  /im[t|.f)^]  =  0 
so  muss  jedenfalls  eine  der  zwei  Grössen  »ir  und  n^  Null  wer- 
den, da  trt>r  z:z  m^Uf.  Nun  lässt  sich  aber  wirklich  für  jede 
Reihe  eine  GrOsse  t^  Gnden,  so  beschaffen ,  dass  lim  [/^  t>^  =:  0 
wfthrend  zugleich  eine  der  zwei  Funktionen  m,.  und  n^  grösser 
als  Null  ist.  Dann  wird  also  die  Reihe  convergiren  oder  di- 
vergiren  je  nachdem  lim  n^  s=  0  oder  lim  m^  =  0.  Hat 
man    nemlich    eine    convergirende    Reihe,    so    kann    man 


1^  s=  -^ Ü setzen,  dann  ist  lim  [trf>t]  =  0 

m    — — =  I 

Um  Hg.  =s  0.    Ist  dagegen  die  Reihe  divergent,  so  setze  man 
t^  =z  — ; ; ; J -,.  dattu  Ist  wicdor  lim  Lf>^  =  0 

Uli.  =  0  also  Hm  n^.  =  qd. 

Diese  Betrachtung  hat  indessen  nur  insofern  Werth^  als 
sie  die  Möglichkeit  zeigt,  in  jedem  Falle  eine  Funktion  t^  zu 
finden,  welche  den  geforderten  Bedingungen  genügt.  Etir 
Beurtheilung  der  Beschaffenheit  einer  vorgelegten  Reihe  ist 
jedoch  dieser  Werth  von  fr  nicht  anwendbar,  da  er  das,  was 
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man  finden  will^  bereits  als  bekannt  Toranssetzt,  nemlich  ob 
die  Reihe  convergirt  oder  divergirt. 

Note  lY. 
Zu  f.  80. 

Man  kann  auf  fthnliche  Weise  auch  darthun,  dass  e  nicht 
die  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  mit  rationalen  Coef- 
ficienten  seyn  kann,  Wftre  es  nemlich  möglich  dass  die  Gleichung 

1)  ae<  +  6e  -f  c  =  0 

statt  ffinde,  so  dass  a,  h^  c,  rationale  Zahlen  bedeuten,  so 
könnte  man  immer  Toraussetzen ,  dass  a,  b,  c  ganze  Zahlen 
sind,  da  man  ja  im  entgegengesetzten  Falle  erst  die  Brüche 
wegschaffen  könnte,  auch  kann  man  a  positiv  nehmen.  Nun 
folgt  aus  1) 

ae  -f-  ce      =  —  b 

und  hieraus,  wenn  man  statt  e  und  e"    ihre  Werthe  setzt, 

+  "^2      1.2.3' — 1.2...^^"^  1.2.../9+1      ly+lXy+2)"^*/' 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  l,2...g  und  setzt 

80  mttsste  mithin  g  eine  ganze  Zahl  (oder  Null)  seyn.  In  die- 
sem Ausdrucke  ist  aber  — c  oder  c  zu  nehmen,  je  nachdem 
q  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist.  Je  nachdem  c 
positiv  oder  negativ  ist,  .nehme  man  daher  ftlr  q  bine  unge- 
rade oder  eine  gerade  Zahl,  so  wird  der  Ausdruck  ifTi^  je- 
denfalls positiv  seyn.    Nun  ist  der  Werth  der  Reihe 

*^       ?+T  ■*"  (7TT(?+2j  + 

1 

positiv  und  kleiner  als  —  ($.  80]  und  dasselbe  gilt  (§.  59)  von 
der  Reihe 
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n  ^  c 

Demnaob  ist  g  <r  .     Anderergeits  ist   der  Werlli  der 

? 

Reihe  2)  grösser  als  —7-,  also  auch  g  >   — p^.    Daher  kann 

g  nicht  Nnll  seyn.  Da  nun  q  willkührlich  ist,  so  kann  man 
immer  q  '>azi:c  nehmen,  alsdann  kann  aber  g  keine  ganze 
Zahl  seyn.  Mithinkann  aooh  die  Gleichung  1)  nicht  statt  haben. 
Dieser  Beweis  gilt  auch  noch  in  dem  Falle  wenn  6  n:  0 
ist,  d.  h.  es  kirnn  auch  die  Gleichung 

ae^  -\-  e  :ss  0 

tilctit  statt  finden,  oder  auch  das  Quadrat    der  Zahl  e  ist 
irrationat. 


Note  V. 
Zu  SS.  122  bis  125. 

1. 

Die  Formeln  85  bis  42  kann    man   durch   folgende  ein- 
fache Betrachtungen  erhalten. 
Es  ist 

«- + j, = («-^+ ~)  («+^)  -  (-""'+-ii) 

X  X 

öder,  wenn  man  j?  4-  —  =  «*  setzt, 

'  .  X 

"^  X  X  ' 

also,  wenn  n  =  2 

«?«  +  1  =  «a  -  2 

X 

wenn  n  =»  3 

^'  +  i  =  («»  +  i)  t.  -«  =  «»-  3« 

wenn  »  ?=5=  4 

«♦  +  1  =  {«»  +  i)  «_(»«+I)  =  «*_4««+2 
Setzt  man  diese  Betrachtungen  fort,  so  findet  man 
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«)     *'+-Ä-«'-»»       +T72"" 1.2.3    "      +• 

Das  aUgtmeine  Glied  diescir  Reihe  ist 

A)  _   ________ « 

WO  diiS'  obere  oder  uaiere  Zeicbeii  zu  n^limeii  ist}  Je  nach* 
dem  r  gerade  oder  ungerade. 

Die  allgemeine  Richtigkeit  dieser  Formel  ist  leicht  nach- 
zuweisen. Das  Vorhergehende  zeigt,  dass  sie  bis  n  =  4  rich- 
tig ist.  Man  nehmie  an,  sie  sey  bis  zu  irgend  einem  Weribe 
von  n  richtig.    Setzt  man  »-)-  1  statt  ii,  so  wird  man,  na^h 

«+1          1 
Formel  1),  in  der  .Entwickelung  von  x        -^ p-  das  Glied, 

X 

welches  die  Potenz  u       ^    enthält,  finden,    indem   man  das 

1  M~2r 

Glied  in  der  Entwickelung  von  x^  -f"  ii)  welches  die  Potenz  u 

X 

enthält,  mit  u  multiplicirt,  was  ^-^ -^ —^ -u 

giebt,  und  hiervon  das  Grlied  der  Entwickelung  vonor      + 


it-i 

X 


welches  die  Potenz  f#*"  '^ '      =:  ti***  "  enthält^    abzieht« 

Um  aber  diesen  letzteren  Ausdruck  zu  finden,  hat  man  in  dem 
allgemeinen  Gliede  A)  statt  n  nun  n-^l  und  r — 1  statt  r  zu 
setzen;  dies  giebt 

_  (n  — 1)  (n—r  -1)...  (n  — 2r  f2)    i*-ar+i 
-^         1     .     2     .     .     .     (r—l)  ** 

der  gesuchte  Ausdruck  wird  also 

^rii(it-r-l)(fi-r-2)...(ii-2r-f  1)     (n-l)(n-r-}...(f^ir+2)l  h-st+i 
~L      l  .  2  .  3     .  .  .     r      "*"    1  .  2     .  .  .  (r-l)   J*^ 
_^(»-r-l)(n-r~2),..(n-2r-h2)fi>(ii-2r+1)\^.    An^^r+i 
1.2....     (r-1) [—7 ^""^^r 

~  1.2.3...r 

der  Satz  gilt  demnach   für  n-(-I   wenn   er   für  n  gilt  und  ist 

mithin  allgemein  richtig. 
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2. 

Setzt  man  x  =  cos  aA-sina.i  also   -   =  eos  a  —  sin  a.i 

m 

so  ist  «  +  —  =!=  2  CO«  a  s=  II,  a?*  +  :;^  =  2  cos  na.      Die 
Formel  2]  verwHndelt  sich  alsdann  in 

3)    2co«iia=2*(co«o)*— ».2      [cosa]    <+  i    ö         ^^*^^      "*' 

-  1     .     2     .     .     .     r *         ^^"^         "*• 

Ist   1}    gerade    =  2r  so   schliesst    dieser    Ausdruck    rtlit 

2r  Jr 1 ) ....  1 

—  .' ^   ^ '     '  " '     =:  ^"-  2,  wo  das  ober»  oder  untere  Zei- 
1  .  2  .  .  ,  r 

chen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  r  gerade  oder   ungerade, 

d.  h«  je  nachlem  n  »^  4A  oder  =  4A4~2. 

Ist   fi   ungerade  =  2r  -f-  '    ^o  schliesst   die   Reihe  mit 

^  (2r+l)  r.(r— 1),...2    „  .    ^  c** 

±^  ^- ^-—^ '- 2  cos  a  z=  ±.  2n  cos  a.       Setzt 

l  .  2  .  .  .  .  r 

man  aber  in  dem   allgemeinen  Gliedo  r  —  k  statt  r,  so  geht 

es,  wenn  n  =  2r  in 

^  2r  (r  +  ^  -  1)  .  .  .  .  (2*  +  l)  ^.  H 

'  l  .  2     .  .  .  .     (r  —  A)  ^         ' 

^  ±:  2r  (r  +  ilr  - 1)  (r+A-2) ...  (r-lr+2)  (r-lr+ 1)  g«*^^^,^.»» 

^  2r  [r8-(»_l)»]  [r»  — (»-2)»]...r-«,         «    .,^ 


n  -« 


Setzt  man  r  =  —  also  r*  =  ^-  so  kann  man  statt  r*~(*—l)« 

2  4  ' 

5      n*  — (2*  — 2)« 
auch   —^ — ^    schreiben,     statt  r*  —  (*  —  2)*    auch 

-j- u.  s.  w.     Schreibt   man    noch   .—  statt  21r.*  SQ 

2  *& 

geht  B)  in 

,»«     »«  _2%  n»  —  (2*  -  2)« 


•  •  •  • 


^2  2»  2«  „tt  ,         « 

-  1     .    2    ....    2* *     ('""''^ 

.    2««  («»  -  2«)  .  .  .  {•»  -  (2*  -  2)»)  ,        . ,» 

=  -  1     .2    .    .    .    2*  ('""") 
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über.  Dividirt  man  nun  in  Formel  3)  alle  Glieder  mit  2  und 
beginnt  mit  dem  letzten  Gliede^  so  siebt  man,  dass  die  Ent- 
wickelung  von  :t.  cos  na  mit   i   beginnt  und   das   allgemeine 

Glied  ±1   -i-= L — i ^    OL  *       (cMolj     ist,  aberem- 

Stimmend  mit  Formel  39)  des  §.  125.,  aus  welcher  dann  For- 
mel 35}  des  $.  122  folgt. 

Ist  n  s=  2r  -f-  1  und  man  setzt  wieder  r  —  k  statt  r  ia 
dem  allgemeuiea  Gliede,  so  wird  dieses 

±.  (?«•  +  1)  (r  +  *)  .  .  .  (2*  +  2)  2«*+i  («,,«)•*+* 
1     •     2     .  •  .     (r  —  kJ 

-  ±  (2r+  1)  (r-*-}-  1)  ....  (r  +  *)  o«+V«„a)'*+* 

1     .    2    ...    2*  4   I) 

V  •♦  •-*  j_*  »+2*-l  ...  n—2k-\-l 
Nun  ist  r=  — ,  r+*==  -i-- ,r— *+!  =  — ^ 

also  (f-»  +  l)  (r+*)  =  *  —i^^—'^)*   „^  demnach  das 

allgemeine  Glied 

«.(««-l)(n«-3«)...  ««-(2t--l)»  « 

-  1.2....    2*  +  l   *  <^"») 

übereinstimmend  mit  Formel  42)  des  §.  125,  aus  welcher  For- 
mel 38)  des  §.  124  folgt.  Uebrigens  könnte  man  die  For- 
meln 35)  und  38)  auch  direkt  aus  Formel  2)  dieser  Note  ab- 
leiten, indem  man  —  x  statt  a;  setzt.  Denn  je  nachdem  fi=:2r 
oder=2r-|-l  erhielte  man  hiemach 

1  1  I   sr-a 

«'••  +  zs^  =  (^  -  -r  -  2M^  -  -)    +  — 


X 


X*T  X  .  X 


X 


j  =  (»--)         -(2r+l)(«--)         +.... 


und  hieraus  9   wenn   man  wieder  x  =  co$  a  -{-  sinaA  setzt^ 
die  erwähnten  Formeln., 

3. 

Aus 

2m4-l  1     ,  1        2III-1  1  2m-3  J 


'      8fii-8' 

X  X 


oder" 
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X 

folgt,  wenn  m  ^ic  1 

0?^  d?  X  XXX 


also,  wenn  m  =  2 

*'  +  is  =  (*-i)'  ('"'  +  i  +  2(^'  +  A)  -  (*+i) 

X^  X  X^  X^  X 

=  («  +  i).[(«  -  i)V  3  («  -  i)*  -h  1] 

XX  X  ' 

B^Xzi  man  diese  Entwickelung^  fort,  so  findet  man  allgemein 

2111+1  l  I  1   im  1    8m-2 

X 

{2«— r)  (2i»  — r  — l)...{2ifi— 2r+l)    .         1  2«-2r 

-f-    z r [X )  . . .  J 

Dass  diese  Forme!  fär  m  +  1  gilt,  wenn  sie  für  91  statt  fin- 
det, also  allgemein  richtig  ist,  erhellt  aus  Folgendem.    Aus  4) 
ergiebt  sich 
2«+3  1  1   a     8^+1  1 

a?      '  a;      • 

«111+ 1  1  2m- 1  1 

X  X 

Das  Glied  mit  der  Potenz  Ix ]  in   der  Bntwicke- 

x' 

2m+B  1 

lauf  von  x  +    ^  v^  erhÄlt  mi^  demna^,  wenn  man 

X 

das  6Ii^  irit  der  P<4eBz  (x )  in  der  EiilwtekeluAg 

2«+l  11« 

von  X        -+    ^^  { ^  mit  (#  —  — )    moMpBcirt,    daau   dis 
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Doppelte    des    Gliedes     mit    der    Potenz    [x ) 

X 

1    8iii-8(r-l)  8fli-|-l  1 

={* )  aus  der  Entwickelang  von  x         +-^1X7 

X 

addirt     und   das   Glied    mit    der    Potenz     (« ) 

X 
1     2(f«-l)-t(r-2).  8IM-.1  l 

=5=  \p )  aus  der  Ent Wickelung  von  x       +- 

X 


abzieht.    Dies  giebt 

(2m-.r)(2iif  r-lM2»i-2r-h  I)        (2iii-(r-l)(2m-r)....(2iii-2r+3) 
1.2.     ..r         "*"l.4...    (r— 1) 
(2»,_2— (r— 2))  (2»i— 2-(r— 2)—l) , . .  (2m— 2-.2(r— 2)+l) 


•     •     • 


(r-  2) 

_(2«-r)(g»i-r-l)...(2«-2r+^.(2«-2r^-2)(2w-2f+l)   Zw-r+l      . 

~    1     .     2     .  .  .     (r-2)     '  (r  — l)r     .     ■*"  r—\    "*" " 

(2«i  +  2  — r)  (2m  +  1  — r)  (2«—  r)  . . .  .(2m  _  2r  +  8) 

SSS»  -* -  ^- —  -  - -      T    — "- ' M  r  ■-  -     I  -     -  - 

1  .  A         .         m         m         •         T 

*=  (2(m-f  !)-r)(2(m  +  l)-(r+l))....(2(m  +  l)-8r+l) 

1     .     2     .     .     .     .    r 

wodurch  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Setzl  man  wieder  x  =  cot  a  +  tina.i  so  ist  x  —  — 

X 

SS  isina.i  und  es  folgt  aus  5] 

COslim+Da         Sm  :8m    Sm  8«i-8  8m-2  8m-8  , 

^     ^^=2     [fina)     .i     +(2iii-l)2        Irina)        i        +.. 
co$a  '  I  \         /  V       / 

oder 

C08l2m+l)a  ^2m  2m  8f»-8  8m-8 

-^ ^^  =  ^  2.    (sina)     :+r  (2m—  1) 2        (rin a) 

cos  a  ^       '  ^       •    '  ^ 

wo  nun  das  allgemeine  Glied 

.      (2m-^r)  (ain-r^l)...(2m>^.2rH"l)  9^^-*'' Vw-../*"*^ 

igty  und  teji  ober»  oder  untere  Zeichen  zu  neteeli  ist,  je 
nachdem  m  —  r  =  2ä  o4ßr^  =  24  +  1  ist,  d.  h.  je.  nachdem 
M+l  kl  der  F0M.44-f-  1  oder  4lr>if  3  enthalten' ist. 

Das  letzte  Glied  erhftlt  man,  wenn  man  m=sr  setzt,  und 
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M  ttt  daher  ss  = — -    '■'■     =3  I.     Selfl  «um  ki  dem  «tilg«- 

1      •     ^     •   .   •     #* 

moifieii  Glieda  r  =:=  m  —  k  sq  geht  da^selbf  in 

(m  +  *)  (m  +  *  -  1)..,  (?*+  1)   .2»'  .  .      2*    . 

_  ±, ________ 2     («««) 

über,  also,  wenn  man  2m  4- 1  =  ^  setzt,  mithin  m  =  —^—, 

,»4.2*— 1            ^  ,   ,       „_2»+l 
m  +*  = —     j  m-— i-f-  *  = 5 wo 

(«  +  *)  (m -*+!)  =  "-^^— ^- 

SO  geht  mithin  das  allgemeine  Glied  in  .    . 

+   (»'      l)(i»*-3»)...(»'-(2t-l)«)  « 

~  1     .     2    .    .    .    «4  ^**""^  ■ 

Ober,  wodurch  man  die  Formel  37)   des  §.  124  und  ans  ihr 

die  Formel  41)  des  §.  125  erhalt. 

4. 

Ans 

«-.1     ,     I . ,  ««-1      i   .  ,  ,  8«^      »   , 

X  XX 

folgt 

1  1         1 

«»--^  =  (ir )«+-) 

.6_  1^  =(,_I)   (,S  +  1,)  +  (*  -  i)  [(*'  +  i)  +  (*  +  1)1 

Auf  diese  Weise  findet  man  allgemein 

am       1  1        2m-l  1       ■  .  .    tm-3  ^        1  J 

Setzt  man  wieder  x  =  cosa  -^^  sina.i  so  erhält  man    . 
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^:^*^  =  « [cot {2»— IVi  +  eo$(2m—a)a  +...+  co$  m] 

sma  . 

was  sich  auch  ans  Formel  17]  des  f.  117  ergiebl  wenn  mm 
dort  ^  =s  a^  a  =3s  ia^  r  rsa  m  aetzl. 

5. 
Man  hat  auch 

8«  1  1  8SI-8  1  8III-2  1 

im        ^  x'  «»-2'    '       *  8«->2^ 

X  XX 

%m^l  I 


nun  ist 

••  -  i  =  (- +  i)  (- -  ■^) 

also 

*'-!6«('+^)  [{*-i)*+4(*-^)»+3(*-i)] 

Jv  Jv  ^  J*  X 

Man  findet  allgemein 

8«  1  .1  1   8f»-l  1    Sm*3 

X 

(2«-a)  (2m -4)  1  ««-fl 

+ Y-Tt (*- «^       +  "  -^  , 

Das  allgemeine  Glied  dieser  Formel  ist 

(2m  —  r  —  -1)  .  ,  .  .  .  (2m  —  2r)  ,  1   ««H^^H-^) 

: \   .  .  .   .  r ('  -  ^^ 


und  es  ist  leicht,  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  l|6i  den  vor- 
hergehenden Formeln  geschehen  ist^  die  allgemeine  Richtig- 
keit dieses  Ausdrucks  nachzuweisen. 

Setzt  man   wieder  x  =  cos  a  -|-  ^'^  ^  •  t  so  ergiebt  sich 
hieraus 


3S1 

-l^a-  -=  (-  J)     .  2  (^  «) 

+  (-  !)*■'  z'"*"  (2m  —  2).  («M  a)"*"' 

-|_  (_  i)'*-^^**-<»H-i)(2«  -  r-  l)....(2m-2f)  »«-(H-i) 

"T"    •   •    •   • 

and  wen«  man  r  —  A  Ottt  r  und  m  =  r  setzt,  so  verwandelt 
sich  datf  allgemeine  Glied  in 

(-1)       2        _j________  (^«) 

-^      *       ^  1     .    .     .     .     (2*-l)        ('^^)        ■ 

oder,  wenn  man  iit-|-  1  statt  k  setzt,  in 

^      ^'   ^  1  ....  (2*  +  1)      (-»«) 

Der   Zfthler   dieses   Ausdrucks    hat    das   Mittelglied    r  =z  m. 

Setzt  man  nun  2r  =  •  also   r  =  —  so  wird  {»•4-4)(r— « 

_  («  +  2*)     (tt  — 2*)  _  «»  —  2»*« 

—        2        *  ~~~2       "^  — ~2*  — '  """^  daher  das  allgemeine 

GUed 

*     n.  («»  -  2>)  (n«  —  4») ....(»«  —  2« A«) ,  .      ik+i 

^~  ^'    •       1.2....    2I+T~  ("" ") 
abereinsHmmend  mit  Formel  36)  des  §,  123  ans  Welcher  sich 
Formel  40)  des  f.  125  «rgiebt. 

6. 
We  vorhergehend0n  Kormeln  können  noch  in  mancherlei 

Weise  benutzt  werden«     Setzt  man  z.  B.  a?  +  --  =  1   also 
jfS  —  ^  ==,  _  1  so  isl   j;  =  _  ^  >L.  i^    nun  ist 

""  "2  -     2    *  =  *     '  («•"<^)  «Iso-e»   s=  4- V<  und 
"^  *       =   2^  +  "2"  S  ^*«  zwei  Wfitrthe  vofl  *  siod  mithin 


# 
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—  e'     und    —  «•    und  seist  man    x  =         «•     so    ist 

L  —  _     — 

X  *-     also  nach   Fomel  2)    dieser  Note,    da   nun 


SM»  -SiM 


2mn      ,  ,  »(11—3) 


.    •(»— r— 1)  {•— r— 2)....(ii— ?r+l)  _ 


•         •         •         • 


oder 

'    ^       '  3     n — 3         (n — 4)(n  —  5) 

n  ~      ~  TT  "*        r72T3~ 

_  [n^r  —  l)  (o-,r->2)...(ii-2r  +  l)  ^ 
•^  I     .     2    ....    r 


.  *  • 


Je  nachdem  qub  n  in  der  Formßiiii  ^m:t.l,  6m:t:.2,  6fft-}~3 
enthalten  ist,  wird(— 1)        ico9  -—  =  —  2,  —  I,  1,  2,  also 

ö 

\  2      3 

der  Werth  der  Reihe  = j  0,  -  ,  -    seyn.      Ist  n  eine 

II  B     n 

Primzahl  (abgesehen  Yon    der  geraden  Primzahl  2),  so    kann 

sie  nur  in  der  Form  6m  ±:  I  enthalten  seyn,  folglich  ist  die 

Reihe  immer  Null,  sobald  n  eine  Primzahl  ist.    Z.B.  istii=:17 

so  wird  die  Reihe 

14     13  .  12  _  12  ,  11  .  10    11  .  10  .  9  >  8 
¥"•"  2.8      2.3.4  +  2.3.4.5 
_  10'9-Q-7.6    9,8.7.6.5.4  _  8.7.6.5.4.3.2 
2.3.4.5.6  "'"2. 3.4.  5.  6.  7    2.3.4.5.6.7.8 
=  1  _  7  +  26  —  55  +  66  —  42  +  12  —  1  =:  0 

1  1   4-  1/5 

Setzt    man    jc  . —   -     =1    so    folgt   x   =  — ^;  ^       also 


X  2  '         '     X  ^     ^ 

mel  5)  und  6)  dieser  Note 


,  ^-     ,  _  ^  ^ ,   demnach  folgt  au9  For- 

X  <t  X 
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— "y""     ->^'"^'-^"-i''"r"^-;l 


7. 

Uebrigens  lassen  sich  diese  Fortnein  auch  noch  verall- 
gemeinern und  daraus  mancherlei  merkwürdige  Ergebnisse  ab- 
leiten«   Statt  der  Formel  1)  z.B.  könnte  man  auch  die  Formel 


nehmen,  aus  welcher^  der  Formel  2]  entsprechend, 

-"•r.1"a"'"w" +>''"'+■■■ 

folgt.     Daraus  ergiebt  sich  sogleich,  dass 

(x  -f  y)»  —  x"  —  y« 

immer  durch  n(x  -f  y)xy  theilbar  ist,    wenn  n  eine  ungerade 
Zahl  ist. 

Ferner  da  (jr +  *)*  =  ^^  +  »9  +  9^+  ^j  «Iso  wenn 

man  »  =r=  2*+  1  setat,  (jr+y)**+^"^''  =  {x+tHs+yf^^^^ 
=  (jp+y)  (*^+Ä?y+y*+^y)  j  so  wird  wenn  manA:*+j:y  4  y* 
=  Ay  xy  =  B  setzt,  die  Entwickelung  von  {A-\-  B)  ==/l 
4,(»-«p)/"^"''  .  B+  ...  +  ß*"''  in  allen  Gliedern  A  ent- 
halten, mit  Ausnahme  des  letzten  Gliedes,  welches  b  =^  [xy) 
ist.  D.h.  der  Ausdruck  (jp  +  yp*"^^  wird,  durch  0^2+ ^y+V* 
dividirt,  den  Rest  [xyf^  geben.    Nun  ist  nach  Forwi.  7) 

2* -2     ^    ,     8(*-8)     (2*— 3)(2*-4),    ,«,    ,    ^2(*-»)        1 

dividirt  man  also  mit  x"^  -\-xy-\-  y^  so  giebt  [x  +  y)  «W 

23 
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Rest  (wy)  '  ,  ferner  (x-{-y)  "  '  den  Rest  (xg)  n.  s.  w.  Mit- 
hin giebt  («-f-y)  —  («  +  y  )  «l.u'ch  x^+xy-^p^ 
dividirt;  den  Rest 

Ist  nun  fi  =  6m±  1  so  ist,  wie  oben  bewiesen  wurde, 

1      2*-2     (2*-3)[2*  -4)  n--3     (||^4)(n^5)        _ 

1.2  "^     1.2.3    "•""       1  :%'^  ]  .2.3       ' 
mithin  wird  (x  -|-  yT  —  (^  +  y*)   «nob  durch  «*  -h  «y  +  y* 
theilbar  seyn,  sobald  n  =  6m:til.    Ist  dagegen  iiss:6fli-|~^ 
so  ist,  wie  ebenfalls  oben  gezeigt  wurde, 

2k— 2        (2*  — 3)  (2k  -  4)  _   3^ 

^  172"  ^  1.2.3        •  •  '  ^  » 

mithin  giebl   die  Division  Ton   (x  +  y)**  —  (^*  +  y*)  durch 

n-l 

3         *-i  -r- 

a?*+a?y4-y*  den  Rest  n[xy)  [x+y)       [xy)      =S(x^y)(xy)  «  , 

fi 

oder,  wenn  »  =  6m  +  3,  so  ist  (x  -f-  y)*  —  (^  +  y*) 
—  3  («+y)  (^)  *    durch  «*  +  ajy+y*  theilbar  ♦). 


Note  VI. 

EntwfckelaBg  fencUedeBer  Proihikte  wäi  duiit  in  VefUndnng 

stehender  Reihen. 

1. 
Wenn  der  Ausdruck 


J[  s=  a?*  -f-  aix       4"  «2^""    .  .  .  .  +  ^ 


n 


wo  01,  a2...a^  nicht  x  enthalten,   Null  wird,    wenn  x=a:^ 
ist,  so  wird  x—x^  ein  Faktor  von  X  seyn,   d.  h.  es  wird  X 
durch  X — x^  ohne  Rest  theilbar  seyn. 
Nach  der  Voraussetzung  ist 


*)  Für  M  s=  6m  4;:  I  hat  schon  Cauehj  deo  belrBffeodeo  Satz  be- 
wieseQ;  man  rergleiche  Comptes  Rendus  de  l'Acad.  des  Sciences 
T.  9  p.  362. 


SM 

a?i»  -f  aiXi       +  a^xi      ... .  ^  a^  »  0 
also  auch 

Nun  ist  aber^  wenn  r  irgend  eine  ganze  positiv^  Zahl  be- 
zeichnet, 

aiT — Xi^=(x—Xi)(x      '^x^x     -^-x^^x^'   ...^-a?,*^) 

wie  man  unmittelbar  findet,  wenn  man  die  angedeutete  Mul- 
tiplikation ausführt.  Es  ist  also  für  jedes  solche  r  der  Aus- 
druck x^  —  Xi^  durch  x  —  x^  ohne  Rest  theilbar.    Nun  ist 

J[         ar— a?!**  ,        a?     — Xi        .        x     —xi  , 

a? — aj*      X  —  aj*  a?  —  a?*  a? — a?i  «-i 

also  ist  auch  X  durch  x-^x^  ohne  Rest  theilbar  und  man  hat 

X  n-l  n-2 

-.   zzz  X        "h  feia?       .  .  .  .  4-  fe 

X-^X^  n-l 

wo  wieder  &i ,  bo  . . .  b       Grössen  bedeuten,  die  kein  x  ent- 

halten.  Ist  ferner  x^  ein  von  Xi  verschiedener  Werth,  wel- 
cher ebenfHlls,  statt  x  gesetzt,  X  zu  Null  macht,  so  muss  aus 
demselben 'Grunde  x — X2  ein  Faktor  von  X  seyn,  und  da 
9--x^  sich  nicht  durch  x  —  X2  theilen  Idsst,  so  muss  r  —  «2 

ein  Faktor  von  x       -}-  *i*       +  •  •  •  "h  *    .  seyn ,  d.  h.  es  muss 

T  n-2  »-3  • 

W         -\-  CiX         .    .    .   .    -f-   c 


seyn,  wo  C|,  .  .  .  c       Ausdrücke  sind,  die  kein  x  enthalten. 

Setzt  man  diese  Betrachtung  fort,  so  findet  man  den  Satz: 

Hat  man  n  verschiedene  Werthe  ar^,  «^--^m  welche  statt 
X  gesetzt  X  zu  Null  machen,  so  ist 

X  n-n 


X 


;=   1 


(x  —  Xi)  (jp— a?2)  .  .  .  (x-^x^ 

oder 

Hat  man  X  =  a^x^  +  «i«  -(-...-{-  a^^  wo  wieder 
Oqj  «1  *  *  .  «^  Werthe  sind,  die  kein  x  enthalten,  und 
bezeichnen  wieder  «i,«2«"*„  die  Werthe,  welche  statt  x  ge- 

23  • 
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X 


setzt  X  zu  Null  machen,  so  werden  sie  auch  —  <1.  h. 


a. 


«-1 


9^""+^  JT^  +  •  •  •+  t'  »«  NttM  maeben,  atea  tot  auch 


«0 


a. 


•-1 


^n  ^^  ^  *...  +  -    =  (*  —  *i)(*— «2). ..(*  —  *•) 


und  mithin 


X  =  %  [x  —  xy]  («— «2). . .  (a?— a?J 


2. 
Aus  §.  122  Form.  35  folgt,  dass  man,   wenn  n  eine  ge- 
rade Zahl  ist,  und  [iina]^  =  x  gesetzt  wird, 

n 


») 


T 


hat,  wo  ai  =  -  j-^,  fla  =  -yXsTT  ''•^'^' 

wird  aber  cos  na  Null ,  wenn  man  für  a  einen  der  n  verschie- 


denen Werthe 


n 


3n 
2«'  ""  2» 


2n 


setzt,  d.h.  wenn 


man  für   x    einen    der  —    verschiedenen    Werthe    (mn  — )', 

{,1,1  _!f )  .  ,  .  .  (Ätn      ~       )  nimmt.    Setzt  man    also  cos  na 
2fi  2n 

SS  JC,  so  hat  man 

fi 

X  =  a^x^  -h  .  .  .  •  +  öl«?  +  l 
und  demnach,  in  Folge  des  vorher  bewiesenen  Satzes, 
co««a  =  a^|^a? —(«»-)  J  j^a? -(«•!»  —  )  ]•••[*  — («•«-g^—)  J 

8 

Setzt  man  a  =  0  und  mithin  a?  =  0,  so  ist  cos  na  =  1  und 
es  folgt  daher  aus  der  letzten  Gleichung 

_  1 


2 


-  {"»2;.)  — («»2i)  ••••-- ('^-ä^r"^ 


«  *  ...    n  * 


Setzt  nim  aber  «-»(sin— )    =  —  (m -— )   (\ , \ 


(««2^1 


3»r  »  ,  .    3n- « 


*-(«»:-)  =-(««2^   (1 \  „.s.w.    und    be- 

rücksichtigt  den  Werth  von  a^  so  folgt 


'-£)I''-k")t  f  "(^?] 


2)    oo«iia=:|] 

und  wenn  man  wieder  {tima)^  statt  «  setzt 


CO»  na  =  1 1  — 


= r,_  J?^)n  r,  _  J?^i....r,  — (f -)•  i 


oder,  wenn  man  —  statt  a  setzt , 


n 


3)   co*a=  1—^-1 — ^L  1 — r-%— J 

Setzt  man   in   Form.  44  des   $.  76  statt   Oq    den    Ausdruck 
—  OqX,  statt  Öq  den  Ausdruck  — 6o^  u.  s.  w.  so  folgt 

1  2  8 

wo  wieder  C^  .die  Combinationen  ohne  Wiederholung  aus  den 
Elementen  a^y  bo  .  ,  .  *  bezeichnet.    Setzt  man  nun 

"» =      ^r»'  "  ^  — 3S^ 

^      2n'  •  V  2«'   . 

so  folgt  ans  dem  Vergleich  der  For^neln  1)  und  2) 
Ol  =  —  C  d.  h. 

V      V  =  — ^r-i  T 9:n  •  •  •  + 


(""27.>  ('*»2„)  ("--^-^ 


dS8 


(»«-««)_« 


ebenso  finde  man  o«  =  -^ — = — —  =C  o.s.w.     SeUiess« 

^  1.2.3.4 

lieh  hatte  man  noch 


;.  =  (-  1)«  C' 


«■  ton 

C^  bedeutet   die  Combinationen  der  —       Klasse  ans  den 


L,  1  *  1  » 

Elementen  / — \    .  .  .  / ^;-\    also 

2n  in 


*  1  - 

wie  schon  oben  gefunden  wurde. 

fi 
Nun  ist  aber  a^  =  {-  l)»ii«(»2— '«») . . .  [»«  -  («  -  2)»] 

Y  1     .    2    .     .    .    n 

-  (       l\^   n(ii«-2^)....(ii»^(n-2H 
~  ^        ^  I     .    2     ...    (n  - 1) 

Setzt  man  »«—2a  =  (ii  +  2)(»  — 2),  aUgemein  n«  —  (2*)« 
=  (n-f  2i)  (fi--2ik),  so  dass  der  letzte  Faktor  des  Zfihlers 
in  (it -1-11  —  2)  (n— (»— 2))  »  (2«  — 2)2  übergeht,  und  be- 
denkt man,  dasa  alle  diese  Faktoren,  wie  n,  gerade  Zahlen 
sind,  so  findet  man,  wenn  man  die  Faktoren  nach  ihrer  Grösse 
ordnet, 

»         1  .  2  ....(«  —  1)  ^        '  ^       ' 

8 


und 


5)        f«»  2;,)  •  («•  2^) (-4«-)    =2^1 


3. 
Aus  Formel  37)  des  §.  124.   ergiebt  sich  ebenso  für  ein 

m 

ung:etades  n 


cos  »a 
cosa 


=    1    +   6i«    -f    *2^*    +    •  •  •    +    *i»-l  « 


2 


2 


wo  wieder  «=(«in  ar  und  ö,  =  —  - — — ,  b»  =  ^ ~ ' 

^        ^  ^  1.2'^  1  .2.3.  4 

U.S.W,  ist.    In  diesem  Falle  wird  cos  na  Null,  wenn   man  für 

a  einen  der  n  —  1  verschiedenen  Werthe 

—  2n'—2n'     ~       %n 

setzt.     Die  Wiederholung  der  vorhergehenden  Betrachtungen 
zeigt  also  dass 

cosna  r      .  .    »  ,h  r      .  .  3^1 ^l     r         .  (ii— 2)7r  2-, 

und 


—  t  ■    '"  ^    i  ■    ^''s        ,  •    (»-2)». 

woraus 
cosna 


oder 


CO«  a  /  .    ^  X   I  /  .   *^^  /  .    «— 2^v  i 


folgt,  und  wenn  man  — ^  statt  a  setzt, 


(«n  — )  "1  r    (m  — )  "I     r       (m  — ) 


»        '      .         -^21»'  V  2ii'  ^         In     ^ 

Man  findet  ferner,    dass  —  61  den  Combinationen  ohne  Wie- 


derholung   zur  ersten  Klasse   aas   den   ElemcDlen -^ 

gleich  ist,  ebenso  62  diesen  Com- 


•  •  • 


n^l 


binationen  zur  zweiten  Klasse  u.  s.  w.    zuletzt  (—  1}  ^    b^^i 
diesen  Combinationen  zur  Klasse,  also 


(««2-)         (««2»)  <'"'^2r-) 

und 

\      *j       «'ii^—      ,     ^     2     («_1T^  — * 

also 


4. 

Hit  Beibehaltung  derselben  Bezeichnung  findet  «an   aus 
g.  123  Form.  36)  für  ein  gerades  n 

Hn  na 


n  stn  a  cos  a 


=    1  +C*«P+C2«*..+  C^2   * 


2 


8 


»«_2«     •  («a  — 2^)  fn«— 4») 

wo   C»=  —  i— jr— ^,  C2   —  ^ 


•    •    • 


1.2.3'    '  1.2.3.4.5 

11-8 


(»»-2«) [»«-(»-2)«] 

"i^ 1 («-ni —  <-  ') 


8 

^un  wird 

**«»«  _  A                       u.  2^    u.  4^    ^  8^       ^  (fi~2)jf 
—, —  =  0,  wenn  a  =  :±i--,::t  —-,:♦::—  ...±  ^ i- 
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während  cos  a  einen    bestintfAten   Wertb    annimmt ,    also    ist; 
wenn  «^  2 , 

da  aber,  wenn  man  a  ss  0  setzt,  auch  d?  =s  0  ist,  wäbrend 
dann  co«  a  ==  I  und  —. —  »=  n  (8.118  Form.  28),  so  folgt 

1 

c^  -. 

also 

L      (m^i^lJL      (m^)J     L      {m^-)J 

a 
Setzt  man    wieder  für  x   seinen  Wertb  [sin  a]^    und    dann  — 

statt  a  so  findet  man 

««/,     r  ^^^^~J  ir  ^***«^  1  r    (****«)   i 

Im  gegenwärtigen  Falle  ist  —  c^  die  Summe  der  Corabinatio- 
nen  erster  Klasse,  ^2  die   Summe   der  Combinationen  zweiter 

Klasse  u.s.w.  aus  den  Elementen  [sin  y^)  («ii    ^-  — ) 

also  namentUcb 

i|S.^2^  11  1 


1.2.3       ,.   2ir»   ^..   4fr«  '  («.2)7^;» 

Nun  «I  c^  =(-1)  »  -■     1,2!..     .(n-l)      '^''' 

2 
wie  aus   dem    in    §.  2    gefundenen    Werthe    von   a^    folgt, 

—  2 

Cn-2  =  (—  1)  *  .  ,  also,  wenn  11  >  2 
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'^)  2^  =  ("»  2J  (*»•  2;.)    ...(«»-2;^) 

Für  ein  ungerades  n  ergiebt  sich  aus  §.  124  Form.  38] 

Mit  na        •    .     .        .      .     A  ~^ 

— ^=  l+dix  +   d,*« . . .   t- «^^1  *  « 

s 

.  »*-»     ^  (»»*  -  1)  (»'  -  3«) 

^'^  ''^  =  -  r.Tr3'  '^^  ==         1.2.3.4.5 


•      •      ■      • 


»^1 


»ii-i   =  i ^ [—  *) 

Hieraus  folgt  wieder,  wenn  n  >  1, 

L       {««2,,)JL        (m^jJ     L       (m-^i-)J 
und 


-•2«'  --2»'  ^'*"-l^-) 

Auch  findet  man 

'*^       1.2.3~,.  «ff»"*",  .  4««  •■•"*",.  («i-lK» 
und 

5. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen,  was  aus  den  For- 
meln 3),  7),  10),  13)  wird,  wenn  man  n  unbegrenzt  wachsen 
lässt.  Betrachten  wir  zunächst  die  Formel  3).  Wenn  man  die 
Reihe  für  sinx  (§.  95  Form.  5)  in  der  Form 

sin  X        ^  a?*       .        a?*      .  x^ 


=  1  - 1-^^  + 


•  •  •  • 


X  1.2.3    "    1,2. .5        1.2. .7 

schreibt,  und  bedenkt  dass  diese  Reihe  conrergirt,  so   sieht 
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nn  X 


man,  dass  bei  anbegrenzt  abnehmendem  x  sich   an- 

X 

begrenzt  der   Einheit    nähert,    was    durch    /tm  (— — )  =  1 

ausgedrückt  werden  soll.    Nun^ist 

a  ,     ä         n         a  ,     a         n 

n  n        2n        n  n        2n       2a 


n  a  ,     n      7t  a  n      n         - 

2n  n  2n    2n  n  2n 

Lftsst  man   also   n  unbeirrenzt   wachsen,   so   dass   -  und  — 

'  «  2fi 

>«  -V                >^  2fi\ 
unbegrenzt  abnehmen,  so  ist  Hm  f )  =  1,  litnl /  ^^  '  j 

n  2n 

(n^        2a 
J  =  — .     Auf  dieselbe  Weise  findet  man, 
n  4         n  ' 


•^äi. 


a 
Min 


dass  überhaupt  lim  (  — r- )  =  -r— .    Demnach  ist 


kn^         kn 
sin  y- 
In 

a     2 
Sin  .. 


und  allgemein 
2n 


[Mit  —      -1  öa    2 


Km 

2fi 

Ab^  dies  berechtigt  uns  noch   nicht,  das  Produkt  aller  Fak- 

2«a*    ,        2«a* 
toren  1  —  —-^i  J  —  ^^— s  u.  s.  w.   als   die  Grenze  der  in 

fl*  6*  7t* 

Formel  3)  enthaltenen  Faktorenfolge  anzusehen.    Dieser  Schluss 
wfire  richtig,  wenn  die  Anzahl  dieser  Faktoren   eine  endliche 
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wäre;  er  ist  aber  nicht  richtig,  weil  bei  unbegrenst wachsen- 
dem fi  auch  die  Anzahl  dieser  Faktoren  unbegrenzt  gross  wird. 
Hat  man  nemlich  m  Aasdrttcke  A,  Bj  C,  .  ,  .  welche  bei 
unbegrenzt  wachsendem  n  bezüglich  in  Oq,  Öq)  ^o  •  •  •  über- 
gehen, w  dass  lim  A  =  Oq,  lim  B  =  60,  'w»  C=CoU.s.w. 
und  setzt  maii  daher  4=00 +  «!>  ß  =  6o+6i,  C=Cq-^Ci 
U.S.W,  so  müssen  Oi,  bi^  Ci  ,  .  .  Grössen  seyn,  welche  bei 
unbegrenzt  wachsendem  n  unbegrenzt  abnehmen.  Setzt  man  nun 

ABC  .  .  .  =  ((I0+  öl)  (60  +  6,)  (co  +  ci)  .... 
so  hat,  man  (Kap.  3) 

ABC  .  .  .  =  of  _j.  ij?  _^  »f  _^  _  _ 

wo  V  die  Variationen  der  mten  Klasse  zur  Summe  k  aus  den 
Elementenreihen 

bo    61 
u.  s.  w. 
bedeuten,  so  dass  die  Elemente  in  jeder  Form  Faktoren  sind. 

Demnach   ist  ^F   das  Produkt   der  Faktoren   ^o)  ^0»  ^0  •  •  * 

m       m 

In  *r,  *F  U.S.W,  aber  enthält  jedes  Glied  einen  oder  meh- 
rere Faktoren  aus  der  Reihe  Oi,  61  .  .  .  Jeder  dieser  letz- 
teren Ausdrücke  hat  also  einen  unbegrenzt  kleinen  Werth, 
wenn   die  Grössen  ai,  &x ,  .  .  .  unbegrenzt   klein  sind.      Ist 

m  m 

demnach  m  eine  endliche  Zahl,  so  ist  ^F -f  ^F  -|-  . .. . 
die  Summe  einer  endlichen  Zahl  unbegrenzt  kleiner  Aus- 
drücke,   mithin    diese   Summe   selbst    unbegrenzt    klein    und 

Um  {ABC  .  .  .)  =  ®F  =  aofto^o  •  •  •  •     Ist  dagegen  m  un- 

m  m 

begrenzt  gross,  so  kann  lim  (^F  +  *r  +  •  •.  •)  «•«  Grenze 
einer  aus  unbegrenzt  vielen,  wenn  a«cb  unbegrenzt  kteineo 
Gliedern,  bestehenden  Reihe  einen  endlichen  oder  gar  linbe- 
grenzt  grossen  Werth  haben. 

Nichts  destoweniger  Ifisst  sich,  wie  folgt,  beweiseti,  dasis 
in    der  That  die  Gleichung 

2^  a*  2*  a*  2*  a* 

cos  a  =  (1  -  -^)  (1  -  3^)  (I   -  52^)  ;  •  •  . 

statt  hat. 
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6. 
Aus  ($.  95  Form.  4  und  5] 


rin  X  =z  X  —  — r-s  + 


«?  «* 


1.2.3  "^  1.2.3.4.5  ' 


•    •     • 


X^  x^ 


X  COSX  =  X  —   ^r— ^   4" 


1.2    •  1.2.3,4  ' 

folgt 

a?5  ,      1        a?5  1        a?7        j        ^9        1 

■   «5      2  *«      4    .     a?7  6         «9      8 


+ 


•     •     •     • 


~  1.2*  3        1...4*  5  ^1...6'  7        1...8'  9 

In  dieser  Reihe  sind   die  Glieder  mit   abwechselnden  Zeichen 

versehen.     Setzt  man  nun  ^  ^  \^  so  ist  offenbar  jedes  Glied 

kleiner  9IS  das  vorhergehende.    Es   ist  daher  (vgl.  §.  97)  un- 
ter dieser  Voraussetzung 

_     «5        2  a?5         4 

^tfi  X  —  X  cos  X  ^  .  —  —  — • —  •  • — 

^1.23         1..4      5 

d.  h.  wenn  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  1    enthalten    isi, 

so  ist 

sin  X   '^  X  cos  X 

7t 

und  da  -v^  <;  1   (§.  97.  99),  so   gilt  dies  umsomehr   für  die 

Wertbe  von  x^  welche  zwischen  0  und  —  liegen. 
Aus 

'^^  =  1 ""L  (1  _'_?*_) f^  i\-—] 

X                     1.2.3  ^'         4.5'         1.2. ..7  ^        8.9^"" 
folgt  auch  noch ,  dass  <;  1 ,  wenn  x  zwischen  0  und  1 

X 
StH    X 

liegt,  also  umsomehr <C  1,    wenn   x  zwischen    0   und 

X 

^  Hegt. 

Nun  kann  man  statt  der  Formel  12)  des  §.95  auch  schreiben 

stn  (x-\'if)=ss%nxcosp-\r  cos  x.y . 

demnach  ist 


nnx      *m{jp4-y)_  ^  ^j     9\  ^    i 

* 

7t 

Ist  ni|n  d?  >  0  und  zugleich  x<  -    so  ist,  wie  so  eben  be- 

4 

wiesen  wurde, 

»in  9  ^  X  cos  X 

_  • 

ist  zugleich  y  >  0  und  y  ^  -^^  so  ist   auch  — -    <  1    also 

umsomehr  - 

Hn  y 
$%n  9  ^  m  cos  X 

y 

und  daher  y  [sin  x  —  x  cos  x  )  positiv.     Nun    ist  auch 

y 

X  sin  X    (1  —  co^y]    positiv,     folglich    auch    die    DiflPerenz 

sin  X  *•'»(«+    y)  „r  ,  .        .  rv  .      ^ 

1_^ ^     Wenn   also  a?  zwischen  0   und  —   und 

X  X  -Y  ^  4 

7t 

(^  +  y)  zwischen  0  und  -^  enthalten  ist,  so  ist 

16)  *^  >  **^  ^^  +  y) 

X  j?4-y 

Dieses  Yerhältniss  findet  aber   auch   noch  statt,   wenn  x  und 

7t  TV 

X  '\'  y  zwischen  —  und  -    liegen.    Man  setze  nemlich  in  die- 

7t  7t 

Sern  Falle  o?  =  -j  -f"  *^   ^^^  *  +  y  =  x  +  ^^  +  f  *  ^o 

dass  mithin  x^  und  x^  -{-  y^   zwischen  0  und  -j-  liegen,    so 
wird  man  auch 


17) 


»»»  (?  +  *')         **^  (^  +  *'  +  »*) 
> 

f  +  *>  7  +  *'  +  »* 


haben.     Setzt   man  nemlich  in  Form.  12  des  §.  95  -p  +  ^^ 

4 

statt  X  und  y^  statt  y  so  erholt  man 
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also 

»»•«  {j.+  x')        sin  (^  +  a;'  +  y') 

J  +  «I  ^  ^-  x>  +  j,» 

» 


(t  +  *')  '^T  +  ^'  +  »') 


n 


Setzt  man  aber  in  Form.  11)  und  12  des  §.95  x==x\  y  =  — 

und    berücksichtigt,    dass    sin     -  =   cos   —  =  -^     f«.   99 

4  4     .    1/2    ^ 

Form.  27)   so  findet  man 

^       n  1  TT  1 

sin  {-^+Ä  >)= -^^(m j;  «+00*  * «) ;  co*(-^-+ Ar«)=  y.- (co^aji-  m  ä?^) 

Demnach  ist 

yx  gin  (^  +  d^»)  —  (^   +  *i)  00*  (^  +  xJ)  «m  yi 

=  :jr^  [«»  *•  +  COS  «'  —  (—  4  jp')(co»r«  -m«i)  -^-] 
=    *1  [mx-  -  *»  CO**'  '-^*  +  cosx^il  -  "L  »»!^') 

y  l  y  4       jf* 

+  ( 4  +  ^')  «•»•  «'  — r-1 

Dieser   Ausdruck   ist  positiv,    du  sin  x^  >  x^  cos  x^  *^^  ^ 
tand  Y  <  1  "'S"'  "™  ^  •"«•"■  4-     •  ,    <1.    Nun  ist  ausser- 


4  4 

t 

dem  1  —  CO«  y'' positiv,  also  die  DiiTerenz 

««  (f  +  *')       ««  (f  H-  *'  +  y') 

'  '  «i^i^»         ■■■       "  ■■       ■  —  ■■  —  ■■■—    II        ^m—^^rm 

4^  +;  '^  j  +  *'  +  »• 

I 

positiv  j  wodurch  die  Richtigkeil  der  Formel  17)  bewiesen  ist. 


3«6 
Der  Werlh  von  niraml  demnach  fmtwihrend  ib,    wenn 

X 

n  >  0 

X   von  0   bis  —   zunimmt.      Ist   also    *  +  Sf  ^J^    w>    *** 

^ >  ,  also  da  «tu  —  =  1 

X  -^  ^  n    ^  2 

9in  [x  +  y)         2 

i -^  — 

JC    -f-   y  TT 

oder 


««  (*  +  f)         2 
und  um  so  mehr 

jc  +  y         m  jp       n 


«11  (*  +  y)  '      jp  2 

d.  h. 

18)  ,^'^^       <Z^         ^ 


und  zugleich  nach  16) 

,9)  -,J^L^>       ' 


7. 
Bezeichne  nun  k  irgend    eine  bestimmte   ganze  positive 
ungerade  Zahl.     Man  zerlege  das  Produkt  3)   in  zwei  Fakto- 
ren^ der  eine  sey 

[sin —     TP  sin —      t       r  stn—    '-■ 


2fi  2ii  2ii 


der  andere 

a 


2fi  2»  2» 


Es  ist  also  zu  untersuchen  was  bei  urU>egrenzt  wachsendem  n 

aus  dem  Produkte  PP»  wird.     Insofern  nun,  wie  schon  oben 

a 
9%n 

bennerkt  wurde,  lim  ( ^)  »=  *_  u.s.w.  ist,  so  hat  man, 

9%n  -— 

da  Ar  eine  endliche  Zahl  ist, 

/•«P  =  (l-_)  {!-_). ,.(!___) 

Wie  gross  nun  auch  immer  a  Sey,  so  kann  man  sich  die  Zahl 

*  so  gross  denken,   dass  a  <  (^±^  »igo  ^  <;(*+^)? 

2  11  2ii 

sobald  mithin  »>*  +  2  ist  LX_I^  <-  ^  und   ^^  g^  ,„^1,,. 

2n  2 

a  TT 

—  <  "7^.    Nun  muss  aber  in  der  That  n  >*+2,  fi>ifc4-4 

a.s. w.  vorausgesetzt  werden,   da  der   letzte  in  V^  erschein 

nende  Faktor  den  Ausdruck  m  ^   "7      •    enthÄll.    Aus  Form, 

2« 

19)  faigt  hiernach 

n  ^  2a 


'*"  — 2ir~ 

und  aus  Formel  8) 

8%n  — 

«^(A±i)5         2    ;(*  +  2)/r^-"-  ^   *  +  2 
2« 

In  derselben  Weise  findet  man 

.     a 
sin  — 

n  2a 


^  *  +  4 
und  schliesslich 

24 


S7d 


> 


.     (fi—  1)^        (n  —  \)n 
9tn  - 


2n  ^ 


Demnach  ist 

a 


stn  —  « 


s 


2) 
2»  ^    i 


a 
stn 


{k  +  ifn^ 


2 


'  -  C  .    {k^4)7J     '^  ^        (A+4) 


(*  H-  4)»  w' 


««-2 


mitbin  wenn  man 

setzt;  so  ist 

P*  <   Ä 

>  r 
wie  gross  immer  n  sey. 

Nun  ist  R  nur  die  Fortsetzung  der  Faktorenfolge 

A)        (1-2-.--i)  (1-3»^)  (1-5?;^»).  ••••  (»-  iä;^) 
und  r  die  Fortsetzung  der  Faktorenfolge 

Die  Produkte  A)  und  B)  sind  aber  beide  convergent,  wenn 
man  sie  sich  als  unendliche  denkt,  und  haben  einen  endlichen 
von  Null  verschiedenen  Werth/wie  sowohl  aus  Kap.  12  §.  134 
als  S.  136  folgt;  da  die  Reihe 

1    +  gs  +  g»  +  •  •  •  ' 
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coüTergirt  {§.  61).  Deainaoh  mü88«n,  wenn  k  und  n  unbe- 
grenzt wachsen,  die  Gleichungen  lim  R  =  l^  Um  r  =  1  staU 
finden,  also  auch  Um  P*  »=  1 ,  es  kommt  also  je  mehr  man 
k  wachsen  läss^,  der  Werth  von  eos  a  dem  Werthe  von  P 
desto  näher,  oder 

Weselbe  Gleichung  findet  man  auch   aus  Form.  7)   wenn   man 

bedenkt,  dass  Um  &os  —  *=  cos  (0)  s=  1  ist. 

II 


8. 

Schreibt  man  in  der  Formel  iS)  staU  -^^-  den  gleich- 

nsin 


sm  a 
a 
n 


w     .       All          **'*  ^              8%na    ^  n^ 
gehenden  Aufdruck  — ^  . und    tässt  n 

^    ^     .     a  a        .     a 

a .  —  sin  —  ^tfi  — 

an  n 

unbegrenzt  wachsen,  so  ist  (§.  5  dieser  Note) 

e 

Hm  -^       =  1 
'  s%n  — 


8%n  a  stn  a      ^ 

also  hm = .     Ferner  ist 

a  a 

n  9tn  — 
n 

a 

stn  — 

,.  na 

hm  — -  =  — 

a 
stn  — 

»m  T—  ::S-  ' 

stn  -— 
2n 

tt.  s.  w. 

24 


87« 

Wiederboll  man  also  die  obigen  Betrachtungen,  so  findet  nrni 

o*              a*                a* 
21)        sina  =  a  (1—^)  ('  — 2^J  (*  ~  3^) 

und  dieselbe  Gleichung  folgt  auch  aus  10),  wenn  man  wieder 

ü 
berücksichtigt  dass  lim  cos  —  =  1. 

Die  Faktoren  in  20)  sind  in    der  Form  1    — 


enthalten,  man  hat  also  cosaz=,0  wenn  1  —  ,^.  .    ^.0—^=0 


{21  +  1)««« 
(2/+  1)*«' 


ff 

also  a  SS  rt.  (2/  4~  1 )  0  ;  umgekehrt  folgt  aus  20)  dass  cos  a 

für  keine  anderen  Werthe  von  a  Null  werden  kann.     Ebenso 

ergiebt  sich  aus  21 )  dass  sin  a  immer  und  nur  dann  Null  wird, 

wenn  entweder  a  =  0  oder  a^=±-bt.    Diese  Resultate  stim- 

nden  mit  den  in  §.  99  gefundenen  überein. 

Uebrigens  könnte  man  die  Formel  20)   auch    aus   der  als 

bekannt  vorausgesetzten  Formel  21)  ableiten.    Denn  ausFojrm. 

12)  des  §•  95  folgt,  wenn  man  x  z=:,  y'zn:  a  setzt 

m  2a 
cos  a  =  ^— ; — 

Nun  ist  nach  21) 

2*a»  2«a«  2*a*  2»a* 

sinla  =  2a(l- V)  0-^)  (»-^^1  O-J^)' 


JT' 


2«»«'  '        3*»»'  '       423^«' 


2*a*  a«  2»a*  a« 

=  2a(l-— )  (1  -  -J  (1  -  — )  (1-2^)..... 

2««a=2a(l-^){l-2-|^) 

Dividirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch   die  zweite, 
so  findet  man  das  Produkt  20). 

9. 
Setzt  man  a  =  —  so  erhalt  man  aus  Form.  20)  und  21) 

22)  CO.    2^  =  (1--)  (l-g^)  (l-:^,) 

23)  ,«  ^    =    ^    (1  _  _^)  (1  _  -^)  
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Setzl  man    ^  =  J  so  ist  m    --  =m  —  =  1  also  nach  23) 

oder 

«  1 


•     •     •     • 


2       .         i  i  i 

(»-2«)('-p)('-p) 

Da  nun  allgemein 

1 L  _  C^*)*  -  »  _  (2*  -   I)  (2*  +  1) 

(2*)*         •    2»*»  2äp 

so  folgt 

» 2«  4^  6*  8« 

T  ~  m  •  3T"5  •  5T7  •  fTÖ  •  •  •  • 
oder 

^      2  l'3'3*5*5"y'''' 

Dieses  merkwürdige  Produkt,  vermittelst  dessen  man  die  Zahl 
n  berechnen  kann,  nennt  man  das  Wallis'sche,  nach  dem 
englischen  Mathematiker  Wallis  (gest.  1703)  der  es  zuerst 
gefunden  hat. 

«n  1 

Setzt   man   in  23)  statt   —  den  Werth  —    so  ist 

V  II  2 

fcwr  n  1 

2n  4         |/2     - 

also 

j72  ~  T  ^*  "^  r^~r^  ^*  ^  4ä~4^  •  •  •  • 

so  folgt 

251         *  _     *        4  .  4     8  .J8     12  .12 

'        4  ~  172  •  3  .  5  •  T~"9  '  iTTlä 

^  j/2     4^J     8^^      12  .  12 

2     *  3  .  5  •  7  .1  •  11  .  13 

also 


yi 


3T4 
3.5     7.9      11  .  13 


2   ■  4  .  4  ■  8  .  8  •  12  .  12 


setzt  man  nun  statt  -^  seinen  Werth  ans  24)   so    ergiebt  sich 

hieraus 

ofiv  1/-«        2  .  2     6  .  6     10  .  10 

öotzt  man  —  =   -  so  ist  stn  — -  =  ««  --  =  co»  d^ -^) 

11  3  2fi  b  ^         o 

fg         1 
=  CO«  —  3=  —  {§.  110).     Demnach  folgt  aus  23) 
3  ^ 

y  =  g^  (1  —  2*73»)  {*  ~  4«T^^  '*  ~  PTT»^  ■  '  '  ' 
oder  wenn  Man  mit  3  multiplicirt 

^  2   ~  T  •  r."?  •  11  .13  '  17  .  19  •  ■  ■  ' 

Man  sieht  aug  dem  Vorhergehenden,  wie  man,  sobald  für  ir- 

gend  einen  Werth  von   ^  der  Werth  des  Sinus   bekannt    ist, 
rermittelst  der  Formel  23)  einen  Werth  von  —  finden  kann. 

Aus  «•  g  =   2  f«»8t  "<"  6  =  ""^  *~2"»  ==     2 

1 

m  1 

also  wenn  man  in  22)  statt  —  den  Werth  -^  setzt, 

1^  =  (1  _  1)  (I  _  li_.)  (,  _  _!_) 

2  ^  3»'  ^  3».  3»'  ^  5*.  3»' 

worans 

/.  2      2  .  4     8  .  10     14  .  16 

^'        ^^-T'3T3-9T9~i5^T5 
folgt. 

Setzt  man  m  ss  2  und  dann  m  =  1  so  folgt  aRS  23) 

•    2»  _  2«  ,,           2»  .  ,-         J^  , 
"*  2;i  -  2«  ^  2*ir«'  '*  ~  4«n»J 

'^  2i  °=  2;i  ^*  ~  2äii"»^  ^^  ~  4»^»' 


•     •     •     • 


V     «     «    • 


nun  ist  m»  ,    =:  2  sin  -^    cos  -— 

2n  in         2n 

also 

.2»  .1 

2  ^        Ül_'^  ->  2««'«— 2     («ii«—2*   ftt«»— 2" 

5»)    «w  2^  =*  — — -  _  ^^-^^^  .  Ji-äZjT  '  6»«»— 1   •  ■ 

Setzt  man  in  dieser  Formel  n  cn  3   so  findet  man   ein  ande- 
res Produkt  für  ]/*3  nemlich    • 

30,       V,  =  t.t^„.%-^*     "«■": 


5  .  7     11  .  13     17  .  19 

Setzt  man  »  ==  2  so  findet  man  wieder  die  Formel  26) 

Aus  §.  138  folgt  übrigens,  dass  man  jedes  der  gefunde- 
nen Produkte  in  eine  g(eichgeltefide  Reilie  verwi^ndeln  kann, 
sowie  i^  einen  Ketienbrach  (S*  IßO). 

10. 
Da  die  Formeln  35)  und  36)  des  S-  122  u.  123  ihre  Gel- 
tung auch  noch  behalten,  wenn  man  ai  statt  a  setzt  (S.  129), 
so  behalten  auch,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  die.  oben  gefun- 
denen Formeln  20)  und  21]  noch  in  diesem  Falle  ihre  Geltung. 
Da  nemlich  das  x  in  Formel  2)  ganz  unbestimmt  ist,  so  muss, 
was  auch  x  bedßute,  die  Multiplikatiofi  fder  darin  vorkommen- 
den  Faktoren  wieder  die  R^ihe  der  BojrmeJ  1)  gebfn.  Setzt 
man  aber  x  =  (sin  ai)^,  so  gebt  diese  Re^t^^  in  cos  nai  über, 
lind  mait  tl^i^  daher  augh 

,     ai  *  ai  *^  ßi  ^ 

[(sin — )  -ir      (sin — )  -i     r        (m  — ) 

Um  ist  (§.  127  Form.  59) 

sin  ai  o* 

also  bei  unbegrenzt  abnehmendem  a 

^sin  a<v 

hm  { )  =  • 

^     a    ^ 

Hieraus  ergiebt  sich ,   wenn  man  die  in  S,  5  dieser  NQte)  qus- 
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geführte    Entwickelnng    wiederholt,    bei    unbegrenzt    wach- 
sendem lly 

.     oi 

n  I  2  2a 


ib.  I  =  *     '^     ir 


und  daher 

ai  > 


Theilt  man  nun  wieder  das  Produkt  31)  in  zwei  Faktoren 

ai  ^  ai  ^ 


r     i««  vn       r     ^*^  ^n 


at« 


(««  -) 


80  ist  klar,  dass  bei  unbegrenzt  wachsendem  n 

ist,  und  es  ist  daher  nur  noch  lim  P^  zu  bestimmen,   was  in 
fthnlicher  Weise  wie  im  früheren  Falle  geschehen  kann.     Ans 

vi  ^1.2.3^1.2.3.4,5^ 

folfft  nemHeh    — —   >    1.       Ist   aber  u    <    1    also    — r- 

<  ^  +  nO  +  l.2.3.4.5-^--  "*•  »'  "•*"  -^  <  ' 
(S.  79).      Ist  nun   iD  '\-  9^  >  n)  und   zugleich  <   -;^,  so  ist 

^-^^^ — '  <   1,     wie  oben    bewiesen    wurde,    also  auch     ( 

\ — p-i  <   — ;-  oder 


877 

sin  ei  f> 


i  .  sin  (tJ -+■«'')  c  -f-  c* 

augleicli  ist    .    -  ^. — ^..    <    -  also 

«in  (©  +  «')  2 

'm  f>t         0  -f-  o*  yr 

oder 

sin  et  ^         e  e^ 


t  .  sin  (D  +  tJ^)  ^   D  +  c»  ■   2 


Ist  also  ü  ^  1 ,  c  +  D*  <   —  so  hat  man 


—  (««  et)*  c 


2 


[m  (f>  +  f>^)]*   ^   (t>  +  «T 


>*  C*  TT* 


und 


<    1  + 


D«  IJ»^* 


(c  4-  D^)»       2* 


Ist  also  —  <  1  und    zudeich  -  <   — ^t — L     n  >  *  -L  2, 

M  ®  n  2»       '  ' 

so  folgt 

ot  ^ 


Hieraus  ergiebt  sich  dass  P^  zwischen  den  zwei  Produkten 
L     ^  (*  +  2)»»«J  l    ^  (A  +  4)«w»J 


und 


L     ^  (*  +  2)2J  L    ^  (*  +  4)«J 


liegt,  welche  sich  anbegrenzt  der  Einheit  nfihern,  also  lim  P'  =  1 
and  daher 
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32)     cos  ai  = 


e«  -I-  C-« 


2 
Ebenso  findet  man 


r        2»anr        2*a2ir       2^a^l 


33)     -T-=-2 ^T  +  ;r^JL'  +  2^Jr+3^J 


11. 
Setzl   man   in  Formel  39)   des   §.  126,    (co8a)'^  =  x  so 

kann  man  statt  derselben 

fi 

±L  COS  na  =  1  -(-  Ol a?  -|-  a2»'  - . .  +  ^n  *  ^ 

T 
schreiben ,  wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist, 
je    nachdem   ft  in   der  Form  4*  oder   4*  -f-  2   enthalten  ist. 
Nach  %,  2  dieser  Note  hat  man  also 

:^costta  =  an  [«— (c^«.^^)  Jr'"^^^'»^)  rr    '^^*~2ir'  J 

8 

n 

(_l)^nMn«— ^^)»>(n»  -(2*~2)^) 
Es  ist  aber  wieder  ö^  = j 2 2*  ' 

T 

—   fi-i  fi-i 

also,  wie  dort  bewiesen  wurde,  a^  =  ( — 1)     2      = — 2     , 

T 
wo  ebenfalls  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem 

n  =  ik  oder  4*  -f-  ?  ist,  also  jecteafalls 

34)        co8na  =  2        [«  — (^*2«^  J  * '  '  ^ •"^^^*~2«~~'  J 
Ist  fi  ungerade,  so  ist  ($.  126  F.  42) 

ncosa  —  i 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  «=4*+l 
oder  »  =  4* +  3.     Bier  ist 


(«2 -1)  («»-3)  ....(n»- (11-2)')         .  -r 
rf^  = 1.2...«        ^~  ^~  *'• 


879 


»-1  »-1 

2 


Also,  nach  §.  4i  dieser  Note,  rf^.^  =  (—1)  * 

• H 

3 

und  demnieh 

Ist  1»  gerade,  so  giebt  Form.  40  des  §.  125 

sin  wa  — - 

— ^^ s=  \  -^  üix  -^  ..,4-  a».2« 

^   n  Mi>  a  CO«  a     «  *  '      _ 

2 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  n  zu  ik 
oder  4*  +  2.    Nun  ist 

it-2 

^!^        ^       ^  i       l     .     2    .     .     .     (n  -.  1) 

2 

also,  nach  S*  2  dieser  Note, 

»-1        i»-i                »-1 
—      2                   2 
«»-2  =  (-^  ^)  *     •  =  +.  ,  WO  wieder  das  obere 

2 

oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  n  =:4A  oder 
t=:  4A  -j-  ^9  ^^^  ndch  S.  4  dieser  Note 

36      ^ «  2       aj-co«^     \\af^{co$~)      .  .  .  . 

'    «ma  cc«a  L        ^      2n'  J  L        ^       2n'  J 

r  .       (ii-2)ir.n 

[x-(cos—^-)l     . 

M  ff  ungerade^  so  folgt  aus  S.  125  F.  41 

ii-i 

t 
wo  das  obere  odeP untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem n  =  4ik  "-f-  1  oder  4A  -|-  3  und 

2     ■ 

(nach  S.  3  dieser  Note)  =  ±-  2**"^    '. 
Demnach  ist 


aeo 

Man  kann  die  Formeln  34]  and  35)  in  eine  einzige  zusamnaen- 
ziehen,  und  ebenso  die  Formeln  36)  und  37).  Da  nenali^A 
X  =  [cos  a)^  so  hat  man 

X  —  [co$  ^r-     =  [cosa  —  cos  jr-)  (cosa  +  cos  ^r-). 

*^  (2n  —  k)n  . 

Nun  ist  CO*  2    =  ~  ^^*  — ö"         ^**      '  *^  •  ®'*® 

a?  —  [cos,  —  ]  =  (cos a  —  cos -—]  [cos a  —cos  ^ — s—      ) 
mH  ^h  i^ 

Setzt  man  also  für  h  allmftlich  die  Zahlen  1 ,  3 ....  n  —  I  so 
erhält  man  aus  34) 

38)  CO* IUI  =  2      I  CO*  a  —  CO*  —  j.   CO*  a  —  CO*  —  j . . . . 

[cos  a  ~  cos  —^—\ 

Aus  35)  folgt  ebenso 

cos  na  «-1  r  ^1  r  3nl 

=  2  I  CO*   a   —  CO*  ;r- 1  I  CO*  a   —    CO*    -r- 1    .... 

cosa  L  2itJ.L  2nJ 

co*a— CO*'— ^-—     co*o— co*^— y-^l.,..  cosa^cos- — - — —  1 
Diese  Reihe  müsste,  um  volteländig  zu  seyn,   noch  das  Glied 

ItTT 

cosa  —  cos  ~  enthalten,   da   n  eine  .ungerade  Zahl  ist;   da 

2n 

nn  ^         A        •  4  *^ 

aber  cos  —  =  co*  —  =  0  so  ist  co*  a  —  cos  -^  z=:eos  a 

und  mithin  mit  38)  übereinstimmend  auch  in  diesem  Falle 

cos  na  s=5  2       |  co*  a  —  cos  «- 1  ••  •  •  1  cos  a  —  cos  - — - — —  I 

,.  .  *^  (» — *)^         *  ,  .  ... 

Da  auch  cos  —  =  —  cos —  ^o  folgt  vermittelst   der- 

n  n 

selben  Betrachtungen  aus  37] 

^^,     sin  na         ^•^^F  ^1  F  2^1 

39)  — ; =2      I  CO*  a  —  CO*  —I  |co*a  —  co*  — |  .»i. 

'      *f fi  a  L  n  J  L  n  J 

I  CO*  a  —  cos -^—  j 


a8i 

Dieselbe  Formel  erhält  man  aus  36)  wenn  man  bedenkt,  dass 

n 

man  nun,  insofern  n  gerade  ist,  statt  co» a  auch  co«  a  —  cos 


n 
setzen  kann. 

Setzt  man  m  38)  ac=0  und  mithin  cos  a^zl,  cosna  =  \ 
so   folgt 

Man  hat  daher  auch 

n  Sn  (2«— 1)71 

cos  a  — cö«— -     cos  a— cos^r-     cos  a — cos- — - — -  - 

40)     cos  na  = 


n     '  3yr        ,  (2n— 1)71 

1  —  CO*—-         1  —  cos  -         1  —  cos  - — - — -— 
2»  2n  2n 

• 

AAM    M/V 

Nach  §.118  ist  —, s=  n    wenn   a  =  0,    demnach   giebt 

die  Formel  39) 

«•^^  Ft                ^1  Ft               27rl         r.             («— l)7rl 
ft  =  2         1   —  CO«  —J  1 1  —  CO*  — J 1  —  CO«  ^ J 

und 

n                     2n  (*»-l)» 

[cos  a — CO*— -1  rcos  a — cos — -1     rcos  a — cos ^-1 

~       "  11  ~,       2»rJ  •  I  ~       (fiiT^J 

l  —  CO*  —  -'^»l  —  cos ■     ^1  —  cos -■ 

fi                       n  n 

Aus  den  vorhergehenden  Formeln  lassen  sich  leicht  noch  an- 
dere finden,  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  oben  §.2  ff.  geschehen 
ist.  Da  indessen  die  Ableitung  keine  Schwierigkeit  hat,  so 
übergehe  ich  dieselben,  und  will  nur  beispielsweise  noch  fol-^ 
gende  entwickeln. 

Setzt  man  in  34]  statt  a  den  Werth  —  so  ist  ^=0,  also 
COS  —  =2       (~  1)2   (cos  — )    (cos  --)  ....  {cos—^-^ 

n 

Da  nun  sowohl  cos  --  als  ( — 1)*  deh  Werlh  +  l  oder  den 
Werth  —1  hat,  je  nachdem  11  =  4*  oder  4A-f-2  ist,  so  folgt 
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42)        1  =  2       [CO,-)    [oo,-)    ...[co»'-^) 
und  demnach  kann  man  statt  34)  auch  achreiben 

^..,_.)^r.-^  jr.--^3-,i..r.- 

Unter  derselben  Varausaetzung  erhaU  fidn  aus  36),  jvrenn  n  >  3 

^  =  2      .(-])»  («„2^)    («"^)  ....(co.^-) 

CO.  2- 

Nun  ist,   da  »  eine  gerade  Zahl,  m  —  =  0  also   erscheint 

2  0 

in  der  Form  --.    Nach  Formel  36)   des  $.  123   findet 

n  ü 

CO,  -^ 

sich  jedoch 

.    'C 

•*"  y  «>«      2»)        »(«»  —  2»)  (»«  —  4») 

— n  ~ "  ~  TTTTy  "^  1 : 2 . 3 . 4 .  i  "■  — 

Aus  Formel  40)  folgt  aber,  wenn  man  dort  a  =  0  setzt 

__  sinna  n{n^  -   2^)        n(n''—2^  (»^  —  4^) 

-*-    sina   ^^        1.2.3"^    1.2.3.4.5 

und  zwar  gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen ,  je  nachdem 
n  =  4k  oder  4A  -{-  2.  Da  nun  andererseits  bekannt  ist ,  dass 
für  a  =  0 

sin  na 


sm  a 
so  ist 

i»-2 


=:  n 


-«        I      ^{T    n       n       "(«'-2')     '.«(«»-2') («»-4») 

^„==(-1)8    «=-»--pX3"+       1.2.3.4.5      ••• 


also  auch 


3BS 


.    nn 

$tn  n-8 


n 


=  (-  I) »  .  » 


und 

43)         n  =  3       («»2«^    '^*  ^iit^    ••••(«<"  ^-"2^ — ) 


/ 


Dividirt  man  die  Formel  5)  dieser  Note  darch  die  Formel  42) 
so  findet  man  für  ein  gerades  n 

44).       (r.  2;,)  .  (*.  -2-) {*9'-^)    =1 

Ebenso  giebi  die  Verbindung  der  Formel  12)  mit  der  Formel 
43),  wenn  n   >  2 

45)  [tg  2^)    [tg  ^J  .  .  .  [tg  L__L)    =  1 

Die  letzten  Formeln  und  ähnliche  bann  man  auch  unmittelbarer 
finden,    wenn   mati  die    im    Anfange   des  §.  118  entwickelte 

«         ,  .  .    .  9in  a 

Formel  benutzt,  indem  man  nur  tg  a  statt setzt.     Mao 

co$  a 

hat  demnach 

12  fi 

(1  +tga.i)^  =  l+"a5/^a.t  +  "»(^^ö)M«)'*-..  +  '*®('^a)«t" 

Andererseits  ist  1 4-^^  a.if^C- ^ -J  = r-^—rk — 

^  ^       cos  a       '  [cos  a)" 

Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist  mithin 

2  - 

cosna    _  ^  _n^^tga)^ H   (-1)»  [tgaf 


\cos  a)* 
unjd  wenn  man  \fg  a)^  «=  x  setzt, 

'  n       n 

cosna  8  — 


^  =  1  -"ÖÄ.  .  .  .  -f  (-1*^* 


Nach  S.  2  dieser  Note  hat  man  also 


(co«  a)' 
r  ,      (n  — l)n-.*i 
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Setzt  man  a=:0  so  findet  man  wieder  die  Form.  44);  auch  ist 


co'M   _  r,        \fg  g)»  l  r,       [ig  «)*  1     f,  fa  <»)'     1 

Ferner 


«•8 

(cos  a)* 
woraus 

11-2 


(co«  ii)"  ig  a 

also  nach  §.  3  dieser  Note 

Hn  na  m  na 


•-1  [cos  fl)*  to  a 

[cos  a)       s%n  a 


11-8 


sin  na  sin  na       cos  a 

Setzt  man  o  =  0  so  ist  . —- —  =  —, —  .  . =  n 

[COS  a)^  tga         stn  a      [cos  n)" 

und  X  =  Oj  wodurch  man  die  Formel  45)  erhält. 

Aehnliche  Formeln  erhält  man  für  ein  ungerades  n. 

12. 
Die  meisten  der  im  Vorhergehenden  gefundenen  Formeln 
lassen  sich  noch  in  manche  andere  Form   umwandeln.     Man 
nehme  z.  B.  die  Formel 

fi 

cosna  =  (-P   2       [*  "^  (««»  giU' •L'^""^'*'*     2ji^  J 

die  für  ein  gerades  ft  gilt  und  in  §.  2   dieser  Note  bewiesen 
ist,  oder  einfacher 

cosna  =  2      [(«»g^)  — ^JL(**^2»^  -«^}4(««-^^)  -^J 

Hier  ist  «  =  [sin  af.    Nun  ist  aber  ($.  1 00) 

1  —  2  [sin  «)*  =  cos  9« 
1  —  2  [sm  t>f  =  cos  2ü 
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also 

(««  !>)*  -  («»  II)»  = .     Demnach  hat  man 


2  [coz  2a  ~  CO*  — ) 

(m  £)    -  (ma)2  =  _ !L_ 


TT 
2^ 


3^  2  (co«  2a  —  co$  ~) 


fl 


2n 


»Iso 


47)      co*«a  =  2  2    (co*2a  -  co%  -)   (co*  2a  -  co*~).  . 

n  „  '  • 

(CO*  2a  -  CO*  t*l?) 

Für  ein  ungerades  n  folgt  ebenso  aus  §.  3  dieser  Note 

n-l 

^r^       CO*  nä  ■ —  «r  Q^ 

(CO*  2a  -  cot  '^  ~  ^1?) 

Ferner  aus  $.4,  wenn  man  bedenkt,  dass  aus  §.'95  Form.  12), 
indem  man  x  ^=^  y  ^=i  a  setzt,  • 

*tn  2a 
*fii  a  CO*  a  =  

2  . 
folgt,  ergiebt  sich  för  ein  gerades  n 

n-f 

(co*  2a  —  cos '—  \ 

n       ' 


und  für  ein  ungerades  n 

^4\\        ^^  '^^  «."IT"  ,  27r  4*r 

**  fl 


n 
n 


(co*  2a  —  CO*  ^^ — ) 

n        ' 

Aus  $.   100  ergiebt  sich  auch  die  Formel 


25 
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„                 ,         cos  2«     '   cos  2f> 
cos  u^  —  cos  e*  =s  — 

Wendet  man  dieselbe  aaf  Formel  34)  an,  so  findet  man  wie- 
der 47) ,  ebenso  folgt  48]  aus  35) ,  ferner  49)  aus  36)  and  50) 
ans  37). 

13. 

Wir  fanden  früher  (§.  117  Form.  14) 

cos  (a?  — y)  —  cos  («+y)  =  2smx  siny 

n  ff 

Man  setze  nun  x — y  =  2a,  a?  +  y  =  —  so  folgt  a?=-— -}-«, 

y  =  - a,  demnach 

COS  2a  —  cos        =  2sm  [- 1-  a)  «n  (- a) 

COS  2a  —  COS  —  s=  2  «m  (;r-  -{-  a)  sm  (- a) 

u.  s.  w. 
Wendet  man  dies  aaf  die  Formein  47)  and 48)  an,  so  ergiebt 
sich,  je  pachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist, 

cosna=L2      «tii(— +  a)  m(— — a)m(— 4-a)m(-^  — a).... 

'•'*^-2;i~"^^^'*''(-2ir-— ^) 

C05«a        «-1   .   ,n         .   .   /^         ,   .    37r  ,     ,    .   /3jr 
^,^  =  *      «»(2^  +  -)««(2;,-«)*««(2i  +  a)m(--a).... 


(n— 2)nr  .    ,(n— 2)n: 


^2«         '      '      ^      2n 
und  aus  49]  und  50)  folgt 

-:^— =  2      m(-  +  a]«tii{-  —«)«»(— +a)m(—  —  a).... 

.    ,(n  — 2)ff              .     («— 2)» 
«M»  (—2^  +  a)  $m  (^-^' a) 

sinna       *^i        fr  fr  2fr  2fr 

—7  —  =  2      sinl \'a)sin{ a)sin{ [-a)m( a).,.. 

stna  ^n         '        n  i«  n 

.      (n— l)fr  .      (n— l]fr 

^^  ^~~2n       "^  "^^  *•**  ^      2ir "^^ 
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Note  VII. 

1. 

Sey  ai  a?  +  ^2  **  +  •••  +  <^r^  +  . . . .  eine  Rf;ihe,  welche 
convergirt,  auch  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimmt ^  man 
bezeichne  ihren  Werth  durch  %  so  hat  man 

e  =e  =  l  +  »+_+__^  +  ....  +  -^^^--_  +  .... 

Nach  §.  31  und  §.  56  ist  aber 

{axx  +  0.2»*  +  .  .  .  .)"•  =  a?**  (ai  +  o^op  -f-  .  .  .  .)•• 

Hnd  dem  gemäss  erhält  man  die  Doppelreihe 

«  =      i 

11  1 


indem  man  in  dem  Werthe  von  e*  statt  ^  überall  die  Reihe 
«1  0?  +  a^x^  -f"****  setzt,  und  die  Potenzen  entwickelt.  Da 
nun  jede  Horizontalreihe  der  Doppelreihe  und  auch  deren 
Summe  convergent  ist,  so  hat  man  auch,  indem  man  dieVer- 
ticalreihen  addirt  (§.  51) 

e  =   1   +  'Q'-a?  +  V^P  +  i-g)^*  +  .  .  . 

2 

Zu  dem  Gliede  dieser  Reihe,  welches  Xr  enthält,   giebt  jeder 

»*  »•" 

der  Ausdrücke  »,  -r — -  u.  s.  w.  bis  - — - — —  einen  Beitrag. 

»*  1  A 

Nimmt  man  aber  aus  ^r-^ r  =  r— r  (aia?-|- «2^*+— ) 

1  * 

das  rte  Glied,  so  ist  dies  -—= ^Cp.x^\  setzt  man  also 

25* 
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so  I8l  ^f.  =  Js  r — -.     Hiermit  ist  die  independente 

1^  1  .  4  ...  Ar 

Formel  ($.  25]  für  die  Entwickeinng  von  e^  in  eine 

nach  Potenzen  von  x  fortlaufende  Reihe  gefunden.  Ans  der- 
selben ifisst  sich  nun  auch  leicht  eine  recurrirende  Formel 
ableiten.  Wenn  man  nemlich  in  $.  18  Form.  12  statt  m  -|-  1 
den  Werth  k  setst^  so  kann  man  dieselbe  offenbar  in  folg'en- 

der  Gestalt  schreiben 

k  f  k^l  k'l  -| 

^Qp        _  1  \ai  ""^Cp  +  2a2  "^^Cp  +  .  -     1 

1  .  2.  7k  ~  1.2. .(*-!)     l  r  j 

Setzt  man  in  dieser  Formel  allmälich  statt  k  aHe  Werthe  von 

2  bis  r  so  erhält  man 

rq,    _i      r«!  '-^Cp  +  2ar/-»Cp  . . .  -{-(r-  1)  g^^  'qpl 
j— 2  —   j     [  ;:  J 

rro  ~  2  L  i^  J 


r  fwi 


... 


1.2...r        1.2...  (r—1)  r 

1 
Addirt  man  noch  auf  der  linken  Seite  ^Cp  und   auf  der  recb- 

ten  dessen  Werth  a^  =  — ^  und  zählt  dann  auf  beiden  Sei- 

r 

ten  alle  Ausdrücke  zusammen,  indem  maii  die  mit  ai  multi- 
plicirten,  ebenso  die  mit  ^2  multiplicirten  u.  s.  w.  zusammen- 
stellt, so  findet  man 

k       ^^Cp  k    ^^Cp       . 

1 1. 1  •  2  .  • .  A  r 

d!  h. 


Ju 


2)  ^  = 
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r 
welches  die  gesuchte  recurrirende  Formel  ist. 

Es  wurde  hier  durch  ein  bestimmtes  Verfahren  der  Aus- 

druck  e  *       '  in  eine  convergirende   nach   den   aufstei- 

genden Potenzen  von  x  geordnete  Reihe  verwandelt.  Wel- 
ches andere  Verfahren  man  aber  zu  diesem  Zwecke  anwen- 
den mag,  man  wird  immer  dieselbe  Reihe  finden.  Gesetzt 
nemlich  man  habe  durch  irgend  ein  anderes  Verfahren 

gefunden,  so  hat  (nan  also  für  alleWerthe  von  x^  für  welche 
a^x  -if-  a2X^  4'**-  convergirt,  auch  wenn  man  alle  Glieder 
positiv  nimmt*), 

Setzt  man  nun  jp  =  0  so  ist  Sq  =  e^  =  1  mithin 

^ia?+i42^'*-..  +  ^r^''  +  •••  =  BiX-^B^x^..,  +B^  +  ... 
oder 

4i -f- il'i *■{"•••  H"  ^r^       -[-...=   Bi   •+    fijjO?..  .-j- ß,.  X 

und  setzt  man  x=.Q  so  folgt 

A^  =  ßi 
Auf  dieselbe  Weise  findet  man  il2  =  £2  und  allgemein  A^=Bf\ 
die  beiden  Reihenentwickelungen  müssen  also  identisch  seyn 

2. 

Findet  die  Gleichung  1)  statt;  so  folgt 

• 

3)  /o^(l  +  -^i«  + ^2«^ +  ••••)  =öia?  +  Ö2**+-"  +  ^<'^  +  — 

Sind  die  CoefBcienten  Ai^  A2->*  bekannt,  so  ergiebt  sich  zwi- 
schen den  CoefBcienten  aj ,  02 . . .  Or  vermittelst  Formel  2)  so- 
fort  die  Recursionsformel 

rAr  —  «1 A^^  - 202^^  j .. .  —  (r— 1) a^  ^A^ 

4)  a^  = : 


*)  also  namentUch  for  alle  Werthe  von  «>  die  ao  klein  sind,  dasa 

OfX 


r-1 


1 
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Um  die  Formel  za  finden,  welche  Or  aaf  independentem 
Wege  aus  Ai,  Ä^»..  A^  finden  lehrt,  nehme  man  x  so  klein, 
dass  AiX  -}-  A^x^  ~{~  •  •  •  i  such  wenn  man  alle  Glieder  positiv 
nimmt,  kleiner  als   die  Einheit  ist.     Setzt  man  nemlich  dann 

iixaj+A2a?*+....=y,  so  ist  log[\+y)=y'^  ^y^^  ^^—~y^^... 

und  wenn  man  in  dieser  Entwickelung  statt  y  wieder  seinen 
Werth  setzt,  so  folgt,  wenn  man  nun  das  Combinationszeichen 

auf  die  Elemente  Ai^  A2 bezieht , 

111  1 

l  1     *  1     * 


(-lf-^iyr_  (.«ipllr^.^ 


Man  hat  also  eine  Doppelreihe,  bei  welcher  nicht  blos  alle 
Horizontalreihen  convergiren,  sondern  auch  deren  Summe, 
selbst  wenn  man  alle   Glieder   positiv    nimmt,    da    die   Reihe 

1  1 

y  -f"  ö  y*  "t-  ^  y'  +  •  •  •  convergirt,  wenn   y  positiv  und 

kleiner  als  die  Einheit  ist.  Mithin  hat  man,  wenn  man  die 
Verticalreihen  addirt, 

log(l+AiX+A2X^  +  ...)  =  'Cpx  +  {^Cp—j^Cp)x^  +  ... 

Das  rte  Glied  in  dieser  Entwickelung  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden 


i  1     »      .     l     1  .    .     ,  r-i  1 


r 


also  I 

*  1  1       1      * 

l,r  Ä 

wodurch  a^  auf  independentem  Wege  gefunden  ist.  Diese 
Formel  beruht  freilich  auf  einer  bestimmten  Voraussetzung, 
die  tlber  den  Werth  der  Reihe  Aix  +  ^2^^  +•••  gemacht 
wurde.      Allein    ebenso,    wie    wir    bewiesen    haben,    dass 
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e  ** "  *^  ' '"  nur  auf  eine  einzigre  Weise  in  eine  nach  auf- 
steigenden Pot,enzen  von  x  geordnete  Reihe  entwickelt  wer- 
den kann,  können  wir  auch  beweisen,  dass  dies  bei  der  Ent- 
vrickelung  von  log  (1  +  A^x  +  A^x^  +•••)  ^J^r  Fall  ist. 
Welches  Verfahren  man  also  anwenden  mag  um  a^  9uf  inde- 
pendentem  Wege  zu  finden,  man  wird  immer  die  Formel  5) 
finden.  Nun  kann  man  aber  eine  independente  Formel  für  Or 
auch  dadurch  finden,  dass  man  von  a^  =ili  ausgehend,  ver- 
oiittelst^ der  recurrirenden  Formel  allmälich  a^^  05... a^  durch 
Ai^  Axi...Ar  ausdrückt.  Der  so  gefundene  Werth  von  a,.muss 
also  mit  Formel  5)  übereinstimmen.  Da  aber  die  Formel  4) 
immer  statt  hat,  sobald  die  Gleichung  3)  statt  hat,  so  gilt  dies 
auch  von  der  Formel  5). 

3. 

Das  Vorhergehende  führt   zu  verschiedenen   interessanten 
Anwendungen.    Ist  a;  <  1 ,  so  ist  (§.  84) 


%  (1  —  0?)  =  —  a?  —  -  —   g 


1  oifl      x^ 

und  mithin 

«+-r+~+--  1 


e 


2      3  _ 


.  •  • 


,        SS  1-1-«  +  «»+  ....    (S.  55) 

1 — X 

Hit  der  Formel  1)  verglichen  ist  hier  «i  =  1,  a2  =   ^^ 

ar  =  —  und  iii  =  ^2  ==••••  =  ^  =  1 »  ^^^  convergirt 

r 

/p  -f.  —  4-  --  4-  . . .  selbst  wenn  man  alle  Glieder  positiv 
nimmt.    Folglich  ist 

h 

6)  Ar  =  l=S 


wo  die  Combinationen  aus  den  Elementen  ai  =  1,  02  =  ^%.. 
a^  =  —  zu  bilden  sind.     In  Worten  ausgedrückt  heisst  dies: 


wenn  man  aus  den  Zahlen  1  ^      ,  -^  ...  als  erstem  j  zweitem, 

drittem  Elemente  u.  s.  w.  in  vorgeschriebener  Weise  Combina- 
tionen  bildet  und  jede  Combination  der  Arten  Klasse  mit  1.2...i 
dividirt,  so  ist  die  Summe  der  hieraus  entstehenden  AusdrüdEe 
der  Einheit  gleich.     Man   setze  z.  B.  r  =  3,   die  Combinatio- 

nen  sind  also  aus  den  Elementen  a^ ,  02,  05  zu  bilden.     Nun 

i  2  8 

ist  ^Cp  =  05;  'Cy^  =  2aia2;  'CJp  =  aiaiai  also 

i,8l-2.:.*  "'"^1.2"'"  1.2.3 

und  indem  man  für  a^,  a^,  aj  ihre  Werthe  setzt,  erhält  man 
hieraus 

2  1  ^ 

3^     l  .  2     ^1.2.3  ^ 

Ist  r  eine  Primzahl,  so  kommen  in  der  durch  Formel  6)  aus^ 
gedrückten  Summe  nur  zwei  Glieder  vor,  welche  r  im  Nenner 


k 
*)  Wenn  man  ana     — —      diejeniga   Form   keraushebl,  bei    weU 

l  .  « •  * .  A 

eher  daa  erste  Element  a  mal,  das  zweite  b  mal,  das  dritte  c  mal  u.8.w. 

Torkommt,   so  dass    also   a-^26-^  3c-|-..  .  =  r,   so  ist  die   zu   dieser 

12.4 
Combination  gehörende  Permutationtzahl '—LJ. — . 

(Rap.  1  §•  9).  Da  aber  zugleich  das  erste  Element  den  Werth  1  hat, 
also  dessen  afache  Wiederholung  ebenfalls  =  1  ist,  das  zweite  Ele- 
ment aber  ==  —  und  dessen  6fache  Wiederholung  l^\    bedeutet  n.s.w. 

so  ist  der  Werth  der  in  Rede  stehenden  Form 

t  i  .  2  .  .  .  k  1  1  1 

— _ . ,     ^SZ *      ■'■'■      ■■     - 

2*^.3c....  1.2...<f.1.2.«.6. 1.2...C...  1.2...ft  2*^*3^..«  1.2..<i.1.2..6.1.2...e... 
der  in  Formel  6)  enthaltene  Satz  lisst  sich   daher    auch  in   folgender 

Weise  aussprechen :  Es  ist  t  =  ^ ■ — ,  wenn 

2*^  3^.1..«a.l..«6*1...c  ..•• 

das  Summenzeichen  die  Summe  aller  Ausdrucke  bezeichnet,  die  man 
erhalt,  indem  man  für  a,  6,  c,  .  .  .  solche  positire  Zahlen  (Null  in- 
begriffen) setzt ,  dass  a  '^  2b  -^  3e  -{-,,, ,  denselben  Werth  r  behalt, 
welches  auch  dieser  Werth  sej.  In  dieser  Gestalt  hat  J  a  c  o  b  i  den  Satz 
ausgesprochen  (Grelle  Joum.  f.  d.  Math.  Bd.  22.  S.  372.) 
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1  1 

enthalten,   nemlich    wenn   k  =  I    ist,    so    ist    ^Cp  =  —  und 

r 

r  1  1 

wenn  A  =  r  so  ist  *'Cp  ,--r =  :^-- .    Bezeichnet  man 

1.2...r         1.2,..r 

die  Summe  aller  übrigen  in  dieser  Formel  enthaltenen  Glieder 

durch  s,  so  ist  s^  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht,  ein 

Bruch,  welcher  nicht  den  Faktor  r  im  Nenner  enthält.      Man 

11                                        11 
hat  also   I  =       +  v— \-  s  oder  1— «  = (- 

Hieraus  folgt 

(\s).  I.2.3...(r-1)  =  l'g>->(>'-l)  +  l 

r 

Da  nun  der  Ausdruck  (1 — s)  1 . 2 . 3 . . .  (r  —  1)  kein  Bruch   mit 

dem  Nenner  r  seyn  kann,  so  muss  1 .2...(r— 1)-|- 1  durch  r 

theilbar  seyn.    D.  h.  das  Produkt  aller  ganzen  Zahlen, 

die  kleiner  als  eine  Primzahl  sind,  um  eine  Einheit 

vermehrt,   ist   durch    diese   Primzahl   theilbar,.      In 

der  höheren  Zahlenlehre  ist  dieser  Satz  unter  dem  Namen  des 

Wilson'schen  bekannt. 

Aus  log  (l-^-x)  =  X  ^-  y  +  —  — ....  folgt 

c         «        »  =    l    -\-   X 

Mit  Formel  1)   verglichen    ist   nun   a^  =  1    02  =  —  —  .  .  . 

r^l     1 

ö^  =  { — 1)      .  — ,   Ai  =  ]y   ii2=il5...==ilr  =  0  und  dem- 

r 

nach,  sobald  r  >  1 

h 
k       ''Cp 


l,r  1    •   .   .   » 


1        1  1 

WO    nun   die  Combinationen    aus  1,    —    « *  ir» r  •••  als 

2     6  4 

Item  2lem  3tem  4teiii  Blemeiitc  zu  bilden  sind. 

x^      «5 
Ebenso  folgt  aus  log  [\—x)  =  —  a?  —  ^  —  -«  •  •  •  •  oder 

c        o 


dass ,  sobald  r  >  1 ,  die  Formel 

0  =  i        ^ 


l,r  ^    •    •    •   * 

Stau  hat,   wo   die   Combinationen    aus  --  1 , , .   .. 

gebildet  werden.     Zu  ähnlichen  Anwendungen  führt  auch  die 
Formel  5).    Z.  B.  aus 

^  =  •  +  *  +  ,— 2  +  •  •  •  • 
folgt 

log  (\  +  X  +  j^  +  ....)  =  a? 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  Formel  3)  so  ist  ili  =  1 , 

1                               1 
-^=  \ — 7. -^  =  T^ fernerai  =  J,  02=0,  «5=0- 

Sobald  also  r  >  1,  hat  man  nach  Formel  5) 

k 

WO  nun  die  Combinationen  aus  den  Elementen  1,  ^p-^,  ..,. 

1.2    1 .2.  o 

zu  bilden  sind.    Ist  z.  B.  r  =  3  so  hat  man 

k 


Note  Vin. 
Zu  $.  113,  S.  118,  §.  126. 

1. 

Eine  reelle  Funktion  von  x  nennt  man  eine  Grösse, 
die  irgendwie  aus  d?,  welches  eine  reelle  Grösse  bedeutet,  und 
anderen  bestimmten  reellen  Grössen  zusammengesetzt  ist.  Haa 
bezeichne  eine  solche  Funktion  durch  Fx^  setzt  man  x  —  h 
statt  X,  so  geht  also  Fx  in  F{x  —  h)  über. 

Man  nehme  nun  an,  die  Funktion  Fx  sey  so  beschaffen, 
dass  sie  für  jeden  Werth  von  x,  welcher  zwischen  dem  hlei- 
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neren  Werthe  x=a  und  dem  grösseren  x:=sb  enthalten  ist, 
einen  einzigen  bestimmten  endlichen  Werth  hat.  Wenn  dann 
noch  ausserdem  für  alle  zwischen  a  und  b  liegenden  Werthe 
von  oPy  indem  man  A,  welches  im  Folgenden  immer  eine  po- 
sitive Grösse  bezeichnen  soll,  unbegrenzt  abnehmen  lässt, 
sich  F(x — h)  unbegrenzt  Fx  nähert,  so  sagt  man:  die  Funktion 
Fx  ist  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  eine  stetige  (conti- 
nuirliche)  Funktion  von  o?,  im  entgegengesetzten  Falle  ist  sie 
zwischen  diesen  Grenzen  unstetig  (discontinuirÜch). 

2. 
Die  Reihe 

1)  öo  +    öl^   +   ^5^*   -+"••••    +    ^r^  +    .    .    .    . 

sey  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  convergent  und  ihr  Werth 
Fx,  so  wird  Fx  zwischen  diesen  Grenzen  eine  stetige  Funk- 
tion von  X  seyn.     Setzt  man  nemlich 

fl 

0^^^/+'    +   «,+/■*"'    +....   =   «r(») 

so  wird  bei  wachsendem  r  der  Rest  R^x  der  convergirenden 
Reihe  unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken,  setzt  man  ferner 

Fr{x  —  A)  =  «0  +  «1  (^  —  A)  +  02(0? — A)  *  +  ...  +  «r  (^  —  ^f 
R,{x     h)  =  a^^^(x^hf+'  +  a^^J,x     Af+'  + 

so  ist  F(x-^h)  =  Fr(x^ h)  +  Rr(x  —  h)  der  Werth  der  Reihe 

«0 + ^1  (^ — *) + ^2  (« — A)  * + .  •  • + ör  (« — *r  +  • . .  • 

welche  ebenfalls  convergirt,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  A 
beliebig  klein  ist^  also  x — A,  wie  x,  nicht  ausserhalb  der 
Grenzen  a  und  b  liegt;  es  wird  demnach  auch  R^[x — A),  bei 
wachsendem  r,  unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken.    Nun  ist 

2)         Fx—F(x~h)  z=zF^  —  FJijX—h)  -f-  RrX  —  Rr(x—h) 

Je  grösser  man  r  nimmt  desto  kleiner  werden  R^x  und 
Rr(x — A),  mithin  auch  R^x^Rr(x — Aj,  aber  zugleich  wird 
FrX — Fr(x  —  A),  wie  gross  man  immer  r  nehmen  mag,  be- 
liebig klein,  sobald  man  A  beliebig  klein  nimmt.     Denn  es  ist 
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F^—Fr(x-h)  =  aix[\-(\—  *)]  -|-a2«*[l  -(1  -*)*]  +  ... 

X  X 

+  «,af  [l-(l--n 

X 
h.  h  h   ^    ' 

Die  Grössen  1 ,  (I )«...  (1—  -]     nöhern    sich   der 

X  X  X 

Einheit  unbe^enzt,  so  lange  r  einen  bestimmten,  wenn  auch 

noch  so  grossen  Werth  hat,  sobald  man  h  beliebig  klein  nioiint. 

h                 h  ^             h 
Nehmen  wir  x  positiv,  so  ist  1 <ll|  (1 )  <  l u.s.w. 

XXX 

h  ^ 
der  kleinste  dieser  Werthe  ist  (1 ) ;  ist  x  negativ   (wäh- 


rend h    immer   positiv    gedacht    wird)    so  ist   1  —  —  >  1, 

A  *  h 

(1  —  -)    >  1 U.S.W,  also  der  kleinste  dieser Werlhe 

w  X 

1  —  -.  Da  die  Betrachtung  im  Wesentlichen  für  beide  Ffilte 
dieselbe  bleibt,  so  soll  im' Folgenden  o?  positiv  gedacht  .werden. 
Setzt  man  zur  Abkürzung  1  -^  —  «s  A  so  hat  man  mithin 

X 

FrX  —  F^(x  —  h)=aix[l  —  k)  +  a2X^\-k^)...'\-arx''{l^^] 

Man  nehme  nun  zuerst  an  die  Glieder  der  Reihe  1)  seyen 
sämmtlich  positiv  so  ist 

•  Fr*  — F^(*— Ä)<(1— AT)  [aiX'\-a2X^...  +  a^xr] 

>{1— *)  {aix  +  a2X^...  +  arxr] 

da  l  -^k^  der  grösste  ,1  —  k  der  kleinste  unter  den  Werthen 
1  —  k,  1  —  k^  ...  1  — kr  ist.  Da  nun  aix  -\-  a2**-*4-  «r**^ 
als  Theil  einer  convergirenden  Reihe  einen  bestimmten  end- 
lichen Werth  W  hat,  dagegen  1  —  Ä**,  1  —  *,  wenn  man  h 
klein  genug  nimmt,  unter  jeden  angebbaren  Werth  sinken,  so 
sinken  auch  (I  — k^)W  und  (I — k)W  unter  jeden  angebbaren 
Werth,  also  auch  der  zwischen  ihnen  enthaltene  Werth 
F^x^F^{x  —  h). 

Enthält  die  Reihe  1)  auch  negative  Glieder,  so  bezeichne 
man  durch 


3»7 

das  Was  aus  ai  ä-  +  «2  ^  +  •  •  •  +  »i  ^''  ^^^^  wenn  man  alle 
Glieder  positiv  nimmt. 

Nun  kann  allerdings  die  unendliche  Reihe 

divergiren,  aber  die  endliche  Reibe 

wird,  für  jedes  noch  so  grosse  r,  einen  endlichen,  wenn 
auch  noch  so  grossen,  Werth  haben,  welcher  W  heisse.  Nun 
kann  man  aber,  indem  man  h  beliebig  klein  nimmt,  wie  gross 
auch  W  sey,  immer  (1 — k)W  so  wie  (1 — k^)W'  beliebig 
klein  machen,  also  auch  aix  (l  — *)  +  a2**{J  — Ar^)  .  .  . 
-\-.a^x^[\ — Ä*],  da  dieser  Ausdruck  zwischen  (1 — k)W  und 
(1  — lr)W'  enthalten  ist,  und  um  so  mehr  muss  aiir(I — k) 
-|-  02^:^(1  —  k^)..,  +  arX^{l  —  Ä**),  welches  theils  positive 
theils  negative  Glieder  enthält,  beliebig  klein  werden,  wenn 
man  h  beliebig  klein  nimmt*).  Da  also  hiermit  nachgewiesen 
ist,  dass  bei  beliebig  grossem  r  und  unbegrenzt  abnehmen- 
dem h  sowohl  RfV  —  Rf.[x  —  h)  als  FrX  --  F^[x  —  A)  unter 
jede  angebbare  Grenze  sinken,  so  folgt  aus  2)  dass  auch 
Fx  —  Flx  —  h)  mit  h  unbegrenzt  abnimmt,  also  nähert  sich 
F(x — h)  dem  Fx  unbegrenzt  oder  Fx  ist  eine  stetige  Funk- 
tion von  X, 

3. 

Die  Binomialreihe 

r  12 

2  mxr  =  1  +  ^35*  +  mx^  4-  .  .  .  . 
convergirt  (§,  64)  wenn  der  Zahlenwerih  von  jr  <[   1  ist  und 

r 

es  ist  demnach  2  ^fßx*"  zwischen   den  Grenzen  —  1  und  -^  I 

r 

eine  stetige  Funktion  von  x.  Nun  ist  2  ^^x^  jedenfalls  ei- 
nem der  reellen  Werthe  von  (l-j-a?)^  gleich;  wir  haben  aber 
schon  (§.  65)  bewiesen,  dass,  wenn  zwei  solche  Werthe  vor- 
handen sind,  immer  der  positive  zu  nehmen  ist.  Die  gegen- 
^  wärtige  Betrachtung  führt   noch  leichter  zu  diesem  Resultate. 

r 

Setzt  man  nemlich  jc  =  0,  so  ist  JS  ^fßx^  =z  1   also  dem  po- 

*)  Eine  ihnliche  Betrachtang  warde  schoD  in  g.  54  gebraucht. 
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sitiven  Werthe  tob  H  gleU.      Wire  mon  Ar   irgend  einen 
anderen  bestimmlen  (zwischen  —  1  nnd  -h  1  enthaltenen)  Werth 

r 

von  X  der  negative  Werth  von  (1+-^)^  ^^^  Reihe  S^^jF 
gleich,  wahrend  fär  x  —  A,  wo  A  unbegrenzt  klein  ist,   noch 

r 

2  ^S(jr— A)'*  dem  positiven  Werthe  von  (1  -f  x—Kfi  gleich 


wire,  so  wfirde  2^9^x — K(  sich  nicht  unbegrenzt  J?  * Sjv^ 
nähern,  also  könnte  ^  ^Sx**  keine  stetige  Funktion  von  orseyn. 

4. 

Wenn  ¥x  und  fx  reelle  Funktionen  von  x  sind,  so  ist 
Fjp  -|-  fx  A  eine  imaginäre  Funktion  von  x.  Sind  Fx  und  fx 
zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  fr  stetige  Funktionen 
von  X,  so  sagt  man:  die  imaginäre  Funktion  ¥x  -{*  /x.t  ist 
zwischen  den  Grenzen  x=a  und  jr  =  6  stetig.  Die  Funktion 
¥x  •\-  fx.i  wird  also  namentlich  eine  stetige  Funktion  zwi- 
schen den  Grenzen  a  und  fr  seyn ,  sobald  Fx  und  fx  die  Wer- 
the zweier  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  geordneter  Rei- 
hen ausdrücken,  welche  zwischen  diesen  Grenzen  convergiren. 


5. 

r 

Die  Reihe  £  ^^Saf  convergirt  fflr  jeden  reellen  Werth  von 
q,  wenn  x=  u-^-ei  und  [u^'\-f>^)^  <  1  und  ist  dann  einem 

der  Werthe  von  (l  -f  ti-{-iH)7  gleich  (§.  92).    Setzt  man  aber 

u  +  vi^micosf-i-smyß.f)  (vgl.  §.  104)  wo  iii  ==  (n«  +  e«)^ 
so  ist  s^  =  m^  [cos  rtff  +  sin  r^ ,  i).    Setzt  man  nun 

12  r 

Fm  =  1  +  'l^mcos^f'{'  ^i^m^cosZyß....  +  ^^m''cosr^  + 

12  r 

fm  =  ^»f»  sintfß  +  9'JBm»  «in  2yß  ....  +  ^95m''««r^+  ... 

r 

so  ist      2  ^^af  =  Fm  +  ftn.i 

r 

und  da  S  ^fßaf  convergirt,   sobald  m  zwischen  0  und  1  liegt 
so  müssen  auch  Fot  und  fm  zwischen  diesen  Grenzen  conver- 


i 
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giren,  also  ist  auch  2  ^^af  eine  imaginäre  stetige  Funktion 
von  m  zwischen  diesen  Grenzen. 

Setzt  man  aber  m  =  0  also  u^ +©'^  =  0  d.  h.  ti  =  0,  c  =  0 
(da  u^  und  f>^  nicht   negativ   seyn  können)    und  mithin  a;:sO 

r  

SO  ist  2:^a3x^=  1.     In  diesem  Falle  geht  aber  (1 -f-ti  +  t^tj^ 

r  

in  H  Qber.  Da  nun  2  f^o?''  dem  einfachsten  in  1^  enthalte- 
nen Werthe  gleich  ist,  nemlich  der  positiven  Einheit,  so  heisst 
das  mithin,  dass  in  dem  bestimmten  Falle,  wenn  tf  =  0^  0  =  0, 


die  Reihe  2  ^^a?  dem  einfachsten  in  (1  -f-  «^  +  ^^)^  ent- 
haltenen Werthe  gleich  ist.  Wäre  dies  nun  nicht  überhaupt 
bei  allen  Werthen  von  x  der  Fall,  welche  Werthen  von  m 
entsprechen  die  <1  1  sind,  so  müsste  bei  irgend  einem  sol- 
chen Werthe  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit   statt   finden, 

r 

Während  wir  bewiesen  haben ,  dass  2  ^^x^  für  alle  solche 
Werthe  von  x  eine  stetige  Funktion  ist.  Die  Formel  (§.  92 
Form.  7) 

(1  +  x)9  =  2  «»0?'' 
wo  X  ^=  u-]-  ei  isX  demnach  so  zu  verstehen,  dass  man  den 

einfachsten  Werth  von  (1  +  ^)^  d*  h.  denjenigen  welcher  dem 

einfachsten  Werthe  1  von  H  entspricht,  durch  (1  -|-  x)9  be- 
zeichnet. 

Unter  der  Voraussetzung  dass  m  <  1  hat  man  also,  in- 
dem man  m  costfß  statt  u  und  tn  sint/f  statt  e  setzt, 

3)         (1   +  ^  ^^*  tfß  -\-  m  sin  ip ,  i)q 

12  3 

=  1  +  9fßm  cos  tp  +  ^^^m^  cos  2tp  +  ^iBffi'  00*3^^  +  ... 

1         .  2  3 

+  •(^»ffi  s%nxlJ  +  ^»m^  sin  2tp  +  «'©m'  sin  3^  +  . . .) 
Setzt  man  nun 

[(1  +  m  cosipf  +  (m  «wi  yßf^^  —  (1  +  2«  cos  tp  +  «i»)^  =  s 


1 

+ 

m  cos 

1 

— 

cosa 

m  sin 

tp 

sina 

MO 

wo  unter  a  der  kleinste  Winkel  verstanden  wird,  imr  die- 
sen Gleiehnngen  Genttge  leistet,  so  ist 
4)        (l  -}-  m  cos  t/ß  -\-  msin  ^  ,  if 

i 
=  (1  4-  2iii  cos  t/f  -{-  m*)*   [cosa  +  st»  a.if 

:=  (1  -{"  2ifi  costfß  -f-  »*)*   (cos  ga  -|-  sinqa.i) 
Zagleidi  ist 

m  sin  Uß 

ig  a  =  ^ 


l  ^  m  cos  tfß 
und  (§.  105) 

5)  ^  a  =  Are  tg  - — ; ^ —  •). 

^  ^  1   +  ifi  cos  ^    ' 

Man  bemerke  noch,  ehe  wir  weiter  gehen,  dass  aUe  Torher- 

gebenden  Betrachtungen  ihre  Gfiltigkeit  auch   Mr  den  Werlh 

r 

fli  :=  1  behalten,  sobald  q  positiv  ist,  da  die  Reihe  2  ^Sx** 
auch  in  diesem  Falle  noch  convergirt  und  mithin  auch  dann 
noch  eine  stetige  Funktion  von  m  bleibt  (f.  92). 

6. 
Aus  dem  Vergleich  von  3)  und  4)  folgt 

6)  (1  -f"  2wcos^  +  m*)*  cosqa 

12  3 

=  1  +  l^m  cos  ip  +  f «w*  cos  2^  -f-  ^9?iii'  cos  3v/  +  .  •  . 

7)  (1  -f-  %m  cos  tfß  +  «»*)^  sinqa 

12  3 

=  9»m  sinift  +  «»m«  sin  2tfß  +  ^»m»  sin  Stp  +  .  .  . 
Setzt  man  ^  =  ^-  —  also  cos  ^  =  0 ,  sin  ^  =  :*^  1  so  ist 
nach  5) 


*)  Saat  man  statt  m  sm^f  und  m  rot  ^  wieder  ihre  Wertbe  v  und 
«  so  kano  man  statt  4)  auch  schreiben 

[»+«  +  «]?  =  [d  +u)'-^i^]^eo»{gArelgj^)  +  rin(qAretfj^)i] 
was  mithin  ebenfalls  den  Werth  vod  smiu-^-tif  ausdrückt 
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«  =  Are  ig  (:*^  m) 

und  da  M  <1  1  ist,    so  liegt  a   zwischen  —  -r-  und  — ,   da 

4  4 

ig  [±-  j)  =  ±l\.    Nun  geht  in  diesem  Falle  1  +  2m  co«  ^4- m^ 

in  1  +  m«  über,  aber  w«  =  {ig  o)«  also  1  +  m«  =  1  +  [tg  «)» 

(CO*  «)*  (Co*  «)*  7-      I  / 

= -rz.    Ferner  ist  costp  =  cosiW,..  =  co*(2i4-l)^ 

(co*  a)^  ^  ^  \       I     /  T- 

==  €08  (2*-|-  1)  —  =  0,  dagegen  ist  cos2ipz=z  co*wr  =  — 1, 

CO*  4^  =  cos  2yr  =  1  u. s.w.;  sintp  =  ±i  1 ,  *t»  3^=  ^;  1 
U.S.W.  *iii2^  =  *tii4^....  3BsO.     Berücksichtigt  man  diese 

Werthe  und  setzt  noch  statt  m  seinen  Werth  :t.  so  ge- 

hen  die  Formeln  6)  und  7)  in  folgende  über 

8  4 

8)  co*ya=(co*a)y— fa3(*tna)*(co*a)^« -h^a5{*ma)*(co*a)^*— .... 

1  8 

9)  sin qa  =  Hfb  9%n  a  [oos  a)^-^  —  y©  [sin  «)'  (co*  a)^"^  +  . . . . 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  Formeln  24]  bis  27)  des§.  118 
überein,  nur  dass  nun  q  nicht  blos  (wie  dort  n)  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  sondern  jeden   reellen  Werth   haben  kann  so- 

V  bald  a  zwischen  —  —  und  -^  liegt.  Unter  dieser  Beschrän- 
kung müssen  mithin  auch  die  aus  jenen  Formeln  abgeleiteten 
Formeln  35),  36),  37)  und  38)  ihre  Geltung  behalten,  d.  b. 
sie  gelten  für  jeden  reellen  Werth  von  n  sobald  a  zwischen 

—  —  und  —  liegt. 

Ist  q  positiv  und  man  setzt  m  =  1 ,  so  folgt  aus  6)  und  7) 

1  1  2 

(2  -|-  2  €0S  yß)^  cos  qa  =  \'\'Wcosyß  +  ^35 cos 2^/  +  • ... 

1  1  s 

(2  +  2  cos  ^)^  sin  qa  =  m  sin  ^  +  ^©  *i»  2^  -f  .  • .. 

26 


Stil  Xlß 

In  diesem  Falle  riebt  Form,  5)  dieser  Note  tgai=  ^r—. — ^-— . 

*  '  1  +  cos  ^ 

Nun  igt  (S.  100) 

(CO*  0?)*   =  '— 

ferner 

$in  2x  =  i  sin  X  cos  X 
also  wenn  man  2d?  =  ^  setzt, 

sin  t/f  =  2  sin  ^tfß  cos  ^^f 
1  +  costfß  =  2  [cos  i^f)^ 
Hieraus  folgt 

tg  a  =  tg.\tp 

TT  1t 

Aber  a  ist  zwischen  —  —  und  -^  enthalten.    Nimmt  man  da- 

her  an,  dass  ^tfß  zwischen  kn  —  —  und  kn  -j-  —  enthalten 

ist,  so  muss  a  =  \tfß  —  kn  gesetzt  werden.    Man  kann  da- 
her die  zwei  letzteren  Formeln  auch  so  schreiben: 

-tu  12 

1 0)  (2+2co« tp) ^cosq(-^--kn)  =  l -f-^ä^co* tp+ffb cos 2 ^  +  .. . 

-      tb  »  « 

11)  (2+2co»V)*««?(^  — H  =  «»»»»V  +  '»««2^+..-. 

WO  nun  -^  von  kn  —  -^  his  kn  -{-  -^  zu  nehmen  ist. 
A  c  i> 


7. 

In  $.  126  wurde  gezeigt  wie  man  irgend  eine  ganze 
positiYO  Potenz  von  sina  undco«a  aus  den  bekannten  Wer- 
then  von  wna^  sinTLa  ...  smna  und  cosa^  cos  2a...  cos  na 
finden  kann.  Die  vorhergehenden  Formeln  befähigen  uns  die- 
selbe Aufgabe  auch  für  gebrochene  positive  Potenzen 
zu  lösen. 

Man  bemerke  zunächst,  dass  in  den  Formeln  10)  und  11) 

der  Ausdruck  (2  -f*  2co<^)^  vorkommt,  welcher  immer  po- 
sitiv ist ,  da  2  -{-  2  CO«  ^  =s  2  (1  -|-  cos  ip)  und  der  Zahlen- 
werth  von  cosxff   mcht  >>  1    seyn  kann,   zugleich  der  ein- 


408 

fachste  W«rtb  der  Potenz   ![  genommen  werden  soll.     Nun 

« 

wurde  schon  1  -|>.  co«  ^  =  2  [cos  l^t/ß)^  gesetzt,  wofür  man 

auch  2  {±,cos^tff)^  schreiben  kann,  dann  ist  aber  (2-f-2  co^^]^ 
=  2*  (±-  cos  \tfß)l  ^  (±.  2  cos  \t//)9.  Da  aber  dieser  Aus- 
druck immer  positiv  seyn  soll,  so  muss  das  obere  oder  untere 
Zeichen  genommen  werden,  je  nachdem  cos  ^t/ß  positiv  oder 

negativ  ist,  also  je  nachdem  \yß  zwischen  2ln  —  —  und 
2ln  +  -^  oder  2ln  -|*  —  und  2ln  +  -s"  enthalten  ist,    wo 

C  w  'v 

/  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Man  bezeichne  irgend 
eine  reelle  Zahl  durch  p,  multiplicire  10)  mit  cos  p  und  11) 
mit  sin  p  und  addire  die  Resultate  indem  man  die  Formel  13) 
des  §.  95  berücksichtigt,  so  findet  man 

(2  +  2  cos  %py  cos  [q-^  —  qkn  —  p) 

1  8 

=:   cos  p   +   ^^   COS   (V'   -T-   P)    +    ^33   cos   (2^   —  p)   +    .    .  .  . 

tp  tp 

Schreibt  man  noch  cos  (p  +  jAn:  —  g-^)  sXüU  cos  (q-^ — qkn—p) 

und  setzt  —  =  x,  so  muss   also  x  zwischen   kn    -  —  und 
2  '  2 

to  -|-  —  liegen  und  es  ist  (2  +  2  co«^)*  =  (±i  2  cosx]^. 
Ist  also  i  =  2/  so  hat  man 

« 

12)  (2  cos  a?)?  cos  (p  +  Iqln  —  qx) 

1  8 

zin  COS  p  ^  ^8  cos  \^x  —  p)  +  ^©  cos  (4*  —  p)  +  . . . . 
wo  X  zwischen  2/7r  —  y  und  2ln  +  ^  liegt. 

Ist  dagegen  i  ;=  2/  +  1  ^0  ^^^  "^^^^ 

13)  .(—  2  CO«  jr)«  cö*  (p  -f  g  (2/  +  1)  tt  —  qx) 

1  2 

—  Co«  p  +  *S3  cos  ^x  —  p)  +  ?2)  cos  [\x  —  p)  +•  .  •  -  • 
WO  X  zwischen  lln  +  -^  und  2ln  +  -o'  ''^8'- 

26» 
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Setzt  man  p  =  ^jp  so  folgt  aos  IS),  wenn   x  xwiscken 
2*r  ^  ^  ond  21fr  +  ^  Uegt, 

1  s 

14)  (2e»f  4f)*cof  2^lns=co*  jx+^a5caf(j— 2)*+f a5eoi(j--4)jc+..,, 

and  ans  13),  wenn  jr  zwischen  2&r-f-  -^  und  22nr -(- —  liegt, 

1 

15)  (— 2cofJF)f  cofj  (2/+ l)7r=  cos  gjp  +  ^ö  cos  (j— 2)  x+_. 

Setzt  man  p  ^=  qx  -\-  --  und  bedenkt  dass  überhaupt 
OM  (a  -(-•—)  =  —  nua,  so  folgt  aus  12)  und  13) 

1  8 

16)  (2co*x)*sfii2jZ;rz:z  sfjigjir+«»«iKg— 2)jp+^nn(j— 4)x+... 
oder 

1  8 

1 7)  (— 2co*  xyitin  j{2/+ 1  )n=$m  jx+«a5«ii(g— 2)*+ffa5nii(g-4)jr 
je  nachdem  x  zwischen  2Ar  —  —  and   2ln  -}-  n~  ^^^i*  '^~ 

sehen    2fer  +  —   und  2irr  -|-  -^r  Megt.     Setzt   man  x 

stalte,  so  geht  co^^r  in  co%\^  —  — )  =;  «i n  «  über,  setzt  man 

zugleich  p  =z  qs  so  geht  cos  (2x  —  p)  =  cos{p  — 2x)  in 
cos  ((q  —  2)«  +  7r)  =  —  cos  [q — 2)«,  dagegen  cos  (4« — p) 
in  cos  ((?  —  4)  j?  4"  2nr)  =  cos(q  —  4)«  u.  s.w.  über. 

Macht  man  daher  diese  Substitutionen  in  12)  so  folgt 

18)  (2  sin  xf  cos  ?(  2/  +  1)  w  = 

1  2 

COS  qx  —  «35  cos  [q  —  2)  x  +  «85  co«  (j  —  4)a?  + 

wo  nun  X  zwischen  21n  und  (2/  -|-  \)n  liegt. 

Liegt   dagegen  x  zwischen  (2/-|- l)ir  und  (2/-f  2)nso 
folgt  aus  13)  vermöge  derselben  Substitution 

19)  (—  2  sin  xyi  cos  j  (2/  +  |^)  wr  = 

1  8 

cos  qx  —  y©  cos  [q  —2)  X  ^  ^"^  cos  (^  —  4)  »  +.... 
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Setzt  man  zugleich  p  =:  qx  -\-     -  und  «  —  ^  statt  x,   so 
erhält  man  aus  12) 

20)  (2  «in  «)?  m  gr  (2/  +  1)  «  == 

1  % 

sinqx  —  ^35  sin  {q  —  2)  x  -\-  9fß  sin  (y  — 4)  x  — .... 
wo  d?  swischen  2bt  und  (2/-f  l)iv  liegt,  und  aus  13) 

21)  (—  2  «tu  x)9  sin  g  (2i  +  ~)  n  = 

1  8 

«ifi  ga?  —  ^33  ««  (?  —  2)  a?  +  ^S  ««  (?  —  4)  ä?  — .... 
wenn  x  zwischen  (2/-{-l)7r  und  (2/-|-2jyr  liegt. 

Ist  ^  eine  ganze  Zahl,  so  stimmen  diese  Formeln  mit 
den  in  §.  126  überein.  Die  Formel  14)  z.  B.  geht  nun,  da 
cosZqbt  =5  1  ist,  in 

22)  2^cosx)9=  cos  qx  +  ^33  cos[q—2)x  + ...  +  ^fdcos[q—2q)x 
über.    Ist  q  eine  gerade  Zahl  =  2h   so   hat   diese  Reihe  ein 

Mittelglied  ^»  co*  (?  —  2  ^)  =  »35 ,  ist  7  eine  ungerade  Zahl, 

so    giebt   es    kein    solches   Mittelglied;     aber  jedenfalls    ist 
cos  [q — 2q\  x  =  cosqx,  cos  [q — 2(q — \)]xz=cos(q — 2)x 

q  q^l  1 

U.S.W.,  zugleich  »S  =  1,  »95  =  »95  u.  s.w.  woraus  die  Ue- 

bereinstimmung  der  Formel  22)  mit  den  Formeln  44)  und  45) 

des  §.  126  folgt.     Aehnlich   verhält  es  sich   mit  den  übrigea 

Formeln. 

Setzt  man  /  =  0  so   erhält  man    noch  aus  14)  und  16) 

die  bemorkenswerthen  Formeln 

1  2 

23)  (2  cos  xf  =  cos  qx  +  »95  cos  [q  —  2)x + »99  cos  [q—  4)  o?  + ... 

1  2 

24)  0  =  sin  qx  -f  »95  sin  (y  ~  2)  a?  +  »2J  sin  ( j— 4)  o?  +  ... 

welche  von  x  z=:  —  -^"1*^5«  =  -^  gelten. 

8. 
Wenn  man  in  det*  Formel  ($.  5  dieser  Note) 

(1  +  «)»  =  2*k><^ 


406 

9  =  f>i  setzt,   so  (filt  sie,  so  lange  (f?')^  <  1  ist,  also  so 
lange    der    Zahlenwerth    von    f>  <  1   ist.      Setzt    man    nun 

e  =  =  ^a  a,  so  behält  mithin  diese  Formol  ihre  Gel- 

cos  a 

tung ,  so  lange  der  Zahlenwerth  von  tg  a  <i^ ,  d.  h.  so  lange 

fi  n 

a  zwisclien  —  ^  und  -^  li^gt«     Unter  dieser  Voraussetzufig 

hat  man  also,  auch  wenn  n  keine  ganze  Zahl  ist, 

^  cos  a  cos  a  cos  a 

zugleich  ist^  nach  §.  113  Form.  27, 

[cos  a  4-  sina.if^  =  cos  na  -|-  m  na .  t 

Es  müssen  mithin  alle  Resultate,  welche  wir  früher  (§.  118 ff.) 

unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine  ganze  positive  Zahl 

ist,  lediglich  aus  diesen  Formeln   abgeleitet  haben,    auch    für 

andere  reelle  Werthe  von  n  ihre  Geltung  behalten,  sobald  der 

n 
Zahlenwerth  von  a  <  -r-  ist.    Namentlich  hat  man ,  den  For- 

4 

mein  24)  bis  27)  des  §.118  entsprechend, 

25)  cos  na  =  [cos  a)"  —  *iB  [cos  a)       [sin  a)* 
-f«»  [cos  af  *  [sin  a)^  —  .  . 

1  ,  3  , 

26)  sin  na  =  *•»  [cos  ap^  sin  a  —  «»  [cos  a)""'  [sin  a)^ 

+  »»  (cos  af^  [sin  a)«  —  .  .  . 

nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  nun  die  Reihen  nicht  abbre- 
chen. Es  verschwindet  daher  auch  der  Unterschied  zwischen 
geraden  und  ungeraden  n. 

Ausserdem  gelten  diese  Formeln  auch  noch  für  /^a  =  ±l, 

7t 

also  für  a=:±--jy  sobald  n  positiv  ist,  wie  aus  der  in  §.  5 
dieser  Note  gemachten   Bemerkung   erhellt.     In  diesem  Falle 

ft  7t  \ 

ist  sin  -j  ^=  cos  -^  ^=  :ry^  uud  die  Formeln  25)  und  26) 
verwandeln  sich  in 


1   ' 
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eoM{u  .  j)  =  (1).»  [1  _  4  +  4  -• ] 

sif^(n  .  ~)  =  (~)^  [-»--»  +  -»  —  ...] 


0. 

Da  ferner  wenn  a  j<  -.-  auch  sina<^l  ist.  so  lassen  sich, 

4 

n  »-1 

sind  ==  »  gesetzt,  die  Werlhe  von  (1  — »^*,  (1  —  **)  *   ••• 

noch  immer  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  eniwickeki,  auch 

i' 
wenn  -— ,  — —   .  .  .  keine    ganzen   Zahlen   sind.     Man  kann 

demnach   die  Resultate   der   $$.    122   bis  124    auch  auf  den 
Fall  übertragen,  wenn  n  keine  ganze  positive  Zahl  ist,  sobald 

der  Zahlenwerth   von  <>  <  -7-  (oder  auch,   wenn   n   positiv^ 

a  =  ±.  j)  und  findet,  den  Formeln  35),  36),  37),  38)  ent- 
sprechend, die  unendlichen  Reihen 

27)  cosM=l  -j  {sina)^  +      l.2.3.T^  ^^''''^ 

n^  (n»  _  2«)  («2  -  4)\  .     .^    , 
-     1.2,3/4,5.6     ^^--)'  +  -- 

28)  co8na  =  co$a[\ ^— --(mq)g+^    ,    J\.    — •^(^iia)^ 

(n^  ^  1)  (n^  -  3^)  (n«  -  5^) 
1.2.3.4,5.6 ^'•^  ^^    + ■' 

n  (||2  —  2*) 

29)  tiiiiia  =  CO»  a  [n  «tu  a -^ — - — ^  («n  o)' 

,    fi  (»»  -  2«)  (»«  -  4») 
+        1.2.3.4.5       (""  «^'  -  •  ;  •   J 

30)  «»no = II m a~  j^-y^ (m a)»+  ^^  ^  ^^^^  ^^ [na o)«— ... 
Da  der  Ausdruck  fco»  f>i +m  ©i.i)*  =  [cos  f>%f  [I  H .  i]'* 
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sieh ,  auch  wenn  u  keine  ganse  Zahl  ist,  noch  immer  nach  dem 

binomischen  Lehrsatz  entwickeln  lisst,  sobald  der  ZaUenwerdi 

•      •  • 

von '—  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  gelten  nadi  S.  129 

coset 

die  Formeln  25  bis  30  onter  dieser  Beschränkung  auch  dann 

noch,  wenn  man  et  statt  a  setzt. 

Dagegen  kann  man  hier  nicht  mehr,  den  Resultaten   des 

$.  125  entsprechend,   aus   den  vier  Formeln  27  bis  30   vier 

iieue  Formeln   ableiten,    da    sobald   n   keine   ganze  positiTe 

Zahl   ist^    auch   die   Formeln   cos  n  (—  —  a)  =  ^casnai 
sinn  (- a)  =:  ^  sinna  nicht  mehr  statt  finden. 

10. 

^    sin  na  n*  a'  n^  a* 

'*'  -T-  =  "  -  172.^  +  1.2.3.4.5  -  ••••  *  ^5 


Form.  5),  so  folgt,   wenn  lim  ( )  den   Werth  bedeutet, 


stn  na. 
n 

welchen für  «  =  0  annimmt, 

n  ' 

lim  ( — )  =  a,     Ist  aber  a  zwischen ^  und  —  ent- 

^     n     ^  4  4 

halten,  so  folgt  auch  aus  30] 
,.     ^sin  nov  ,     1   [sin  a)'    .    1.3  (sin  a)^ 

mitbin 

31)      a  =  sm  a  +  -  '— — ^  -f  ^ 


•     •     • 


2        3'2.4       5       

vermöge  yveloher  Formel  man  jede  Zahl  a,  die  nicht  grösser 

als  —  ist,  aus  ihrem  bekannten  Sinus  berechnen  kann«    Setzt 
4 

man  sina  =  z  und  bezeichnet  man  a  durch  Arp sin»  so  geht 
diese  Formel  in 

A  1    »5         1  .  3  »5 

^c  m  .  =  z  +   2    3   +  2— 4    5 

über. 


•  •  •  • 
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Auch  folgt  aus  29) 


lim  ( )  =  cosa  [sina  +  ^  (*wi  a)* -f"  ö~k  {sina)^.  .  .] 

n  n 

also  wenn  a  s wischen  —    r  und  -^  liegt, 

2  2.4 

32)    a  z=:  co9a  [sin  a-f-  -^^  (ma)'  +  ^-^  («na)*  .  .  .] 

Bezeichnet  b  eine  Zahl,   welche  zwischen  -j  und  -^  Keg^>  so 

ist  —  —  6  eine  Zahl  die  zwischen  0  und  —  Hegt,  setzt  man 

also 6r=a  so  kann  man  a  vermittelst  der  Formeln  31) 

und  32)  berechnen.    Nun  Ut  «in  a  =  cox  6  und  cosaz^mnb 
also  nach  31) 

j»        .  i    ,     l   (cw*)'    .    1-3  (CO«  6)5 

d.  h. 

*  =»  y  -  [«»6  +  y  "T"  +  274  ^-  •  •  •  -1 

und  nach  32) 

^  2  2.4 

—  —  6  =  ^11 6  [co«  6  +  ö^  (coi  b)^  +  ^ — ^  [cob  bY  .  .  .] 

also 

n  2  2     4 

6  =  2^  —  «in 6  [cosb  +  ^^  (co»6)»  -f  ^-^  (co*  6)^  .  .  .] 

Man  kann  die  Formel  32)  noch  in  folgender  Weise  umgestal- 
ten.   Man  multiplicire  mit  cos  a  so  hat  man 

2  2.4 

a  cos  a  =  [cos  äf  [sin  a  +  —  (m  o)«  +  ^— ^  [sin  a)*  -f- . .  .1 

o  o .  5 

Setzt  man  nun  1  -  -  [sin  a)^  statt  [cos  a)'  und  vereinigt  die  Glie- 
der, welche  dieselbe  Potenz  von  sina  enthalten,  so  erhält  man 

acosa  =  sina  —  -^  {*•*«)• —^ («•«<»)*— :^Vn^(«»o)^... 

o  o ,o  0.5 • 7 

oder 

**'*^rl        *    /  •      \2        1.2  ,  .      ..       1.2.4  .  .      ,^      , 
^  =  c^af'-3  <^««)'-3T5(^'*^)  -äXT^**^^)'-! 
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Nun  ist s=  tg  a  und  ebendeswegen  (eo$  o)*  = 


cosa        '  6      V        I        l-}-(^«)* 

also  («11  o)*  =  ,  V   ,      —  und  daher 

1  +  (t9  ö)* 

33)    a  =  «i,a  [1- 3   j-^—,-—(j^^-^^.) -....] 

80  dass  man  d^e  Zahl  a  aus  ihrer  Tangente  berechnen  kann. 
Eine  einfachere  Formel  zu  demselben  Zwecke  wird  in  der 
folgenden  Note  gefunden  werden. 

11. 

Verfolgt  man  das  Verfahren  ^  welches  hier  angewandt 
wurde,  weiter,  so  findet  man,  dass  man  nicht  blos  a  sondern 
auch  jede  höhere  ungerade  (ganze)  Potenz  von  a  durch  eine 
nach  Potenzen  von  sin  a  fortlaufende  Reihe  ausdrücken  kann. 
V^ill  man  z.  B.  eine  solche  Reihe  für  a^  finden,  so^^ebeftian 
YOn  der  Formel 

sin  na 

—  d 

—  n2  1.2.3        1.2.3.4.5^ 

aus.    Setzt  man  n  =  0  und  bezeichnet  den  Werth,  Vi^elchen 
sin  na 


a  — 


n» 


ja 


unter    dieser   Voraussetzung    annimmt,     durch 


stn  na 


lim  ( 5 J  so  hat  man 

sin  na 
a  — 

Um 


«  5 


V         n*         /         1.2. 


3 


Nun  folgt  aus  3Q]  und  31) 


sinna      U(n^-1),^._,,  .  »'3'- ('»'-0(«'-3*)(^^^j5_ 


"        II             1.2.3    ^''•'•-'    ' 

1.2.3.4.5   ' 

oder 

stn  na 

r 

, 

H            («na)» 

.2.3.4.5  (""«'*•••• 

»»          ■"  1 .2.3 
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also 

10  259 

o»  =  {«»  a)»  +  ^_  (ma)*  -f-  ^75^^77  (m  a)'' + . .  .  .  •) 

Auch  kann  man  auf  ähnliche  Weise  jede  gerade  Potenz  von 
a  durch  eine  nach  Potenzen  von  sin  a  fortlaufende  Reihe  aus- 
drücken.   Denn  aus 

cos  fid  =r   1   —    — -  -f- 


1  .2    '    1.2.3.4 


1  — -  co$  nn 
folgt^   wenn  man  den  Werlh,   welchen für  n  =  0 

■      ^   ■•  - /l — cö*iiav  .       .  , 

annimmt,  durch  nm  ( j  bezeichnet, 

\        u^        / 

,.       /l    —    COÄlklv'  o* 

'«"»(— ^2 — )  =  r-2 

und  ans  27) 

.1  —  CO»  na.  a*  (m  o)«  2» 

*«»  (—7.2—)  =  j-^  -  -o^  +  nTT3-:4  (^•'•^)* 

+   1.2.3.4.5.6^'^*"^    +••• 
also 

/  .      .«    .     2    /ttfidv*  .    2.4  (sina)^    , 


*)  Das  Gesetz,  welches   die  Goefficienten    in  dieser  Reihe  befol«- 

A     , 
gen,  ergiebt  sich  aas  $.  76  Form.  43.     Nennt  man  den 

Goefficienten  von  (sin  a)    ^   ,  so   ist  A    ,    die  Summe  der  Gombina- 

^         '  r-1 

tionen    ohne    Wiederholung   zur    Glasse  r  —  1    aus    den    Elementen 

1,  3*,  5*...(2r— I)«;  z.  R.  10  =  1  +  3»,  269  =  I  .  3*+  1.5»+  8«,  5«. 

Denn  A    ^  ist  der  Goefficient  von  n»  in  der  Entwickelung  der  rFak- 
r-l  " 

toren  (»*—  l)  (n«  —  3») . . .  (h*  —  (2r— 1)*).    Setzt  man  aber  in  der  er-^ 
wihnten  Formel  Oq  ==  —  1,  Bq  =  —  3»  u. s.w.  und  a^«  s=s  n»   so  er- 
giebt sich  aus  derselben 

(«2  _  I)  (»«  —  3»)  .  .  .  .  [n»  -  (2r  —  l,«]  =  C»  +  C»  n«^  +  .  .". 
wo  sich   die  Gombinationen  auf  die  Elemente  —  1 ,  —  3»,  u.  s.  w.  be- 

ziehen  und    wofür    man  (—1)'*  C^  +  ( — 1)         C^n*  +•••    »chreiben 
kann,  wenn  man  dafür  die  positifen  Elemente  i,  3»,  5»  u. s.w.  nimmt. 
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«ad  es  erigiebt  rieh  aas  den  YorheifeheBdea  wie  ihm  «^,  o^^. 
ebeaCrib  darch  Fortseixwig  dieser  BelnAtaiig  fadeo  ktanle. 

Note  IX. 
Cefcer  die  lerechMi^  der  UU  n. 

1. 

Die  Torhergebende  Note  enthilt  TerscUedeBe  Formeln, 
welche  ans  in  den  Stand  setzen,  den  Werth  der  Zahl  n  yet^ 
mittelst  conTergirender  Reihen   zn    berechnen    (vgl   f.  100). 

Setzt  man  z.  B  in  31]  statt  a  den  Werth  -^^   so  erhiit   man 

..n  1 

wegen  m  ^  =  p-- 

ir  _     1  1         I_    1  1_^         1  }_ 

4   ~  l72  "•"  2   *  2|/2   3    "*"  2.4  '  2»V^2  '   5   "*" 

Eine  einfachere  Formel  erhill  man  aus  32)  nemlich 
IT  _   1  2       I  2  .  4      1 

T  ~  2   +  3  •  2»  "*■  3  .  5  •  2»  + 

und  33]  giebt 

T~3"2         3.5W>'~3.5.7^2''        •"" 

Andere  theils  einfaehwe  Iheils  sUrker  converg^rende  Reihen 
erhält  man  ans  folgenden,  auch  an  und  fär  sich  wichtigen, 
ßetracbtongen. 

2. 
Versteht  man  anter  hg  (1  +  ^1   ^^^  einfachsten  Lo- 
garithmen von  1  -|-  »»  und  setzt  14-*»=^*  so  hal 
'man  ($.  113  Formel  26)  1^^'+-"^  =  e'^^*+^) 

oder  (1  +  vif  =  e'"^'+''^ 

und  demnach  (§.  93) 

(1   +  vi)9  =  l+q  hg (1  +  t>i)  +  ^  [log  (1  +  «»)]»+.... 

und 
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Aus  der  in  der  vorhergehenden  Note  gefundenen  Formel 

(1  +  x]^  =  2^^af 
folgt  aber,  wenn  man  x  =^  ei  setzt, 

(i+f>t)9  =  i+jvtH — fT'yi'^*)  T — 1~^2 — 3~l*'*)  +••• 

welche,  wenn  9  positiv  ist,   für  die  Zahlanwerthe   von  t>.  die 
nicht  ;>  1  sind,  gilt.    Hieraus  folgt 

Bezeichnet  lim  \- '- 1    die    Grenze,     welcher    sich 

[l  +  eM—1 

\ — ! — i unbeschränkt  nähert,   wenn  man  g  unbeschränkt 

9 
abnehmen  lässt,  so  hat  man  nach  Form.  I] 

da  die  Reihe 

1  [hg  (1  +  ri)]»  +  ^^  [log  (1  +  »i]»   -f-  .  .  . 

=»  f  [[log  (1  +  «»»1]*  +  I  [%  (1  +  «><)]•  +  .  .  .] 

wie    die     in     Klammern     stehende    Reihe    [log  {l   4*  ^]^ 

+  -|-  [log  (1  +  üi)]^  +  .  .  .  efaie    convergirende    ist,   ond 

mithin  verschwinden  muss,  wenn  man  q  =^  0  setzt. 
Aus  Formel  i)  folgt  aber 

4,    ,h.["+^-']-,<-M!  +  a!-!y 

Aus  Formel  3]  und  4)  erhält  man  daher 

=   2~4   +   6'" +  *^*  "•3   +  5"  ~  •  •  •> 

Nun  haben  wir  (nach  $.  106  Form.  18) 


•    •    •   • 
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log  (1  4-  «t)  —  log  [X  +  i)»)i  +  i.Are  tg  t 
und  nach  $.  83  Form.  12) 

log[l  +c»)^=  itoi,(I  +  p«)  =  ^_^  +  ^_  .... 

also 

fj5  ü^  ©7 

6)  i*rC   1^   C    =    f>    —    —    -f    y    ~    y    .    i    .   . 

oder,  wenn  man  Are  tg  e  :=::  a^  also  o  =  /^  a  setat, 

welches  eine  einfachere  Formel  zur  Berechnung  der  Zahl  a 
aus  ihrer  Tangente ,  als  die  in  der  vorhergehenden  Note  For- 
mel 33)  gefundene  ist. 

Aus  Formel  5]  folgt  auch  noch 

V^         «♦         «6  «5         1)5 

8)  %(l_ri)  =  --^-.+  ^-...-i(f)-^  +  ^" 
Also  nach  6) 

9)  Arctgf>^log'  ^         ^.-j^ /  =  _to^(__) 

3. 

Wir  machen  nochmals  darauf  aufmerksam,  dass  die  For- 
mel 6)  nur  dann  statt  hat,  wenn  der  Zahlen werth  von  v  die 
Einheit  nicht  übersteigt  und  dass  Arctgv  die  kleinste  Zahl 
bedeutet,  deren  Tangente  den  Werth  e  hat  ($.  105). 

Nun  ist  -Y  die  kleinste  Zahl,  deren  Sinus  und  Cosinus 

denselben  Werth  haben  (§.  99)  deren  Tangente  mithin  =  1 
ist,  folglich  können  mit  Hülfe  der  Forknel  6)  nur  solche  Zah- 
len aus  ihrer  bekannten  Tangente  berechnet  werden,  welche 

nicht  ausserhalb  der  Grenzen  —  -^  und  -^  liegen. 

Ist  t?  =  1  so  folgt  aus  6) 

10)  _«,  1  __  -|.  _--_...  . 

Mit  Hülfe  dieser   einfachen   eonvergirenden  Reihe   kann    also 


I 
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der  Werth  von  -j  mit  jedem  Grade   von   Genauigkeit    nähe- 

rangsweise  gefunden  werden  (vgl,  §.  100).    Wir  werden  aber 
später  zeigen  (Note  XI)  dass  n  keine    rationale  Zahl   ist  und 
sich  daher  überhaupt  nicht  anders  als   näherungsweise   durch 
rationale  Zahlen  ausdrücken  lässt. 
Aus  10)  folgt 

.  2^  ==  8  (1  —  aT  ^"  "5  ~  y  •  •  • ') 

und  hieraus  berechnet  man 

2n  =  6,28318  ... 

was  zugleich  die  Länge  der  Peripherie  eines  Kreises  ausdrückt, 

dessen  Halbmesser  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird  (§.  I6I]*). 

In  Formel  10)   sind  die  Glieder  der   Reihe    abwechselnd 

positiv  und  negativ.    Setzt  man  allmälich  r  c=  1,  2,  3  .  k.  so 

sind  die  positiven  Glieder  sämmtlich  in  der  Form  -1 -,  die 

4r — 3 

negativen  in  der  Form ^  enthalten.     Setzt  man  also  nä- 

4r —  1 

herungsweise 

ü        1         1  j.  1        i  j.       *  * 


4  3     '     5  7  '    4r— 3        4r— 1 

so  heisst  das,  man  berechnet  -r  aus  den  2r  ersten   Gliedern 

4 

der  Reihe.     Nennt  man  den  vernachlässigten  Theil  der  Reihe 

jR,  so  hat  man 

B__i ?_  4.    '  1 


4r-[-l         4r  +  3    '    4r  +  5         4r  +  7 


•     •     • 


*)  Man  hat  allmälich  die  Zahl  n  bis  zu  einer  sehr  grossen  Reihe 
Ton  Decimalstellea  bere€htt«t.  In  dem  Crelle^achea  Journal  för  die 
reine  u.  angew.  Mathematik  Bd.  27  S.  198  findet  man  den  Werth  bis 
auf  200  Decimalstellen  yon  dem  bekaonten  Kopfrechner  Oahse  be- 
rechnet. In  Grunert*6  Archiv  für  Mathematik  und  Physik  Bd.  25 
S.  472  findet  man  Bbgar  die  Berechnung  bis  auf  500  Decimalstellen 
fortgesetzt.    Die  ersten  Stellen  sind 

91  =  3,  14,159  26535  89793  23846  26433  83279  50288 
bis  dabin  hat  Ludolph  von  Gölo  die  Rechnung  ausgeführt,  weswegen 
diese  Zahl  auch  die  Ludolphinische  ge^nannt  wird. 
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also 


4r+l        4r-f3 


*       (vgL  §.  59) 


d.  h. 


R 


(4r+l)(4r+8) 
Setzt  man  nun  r  =  100,   d.  h.   braucht  man  zur  Beredinung 

von  —  die  ersten  200  Glieder   der  Reibe,   so  yernachlftssigt 

2 

man  mehr  als  777^ yk-  »=  0,  00001  .  •  .  . 

401  .  403 

Um  also  —  bis  auf  die  5te  Decimalstelle  genau  zu  Sjotden, 

muss  man  jedenfalls  mehr  als  200  Glieder  der  Reihe  10)  ver- 
wandeln, d.  h.  diese  Reihe  convergirt  sehr  langsam  und  es 
ist  sehr  mühselig  aus  ihr  den  Werth  von  n  mit  grosser  Ge- 
nauigkeit zu  berechnen.  Man  kann  aber  leicht  aus  dem  Vor- 
hergehenden stärker  convergirende  Reihen  finden. 

4. 
Aus  Formel  9)  folgt,  wenn  man  v  =  1  setzt, 

4         2i  ^  ^1  —  i^ 

oder  da  -. ;  =  % 

1  —  » 

II)  !^  =  -  logt  (vgl.  §.  103  am  Schluss) 


Man  setze  nun  t 


1  4.  ji  »       1-1-  2?»  —  j» 


^  ^l  -  qi^        l  —2qi  — 


9' 


so  folgt  hieraus  i-\-2q~^qH=sil-{-2qi-^^*  also  1—2^—^=0 
d.  h.  5r==|/"2  — 1,  also. 

ri+(V^2-i)n»    ...      „,    n  -h  (i/"^-i)«1 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  11)  subslitunrt 
__  2.-  %[,   _(^_,)J 


1J 


41T 
oder  nach  Ö) ,  wenn  man  |/2  —  1  (was  <  1  i«t]  gtatt  v  sejzf, 

d.  h. 

12)       "=K2-1-Ö^^^'  +  3^^=11'- 


:    •    •    • 


Setzt  man  näherungsweise  ~  =5r  |/2— 1 (^  )^ .... 

« 4y,_3 ii^Zl —  ^®  ^®^^  "**"*  ^'^^  2^  Glie- 
der zur  Berechnung  anwendet^  so  ist,  wenn  R  den  vernfich- 

lässigten   Theil    der   Reihe    bezeichnet,    Ä  <  (K^  — ')   

4r  +  T 

(vgl. §. 59).     Setzt  man  nun  z.  B.  r  =  3 ,  so  ist fi< ^^^~^)!.^ 

13 

d.  h.  Ä  <  0,0000009.      Man   erhält  mithin ,    indem   man   die 
sechs    ersten  Glieder   der  R^^ihe  12)  anwendet,   den   Werth 

von  ^  bis  auf  e4ne  Einhdt  der  sechsten  Decimalstelie  genau. 

Eine  nicht  so  stark  conver^irende  aber  bequemere  Reihe 
erhält  man,  wenn  man 

setzt,  denn  hieraus  folgt 

,  (»^i  ==  -  v=  (f^|)*  . 

und  demnach,  wenn  man  die  dritte  Potenz  entwickelt, 

—    (1— 3j»_3gr»+Sf«j)   »=    l^Sgi  —  Sgi  —  gti 

1 

also  Sjr«  ->  1  =  0  oder  g  «=  r-^. 

yd 

Hithin 

und 

27 


1 


4»« 


^  =  T/'S  (1  — '  -J_  J ? — A_ 

2         '^      ^         3  .  3  ^  3»  .  5        3«  .  7 


•    •    •     • 


+  _-! !_ ) 

a^^V— 3)        3       (4r  — 1) 
Wendet  man  hier  wieder  2r  Glieder  der  in  Klammem  .stellen- 
den  Reihe  zur  Berechnung  an,  d.  h.  .nimmt  man  die  Reihe  bis 

zum  Gliede m  ist  der  vernachlftssigte  Theil 

3*""^  (ir-l) 

1  n 

R  kleiner  als  .    Um  -rr    zu,  erhalten    mttssle  man 

3*"^(4r+l)  ^ 

1/3 
noch  mit  ^-—-  multipliciren   und   der  Fehler  des  Resultats  be- 

4 

l/3             1 
träge  weniger  als  ^-j-  •  .    Setzt  man  nun  wieder 

r  =  3  so  ist  ?-j-  .   -g — fj  =  0,00004 ,  d.  h.  man  er- 

hält  wenp  man  6,  Glieder  der.  Reibe  13)  anwendet,   —    mit 

einer    Genauigkeit,    die    um  weniger    als    5    Knheiten   der 
5  Decimalstellen    von    der   Wahrheit    abweicht.     In   der  That 

findet  man  _  (1  -^^  +  ^^  _  ^^  +  _____) 

=  0,39266 ....  Aus  dem  oben  gegebenei{i  Werthe  in  =  6,28318  ... 

folgt  aber,  wenn  man  mit  16  diridirt,  —-  =  0^39269  so  dass 

o 

der  Unterschied  nicht  4  Einheiten  der  5ten  Decimalstelle  beträgt. 
Andere   stark  convergirende   Reihen    ergeben  sich   durch 
folgendes  Verfahren.    Man  setze 

1  +  m  =  *(]    -f  pt)  (1  +  qi) 
1  —  Ol  =r  k{\—pi)  (1  —  qi) 

so  ist  1  =  i  (1  —  P?);  o  »=  A  (p  +  9)    ^1^0 

e  =s 

1  —  pq 

und 
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fat  also  0  gregeben  nnd  man  nimmt  p  willkührlich  ah,  so  kann 

man  hiernach  q  berechnen.    Setzt  man  dann 

l-\.gi  =  ki{l  +  p,ij  (l  +  4,i) 
1  -  5-i  =  *i  (I  _  p,,^  (j  _  j^i) 

fo  findet  man  ebenso  ^|  =  ^       ^^ 

J  +  «Pi 
Man  hat  demnach 


15) 


1  +  p«  _  (1  4-  P«)  («  4-  y) 

1  -;  et        (1  _  pi)  (1  _  y,-) 


e  —  p 
wenn  q  =a  - — j — "-.    Ferner 

1  +  ep 

L+ JL»  =  (^  +  p«l(i  +  Pi<)  (1  -f  gl«") 

1  -  ei       (1  ^  pi)(i  _p,i)  {1  _  y,,-) 
wenn  zugleich  fi  =  LZZ-EL     Ebenso  fände  man 

'  +  «»•  ^  (1  +  p»)  (>  +  pt»!  (1  +>2»i  njfi??) 

'  -  «        (1  -  pi)  (I   -  p,<)  (1  -  pai)  (1   _  ,2,-) 
wenn  auch  noch  yj  =  ^^-^ — --^     und 

16)      L+^  =  ^^"^P^^  (^+P'^  (^+P''')  (^.+  p»*')  (^ +  ?»'") 

^  1  -^  ei  {1  -pi)  (I  -piij  (1  -Pai)  (l'-psi)  (1  -- q,i\ 
wenn  ausserdem  5^  =  ^  '  ~  und  man  sieht  wie  dies 
Verfahren  fortzusetzen  ist. 

Ist  nun  z.  B.  0  =  1    und   man  nimmt  p  ==  —  so  folgt 

1  * 

(aus  14)  4^  =  —  und  nach  15] 

folglich 

4  =2i*'*(nri)=2i^<--T-:; +  «'"<- — \-) 

oder 

27* 


4         2        3  .  2*  T  5  .  2» 


•    •    •    • 


3        3  .  3»    '    5  .  8« 

Setzt  man  p  ss  p,  ==  pj  =  Ps  ^^  X  "'"'  *  ^=  1  >  *o  findet 

2  7  9  1 

man  j  =  j,  y»  =  j^,  ^2  =  46»  *s  =  — 239  «•so«««*  '6) 


und  demnach 


•  -  5  *      >  +  2r9  * 


1  -H  4-  <         ,         A  +  ^  i 


n         1     .,      /  5    x  1  /      '    239    \ 

.     *  -  5  *  ^  -  239  * 

~  ^  5         3  .  5«  ^  5  .  5«  •  •  •-' 

V239        3  .  239S  T^  5  .  2395  •  •    J 

welcher  Ausdruck  sehr  rasch  convörgirt.  Man  sieht  leicht 
dass  sich  aus  derselben  Quelle  eine  Menge  noch  stärker  con- 
vergirender  Reihen  ableiten  lassen. 

5. 

1  1      I         • 

Die  Formel  Are  ig  t>  z=^  —  log  (  .)  gilt  auch  noch, 

wenn  der  Zahlenwerth  von/r  grösser  als  die  Einheit  ist,  nur 
darf  man    alsdann   diesen  'Ausdruck    nicht    mehr   der  Reihe 

^  —  "ö^  +  T^   gleich  setzen.      Aus  .§.  106  Form,  18)    folgt 
o  5 

nemllch  für  jedes  t 

log  (1  -f  t>t)  =  log  (1  +  «T  +  i ^re  ig  t> 

%  (I  —  t>«)  =  hg  (1  +  t>2j^  —  t  Are  ig  c 

aIso>  wenn  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  abzieht. 


4tl 

Are  ig  V  =.  i  io,  (Lt^) 
Man  findet  ebenso 

Are  to  «  =  1  tofl  (  "^  "*) 
und  mithin 

Are  igv  +  Arctgu^l:  log  j!   +  '*]  j'   +-Ü!) 

«»         (1   —  t>i)  (l  —  m] 


=  2i  ^*  (; 7TV-) 


1  —  tw 


2«         (l  —  ei)  (1  +  ut) 


l  4-  T—, « 


1     —    r— j I 

d.  h. 

17)  Are  /p  t>  +  i*rc  tg  u  ^^  Are  tg         '    — 

t)  —  ti 

18)  ylrc  ^flf  e  —  Are  tg  u  =  Are  tg  ~ — 

1 

ist  tu  s=;  1  also  fi  s:  —  so  folgt  hierai)« 

l  n 

Are  tg  e  -\-  Are  tg  —  =  Are  tg  oo  =' -^ 

n 

stn  — 

<^a  ^9   o~  = =  "K-  =  OD  und  zugleich  —  die  kleinste 

2  jr         0  2 

eos  -r- 

Zahl  ist,  deren  Cosinus  Null  ist  (§.  99). 

Auch  diese  Formeln  kann  man  zur  Berechnung  der  Zahl 
ft  anwenden. 

Aus  der  Formel  6)  ergiebt  sich  nemlich,  dass  diefelbe 
desto  rascher  convergirt,  ejnen  je   kleineren  Bruch  man  MuH 

V  nimmt.    Kann  man  also  vermittelst  Form.  17)  z.  B.  -^  d.  h. 

4 


Are  ig  l  in  eine  Samme  von  Zahlrä  zerlegen,  deren  Tangen- 
ten kleine  ächte  Brüche  sind,  so  wird  man  vermiitelsi  Form.  6) 

den  Werth  von  -^  desto  rascher  mit  grosser  Genauigkeit  fin- 
den^ je  kleiner  Jene  ächten  Brüche  sind. 

Setzt  man  z.  B.  t?  =  — ,  i«  =  —  so  folgt  aus  17) 


5'  8 


i+' 


1                       1                       /^5     *     8n  ^  1 

Are  ig    -  +  Are  ^9  -^   =  Are  tg  l  j— j- V==  Aretg  — 


'-ä-8 


'  Ferner 

4  +  4 


Mc  'S'  2^  +  Are  ^9  J  ==  ^^  ^9  (  j — YJ  ~      ^^^  T 

also  j 

n  ^  1     .     ^  i     .      ^  1 

—  =s  ilrc  *^  y  4-  ilrc  *9  T  ^  ^^^  *9  'S 


Man  kann  die  Betrachtungen    des  §.  2  dieser  Note  noch 

verallgemeittern.      Schreibt    man    e  '^    '  '      '    statt 

1  +  2i»  CO«  ^  -|-  m"  und  tf^**  statt  eot  qa  -\- sin  qa ,%  so  hat 
man  nach.  Formel  3)  und  4)  der  vorhergehenden  Note,  sobald 
der  Zahlenwerth  von  m  <1  1  ist , 

=  1  +mm{cosyß -\- sin yßil+'ffdm^ieos  2i/ß'^ sin itff. %)-{-... 
Andererseits  ist 

Hithin  ist  auch,  wenn  man  in  beiden  Entwickelungen  die  Ein- 
heit  abzieht  und  dann  durch  9$  =  9  dividirt, 


4t3 

=  «»+ 2^M  1 + 2iii  co^^+ifi«)  4-  j^[a«+ 2  %(1 + 2»»  co^^+m«)]^  .. 
Selzt  man  also  ^  =s  0  so  folgt 

*Q)         2  ^*^*'  ^*  +  **"  ^^'  V'  +  «*)  +  «» 

•m2 


=  m[co$yß  -f"  «iwV'O s"  («^«2^^  +  sin2tfß.i)  +  .... 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  zwei^  und  zwar,   wenn  man 

den  Werth   von  a   aus   Formel  5)  der  vorhergehenden  Note 

nimmt,  so  folgt 

1  fn^  m' 

20)    — /0^(1  +2iii  coiy^+m^)  ssmeas  tfß——co$2^+—eos  Btff—,. , 


I  «• 


21)     Arctg'":^^^  =mifii^— '^  stii2tp  + '^«ii3i|^ 
l+9ico«^  ^2  ^3  ^ 

Die  Formel  6)  dieser  Note  folgt  aus  21)  wenn  man  tp  sc  -^ 

setzt. 

Setzt  man  in  20)  m  sss  1 ,  so  erhält  man  die  Foroiel 

K)    -e%  (2  -f-  2cos^)  =  cos^  —  -ö-  «?ös  2^  -f  q"  '^^^  ^^  —  — 
2  A  o 

welche  eben&Us  noch  gOltig  ist,  da  auch  die  Formein  3)  und 
4)  der  früheren  Note  ihre  Geltung  behalten  wenn  m  =:  1,  so- 
bald nur  q  positiv  ist,  und  wir  hier  in  der  That  kein  negati- 
ves q  zu  berücksichtigen  brauchen.  In  einem  bestimmten  Falle 
jedoch  hat  die  Gleichung  22)  keinen  Sinn  mehr,  obgleich  jene 
Formeln  ihre  Geltung  behalten,  nemlich  wenn  ^=^(2A-|-  1)fr 
wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Dann  nemlich  ist  co^y/ss:  —  1^ 
eos  2^  =  1,  00«  3^  s»  —  1,  eos  4^  =ts  1  ü.  s.  w«  stn  %p 
=:  sffi  2^  .  • .  =  0.     Die  Formel  3)  verwandelt  sich  daher  in 

0  =  1  -  W  +  ^»  .  .  .  .  =  (1  —  1)»        (§.63) 
Die  linke  Seite  der  Gleichung  22)   dagegen  geht  in  --  lg  (0) 

über,  während  die  rechte  Seite  —  {1  +  -=-  +  -^  +  ....) 
also  eine  divergirende  Reihe  wird  (§.  45).    Der  Grund  dieser 
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ErscheinuDg  liegt  darin,  dass  weil  oon  I  -}-2mea$tff  +^^  =^  0 
ist,  der  im  Obigen  benutzte  Ausdruck  e^  "■  '^•'▼^T  )  gejne 
Bedeutung  verliert. 

Setzt  man  in  22)  n  -}-  ^  statt  ^  so  erhilt  man 

—  log  (2  —  2  cos  ^^)  =  —  cos  i/ß  —  "s"  ^*  ^f^  —  o"  <w>s  3^  .... 
2  '  2  '  «5 

welche  Formel  nur  dann  ihre  Bedeutung  verliert,  wenn^=2i7r, 

wo  k  wieder  eine  ganze  Zahl  ist. 

Setzt  man  in  21)  m  =  I  so  folgt 

Nun  kann  man,  wie  schon  froher  bemerkt  wurde,  sin  \ff 
=s  tsin  \%if  cos  ^^fj   l  -f-eaf^ss:2  (cos^^^  setzen,  woraus 

7— — ^—-  =  — ^-  =  ig  itb  folgt,  vorausgesetzt,  dass 
\+cos^        cosi  ^  y   «r        6  1  6  I 

cos  ^^  nicht  Null  ist,  was  für  ^  =  di/r  der  Fall  seyn  würde. 
So  lange  tf;  zwischen  — n  und-^  li^S»l|    ^^^^  nt^n  also  statt 

23)  schreiben 

24)  Are  ig  {ig  ^t/ß)  ns  smtfß -- lsmi9/f^  ^simS^  — .... 

Man  darf  hierbei  die  Bedeutung  von  Are  ig  (ig  ^ifß)  nicht 
ausser  Augen  lassen,  wodurch  die  kleinste  Zahl,  deren 
Tangente  der  Tangente  von  ^tfß  gleich  ist,  bezeichnet  wird. 

ff* 
So  lange  tp  zwischen  —  n  und  n  liegt,  also  -^  zwischen 

—  ¥  ^^^  2*'  **^  daher  Are  ig  [ig  \ip)  =  ^^  und  mithin 

25)  \^ß  =^  sin  \ff  —  \sin2tp  -^  \s%n^%p 

da  es  innerhalb  der  Grenzen  —  —  und  —  nicht  zwei  Zahlen 

giebt,   welche    dieselbe   Tangente   haben   (§.  105).      Ist  aber 

^  IS  n 

tp  r=z  \ff'  ±.  2/7r,  wo  tp'  eine  zwischen  —  —  und  —  liegende 

Zahl  bedeutet,  so  ist  ig  \tp  z=:  ig  \^'  und  mithin  ilrc /^  (/^  (^) 
=s\yß'  zu  setzen,  so  dass  man  wieder  mit  Berücksichtigung 
der  Gleichungen  sin  [yß'  ±.  2ln)  =  sin  tfß\  sin  2  {^'  ±.  2ln) 
SS  sin  2^'  u.  s.  w.  auf  die  Gleichung  25)  zurückkommt. 
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Ist  ^  =:dt  fr,  so  wird  die  Reihe  m  ^^  ~  J  m  itp+'^sin-^t/ß—... 

vfie  jedes  einzelne  ihrer  Glieder  den  Werlh  Null  Jiaben^  die 

sin  tfß 
Formel  23)  bleibt  insofern  richtig  als    - — ; — in  den  un- 

'  *  1    +   CO«  V^ 

bestimmten  iiusdrack  %  übergeht,  mithin  Are  tg  (^)  auch  Null 
bedeute^  kann.  Dagegen  ist  nun  die  Formel  24)  und  die  aus 
ihr  folgende  Formel  25)  nicht  mehr  brauchbar. 

Setat  man  sin^f  ^  ^sin2i/ß  -^  ^sinätff.,..  zsiFitpi)  so 
ist  zwischen  den  Grenzen  —  n  und  n  diese  Funktion  von  ^ 
eine  stetige,  denn  es  ist  Fip  =  i^t/ß,  F(^^h)  =  ^(t/ß — A), 
also  wenn  h  unbegrenzt  abnimmt,  so  nähert  sich  F(i/J  -  h) 
dem  F^  unbegrenzt.  Bei  den  Werthen  yf  =z  ±Ln  hört  aber 
die  Stetigkeit  auf,  da  F{±.  n)  z=z  0  ist,  während  F[±.(n-'h)] 
=  ^1  ^  {n—k)  ist  iNote  VIII,  §.  1). 


Note  X. 
•ie  recipreken  Peteureiheii  and  die  Bemeallischen  Zahlen. 

Aus  der  Formel  21)  in  Note  VI  folgt 
sinx        ..         a?*.  ,..         x^  ,  ,.  x^ 


•••* 


und 

\sX  X  <n  so  kann  man  log  (l _),  log  (1  —  ^rr-^)u.s.w. 

nach  der  Formel  (§.  84) 

log  [\  —  x)   =   —  X^    ^  —  ^    .  .   .  . 

X^        X^ 

entwickeln,  indem  man  allmälich  —^.  ^rr-;;U. s.w.  statt  absetzt 

und  findet  demnach  •  ' 

sinx  x^         \    x^         \    x^ 

X 


%  — -  =  —  ^  -  "2 -jj:*  -  3'^  - 


1 


n» 


1   m» 

1      1    at* 

1 

1    «r« 

2»  «« 

2    2*  n* 

3 

2«  n6 

1    «» 

1         1     X* 

1 

1   «« 

3«»» 

•         •        •        • 

2    3*  n* 

3 

• 

•3«  »« 

•        •        •        • 

•  •  •  • 


Ihi  nun  diese  Entwickeinng  eine  Doppelreihe  bildet,  bei  wel* 
eher  alle  Horizontalreihen  conrergiren  sowie  aach  deren  Summe, 
•elbsi  wenn  man  alle  Glieder  positiv  nimaily  so  hat  man,  in- 
^m  man  die  Verticalreihen  addirt, 

sin  X  x^  11 

to^  __  »  ^  _  (1  +  ^^  +  „  +  .  .  .) 

1    ^  II 

\   x^  11 


oder  wenn  man 

J  +  4-  +   0-  +  4-  +  •  •  •  •  =  « 

«  o  4 

setzt, 

Nun  ist 

9%%  X               ^            x*^                   x^ 
log  ~^^  log  {\-  j-^3  +  ,   ^3^^  - ) 

Setzt  man  also  x^  =  ti,  so  hat  man,  wenn  x  <  n^ 


•  •  •  • 


*  ^  r  1.2.3  "^  1.2.3.4.5 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  Formel  3)   der  Note  YH, 
indem  man  w  statt  des  dortigen  x  setzt,  so  ist  nun  ^1  =s — j  ^  -, 

^^  =  1.2.3.4.5'  '"«f""*'"  ^•-  ==  (-^ ^^  •  1.2.3...(2r+l)- 


4«r 

-_  So  Sa  1         tr         -^. 

Ferner  «,=._-,  o,  =  -—,....  a,3=_  -  —      Die 

Formel  4)  jener  Note  g*hl  daher  in 
S 


Sr 


8r 
9V 


"^"'^       •I.2.3...(2r4-I)'*"^""*^''»r'*t.2...(2r-T) 


+  (-ir5..-^^....+(-i)'^*- 


j»*-l...(2r-3)*  •    '^^       '      »r-s*  1.2.3 


oder  in 


1)  Mr-.o  .o..i.=--^^ 


5      5  1        5  1 


1 .2....(2r+ 1 ) ~      «r^  8r.» •  1 .2.3       if-4 •  1 .2.3.4.5*" 


n.        n 


S2  1 


über^  wodurch  eine  recurrirende  Formel  für   die  Grössen 
^^  9  ^^    •  •  •  •  <S^2  gefanden  ist.      Ebenso   giebt  die  Formel  5) 

jener  Note  eine  i«dependent'e  Formel  zur  Berechnung  von 
S^    nemlich 

%r 

1    *«r  *  A-1      1      * 

„  _  -  =  i,_»      .J'CP 

wo  sich  nundieCombinationen  auf  die  Elemente  i4i  &=  — —--, 

1.2.3' 


Ä2  =  ^  ^  ^   .   ^  U.S.W,  beziehen. 


1-2.3.4.5 
Setzt  man  z.  B.  in  letzterer  Formel  r  =  I  so  folgt 


-  ^t  =  '4  =  ^i «  -    * 


»»  '^  *  1.2.3 

also 

S2  =  l+2i  +  3»  +  '-'  =  l6 
Setet  man  r  =  2  so  hat  man 

woraus 


folgt.  Bequemer  ist  es  natürlich,  sobald  man  einmal  $2  kennt, 
die  folgenden  Summen  S4,  tt.  s.  w.  ?ermittebt  der  recorrirenden 
Formel  1)  zu  berechnen.  Es  giebt  noch  eine  grosse  Anzahl 
ähnlicher  sowohl  recurrirender  als  iadependenter  Formeln; 
hier  mögen  noch  folgende  Platz  finden. 
Nach  Formel  20)  der  Note  VI  ist 

co.x  =  (l--.-)(.-3^)(1-^.).... 

map 

Setzt  man  nun  2'^x^  <  nr*  d.  h.  «  <  -    so  folgt 

8»a?*  Z*x*  .       2»«* 

logeotx  =  log(l ^)  +  %{!—  32ii«)  +  *'^(*  — 5^  +  -  • 

2«»«         1  ,   Z*x*         1      2««« 


»»           2  ff*           3        »« 

2«aj«         1  2*aj*         1      i^afi 

3*««  ~  "2  '  ¥ti*  ~  ¥  •  3«»« 

2»«»         1  2*«*  _   l_     2««« 

5»ff>  "~  "2  *  b*it*        J  *  5«a»« 


•  •  •  •  « 


•     •     • 


Sey  *,,  =  1  +  ^,  +  ;^  + 

Setzt  man  nun  «'  ss  «  wonaeh 

•^^^  *~r:2  +  rX3:4~-+    1.2..2r    : 
ist,  so  hat  man 

%(1  -  172  +  r  .  2  .  3  .  4  ••••+1  .2  ...2,^---^ 

2»sa  1      2**4.    o         l      2^*6    5 

;r*  2        TT*  ö        n^ 

Mit  Formel  3)  der  Note  Yll  verglichen  ist  nun  Ai  =  —  — , 

■    '        2^'"* 
ai  =  —  j  — ;p  , . .  allgemein  o,  =  -  -  .  -^^ 


41» 
Demnach  •rhiU  mao  aus  Formel  4)  jener.  Note 


"»•2-.2';         ,«••  "^    ^»r-«     "2        „ir-i    •1.13.4  • 
und  aas  der  dortigen  Formel  5} 

wo  sich    die  Combinationen  auf  die  Elemente  A^  ^s  ^ 

^2  =  .  o  a  j  U-8W.  beziehen.  Nun  steht  aber  die  Grösse 
s  iln  einer  einfachen  Bez^iehung  zu  S  /  Wenn  man  nem- 
lieh  von 

den  Ausdruck 

absiebt)  so  bleibt 


3  5 


=  K 


SO  dass  «     bekannt  ist,  sobald  man  S      kennt.     Man  findet 
also  z.  fi. 

:     3  »^      .  11' 

**  ==  4   ^'^  =  S"  =  *  +  3^  f  5"*  + 

•       »'•  :        .       •   .  :        :     •      •      .  ..•:  -    .    . 

.^2r . 

Setzt  man  in  3)  statt  «     sifeinen  Werth  ( ^  S     so  geht 

sie  in  ^ 


4ao 

n  TS 

S 

-<^       ~*'^2.w,-y;^:äU-+^~"'     "^""'^^«•|.2...(2r-2) 

über,  wodurch  also  eine  neue  Recursionsformei  zwischen  den 
Grössen  S     5     ^  . . .  j?2  gefunden  ist.    Ebenso  enthalt  For- 

mel  4)  eine  neue  independente  Formel  zur  Berechnung  von  5   • 
Zieht  man  von  S     =  1  -}-  _  -f  _  -f  —  +,.,. 

»r  gir  ^%r  ^8r 

*8r  2  2  2 

den  Ausdruck  2-—  =«-r;  +  -^+-^+--- 

^ar  ^ir  ^xr  g»r 

ab^.so  folgt 

Ist  also  z.  B.  r  =  1  so  findet  man 

2. 
Die  Summen  $2  9  S^...  .S     stehen   in  genauer  Beziehung 

zu  einer  eigenthflmlichen  Zahlenreihe  die  man,  nach  Jakob 
Bernoulli  (gest.  1705),  der  sich  zuerst  ihrer  bediente,  die 
Bernoullischen  Zahlen  nennt,  und  welche^ in  vielen  Unter- 
suchimgen  der  höheren  Aoalysis  vorkoanmen.    Setzt  man  nemlich 

'  .^2r-l  8r  *^ 

SO  ist  B^  die  rte  BernouUische  Zahl;  man  4at  also 

_  1  .  2      1    _    1       p    _  1.2.3,  4         1  _    I 

** TT  '  %   -  6'   ^* 25  '   90  ~  30 

und  kann  überhaupt  jedes  Br  aus  dem  bekannten  S  finden. 

Da  aus  der  Formel  2)  folgt,  dass  —  eine  rationale  Zahl  iist, 
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so  sind  mithin  nseh  Forrtiel  6)  aiieh  die  Bernoulliseben  Zählen 

rational    Setzt  man  atatt  —  seinen  Werth  ^~ — ^   ao  kann 

»r  1.2...  2r 

man  aus  dem  Vorhergehenden  sowohl  recarrirende  als  inde- 
pendente  Formeln  zur  Berechnung  von  Bt  finden.  So  folgt 
ans  Formel  1) 

^        '    •  1.2...(2r-|-l)  1.2.,.2r^l.2...(2r-2)  •  1.2.3 

+  (-  '^^^  '  1.2...V-1) 
woffir  man  aoch 

t^    9*'-^R    o"^»M2r-lL      .^«'■-5  2r(2r-l)(2r-2)(2r.3)„ 

7)   2       Br-2       . 77273»^.,+«       . 1.2.3.4.5    ~^,.j-  • 

achreiben  kann.    Aus  5)  folgt  ebenso 
I.2...2r    ~         1.2...2r  '  "*"  1 .2...(2r— 2)  1.2 


1.2.«(2r-4)  1.2.3.4      '  '      '        2  1.2...(2r-2) 

oder 

«r  tr-i  tr«S  «»«-8       2r.(2r— 1)    „ 

8)      Ci    -1)2       Br-^{2       -1)2         ._±__L5^^ 
+  (2       -1)2        .-|-^_Ä^^....+{_1)      .i;;;^^2j*» 

+  (-  ir  •  r  =  0 

die  Formel  2)  geht  in 

über    und  Aehnliches  gilt   von   Formel  4)   da 2     — 

-  _  1  f2"'-_  n  *'"'A  ist 
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Die  ulkn  ersten  BernoiiHifcheii  Zahlen  sind 

..|, 

""    ~  2730 

*        30 

».  =  ^ 

3617 
*»    -    510 

**-30 

_           43867 
*"    -    798 

**  ~"  66 

_            174611 
'^'°  -     330 

In  Crelle's  Journal  für  die  Mathematik  Bd.  20  SU  findet  man 
dieselben  bis  zur  3Isten  angegeben. 

.3. 

Wie  aus  dem    Vorhergehenden    erhellt^    Iftsst   sich    der 
Werth  von  S      genau  aKgebeo  sobald  man  die  Zahl  n    als 

bekannt  voraussetzt.     Nimmt  man  die  Bertioullischen  Ziablen 
zu  Hülfe,  so  folgt  au9  Formel  6) 

V~  ""^  '  1.2...2r  ~  ^  "^  j2r   "*"  3«r  "•" 

und  hieraus  folgt  weiter 

'2r  -       ^2r       *   ^'   '    I.2...2r  "    ^    +   32r  +  g2r  + 

Man  nennt  den  Ausdruck  r^j  ^o  ft  und  »  ganze  positive  Zah- 


len bedeuten,  die  reciproke  nte  Potenz  der  Zahl  ifc  und  die 
unendliche  Reihe 

*  +  2«  "^  3S  "^  4ii  ■•" 

d,i^  reciproke  nte  Poienzreihe  aller  ganzen  Zahlen. 
Diese  Reihe  convergirt  (§.  61)  und  ihr  Werth  soll  durch  5» 
bezeichnet  werden.  Während  nun  5^,  sobald  n  eine  gerade 
Zahl  ist,  wie  eben  nachgewiesen  wurde,  genau  bestimmt  wer- 
den kann,  lässt  sich  diese  Grösse,  wenn  n  ungerade  ist,  nur 


|33 

nftbenuigftwmse  bestiomienv  Um  so  merkwOrdiger  ist  e^  iäsg 
sich  die  Summe  aller  dieser  Reihen,  wenn  mao  allmälich  für 
n  alle  ganzen  Zahlen  2,  3,  4  .  .  .  setzt ,  aber  in  jeder  Reihe 
die  Biiiheit  wegUUtst ,  also  der  W^rth  der  unendlichen  Reihe 

auf  eine  sehr  einfache  Weise  angeben  lässt.  Setzt  man  zur 
Abkürzung 

80  soll  mithin  der  Werth  der  Reihe 

Jji  -f-  ^5  4"  -^4  +  .  .  . 
bestimmt  werden. 

Man  betrachte  die  Doppelreihe 

2«  ^^  25  ^  2*  ^  

1  1  J^      '  ■  \ 

"1     02     '     Q5  "«^   34  n"  •  •  •  •   •    . 


Hier  convergiren  sowohl  die    einzelnen   Horizontalreihen    als 
ihre  Summe.     Jede  Horizontalreihe  ist  nemlich    in  der  Form 

—  -J -4-  — 1-...  enthalten,  indem  man  allmfilich  2,3,4..., 

1        1:1  1  ' 

statt  X  setzt.     Nun  ist  —  J-     -  H -,,..  =  ^  sobald 

X  X^  X^  X — 1 

x>  !♦).    Mithin      '  "     "'' 

^^  x^'^  x^^  '  "  '   ~  X--1  X 

die  Summe  sämmtlicher  Herizpntalreihen  ist  also 

die  Doppelreihe  ist  demnach  convergent   und  zwar  der  Ein- 

*)  Dies  folgt  aas  $.  47.  wenn  man  dort  in  Forinel  11}  statt  m  den 
Werth  JL  setit. 

28 
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heit  gleidik,  und  man  erblll  aho  deAsdhen  Wertb,  wenn  man 
die  Verticalreihen  addirt,  d.  h. 

9)  1  =  211  +  ^5  +  ^4  + 

Dieser  Satz  lisst  sich  nocb  verallgemeinern.      Beieiehnel  p 
eine  positive  Zahl  und  man  bildet  die  Doppelreihe 

(p  +  1)«    (p  + 1)»  "^  (p  -H  »)*    — 

'      r«    -I-   9\2  ~   r«   _L   9\5  ~    ^«  _L   9.\4   ~   * 


•    •   • 


(P  +  2)»    '    (p  +  2)»    '    (p  +  2)' 
SO  ist  allgemein 

(p+*)*     (p+*)'  ^  (p+*)*  ^ p+*-J    p+* 

mithin  conrergiren  die   einzelnen  Horizontalreihen,   and    ihre 
Snmme  ist 

^p  ~p+i^  + Vn  "p+i^"*"'"^  p 

Es  convergirt  also  auch    die  Doppelreflie,   ihre  Summe  —  ist 

P 
zugleich  die  Summe  der  Verticalreihen,  welche  ebenfalls  con- 

vergiren  müssen.    Setzt  man  daher 

(H^  ■*■  ip+W  "*■  (p+3)*  +  ••••*=  -^  (p+t)-* 

so  hat  man 

10)  ^(p+i)"*  +  -s(p+ir'  +  ^(p+ir*+...  =  - 

p 

Im  Folgenden  wollen  wir  aber  bei  der  Voraussetzung  p  =:  1 

stehen  bleiben. 

» 

4. 

Betrachtet  man  die  Doppelreihe 

i  4.  1  J.  1  J. 

2»  -r  2*  -r  ^6  -r 

+1+1+1+ 

~  3«  ^  3*  ^  36  ~ 
+1+1+1+. 
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so  findet    miin   ebenfalls  dass    sie   emvergirl.     Hier  ifl   der 
Werth  einer  Horitontalreilie 

i  ,  1  .  i  .     _i._L.jL.. L_ 

««  "^  ^*  "^  ««  "•" x*"^Uc^f  "•"  (x«)*"*" »«  — 1 

also, -indem  man  staU  x  almiilich  2,  3,  4...  setzt,  derWerlh 
der  Doppelreihe, 

2iir[  +  ^iTi  +  4»^::i '^  "*' ~  y"^  8  "^  15  '^•>v 

Nun  ist  - — i  =  -^  (—- T ,-i)  "'«• 

«•—1         2   ^x — 1        «+.l' 

• ''        2«  _  1  +  4»  _  1  +  6»  —  1  "^  ■  '  • 
l  1  1 

*^5     3^"^ri  +  P~:ri  +  7»  -  i  +  •  •  •  • 

1  ,1      1.  .  t  ,1     U  ,  t  /i      »%  .         i 

■-..•.       3'.  .'1  . 

nnd  der  Werth  der  Doppelreihe  :=-j-     "^^  i^  zngleicb  der 

Werlh  der  Retli^  —  -f-  ^  +-  te  +••••  »»d  *^  Werth  der 

Summe  der  Verticalreihen^,  d.  h.  man  hat 

3                                        ' 
13J  -  =  1;,  -f  ^4  H-  ij;  + 

Da 

go  ergiebt  sich  tnch ,  dass  die  Doppelreihe 

1  +  1  +  1  -L 

+  -  +  -  +  -  +  ... 
+  35  ^  3«  ^  3'  ^ 

+  p  +•  45  +  4r  +  •  •.  • 
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IM 

Mtarergirt  wA  ihr»>Sniuie 

"T  öiöi      i\    r  777»      ixt" "'^^öö  T"  ö^  "r 


2(2»--I)  '   3(3»— 1)  ■  4(4»— I)  '  "       2.3  '    3.8   '  4.15 

statt  dessen  auch 

T  M   ~  3-' "^   6  W       4''"'"8  U~  5-'  ■'' 4 

setzen,  und  man  kat  daker 

14)  1  =  2^  +  .^5  +  ^  +  .  .  .  . 
Ferner,  wenn  man  14)  von  13)  akzieht, 

15)  i.  =  J,  -  JS,  +  J^  -  Js  + 


...  '5, 

Man  kan«  dem  durch  Formel  9)   angedeuteten  Satz   noch 
einen  anderen  Ausdruck  geben.     Setfet  man   nemlich  in  dem 

Bruche  — — r  fttr  n  alle  ganzen  Zahlen   von  2   an,  und  für 

X  alle  ganzen  Zahlen  die  >*  1  jedoch  keine  höhere  Potenz 
einer  Zahl  sind,  so  wird  -die  Summe  aller  so  erhatf  enen  Brücke 
der  Einheit  gleich  seyn.      Denn  man  bezeichne  diese  Summe 

durch  £  —■ — -^    Nun  ist 
«" — 1 

*     =-+—  +  —  +      -1  +  -1-4.-L    . 


also 

Nun  bedeutet  2 —  die  Summe  aller  reciproken  Potenzen,  von 

der  zweiten  an,  aller  Zahlen,  von  2  an,  welphe  keine  höhere 

1  - 

Potenz  sind,  2  r-^-    die  Summe    aller  reciproken  Potenzen, 

von  der  zweiten   an,   aller  Zalileri,    von   2  an,    welche  die 
zweite,  und  keine  höhere  Potenz  einer  Zahl  sind,  in  demsel- 


4i7 

1 

ben  Sinne  eathilU  2  t~^  die  Summe  aller  reciproken  Poten- 
zen aller  Zahlen ,  welche  die  dritte  und  keine  höhere  Potenz 
einer  Zahl  sind  u.  8.  w.  Die  Summe  aller  dieger  Reihen  1^ 
also  nichts  Anderes  als  die  Summe  aller  reciproken  Potenzen, 
Ton  der  zweiten  an,  aller  ganzen  Zahlen  von  2  an,  und  da- 
her nach  Formel  9) 

1 

Würde  man  die  in  2  -= — -   enthaltenen  Brüche   nach  ihrer 

ar—  I 

Grösse  ordnen ,  so  hätte  man  zuerst  d;=r2,  11  =  2  zu  setzen, 

i  1 

dies  giebl  -^,  dann  a?  =  2,  11  =  3,  dies  giebt  —,  dann  05=3, 
o  7 

fiss2  giebt  ^,  ferner  «=s2,  ii  =  4  giebt  ^v  u.s.  w.  so  dass 

,  _  1     .     1  1,1. 

*~3'  +  T  +  *8"''l5^**'' 

Versteht  man  unter  S  -r die  Summe  aUer  Brüche ,  die 

X     —  1 

man  erhält,  wenn  man  für  n  alle  ganzen  Zahlen,  für  x  alle 
ungeraden  Zahlen,  die  grösser  als  1  und  keine  höhere  Po- 
tenz sind,  setzt,  so  ist 

:s  — !—  «  ^  —  +  3  —^  +  jp^JL.  4- .  .  . 

a?«-_l  aj«" ;  (a?V  [x%^^  ^ 

1  1      .  \ 

nun  bedeutend  — -,  £  — TT"  '  *  *  bezüglich  die  Summe  al- 

ler  reciproken  geraden  Potenzen  aller  ungeraden  Zahlen,  von 
3  a»,  die  keine  höhere  Potenz,  öder  die  zweite  und  keinjd 
höhere  Potenz  sind  u.s.w.  Die  Summe  aller  dieser  Summen 
ist  also  nichts  Anderes  als  die  Summe  aller  reciproken  gera- 
den Potenzen  aller  ungeraden  Zahlen  von  3  an ,  d.  h. 

-  +  —  +  —  + 

^  5»  ^  (5*)»  ^  (5»)»  ^  '  •  ' 

-f-        •        .      i.        .    *    •        .  '       * 


X      —  1 

Min  findet  ebenso  «is  Werth  der  Summe  «Uer  reciproken  ge- 
raden Potenzen  aller  geraden  Zalilen^  die  Reihe 

— L*  -1—  +  .  .  .  =  4  (Form.  11) 

6. 

Bezeichnet  man  durch  Tr  die  Reihe  or  "J"  Ir  "^"  «i^  "^  •  •  • 

oder  die  reciproke   rte  'Potenzreihe    aller   geraden  Zahlen, 
80  wird  die  Doppelreihe 

2»  ^  25  ^  24  ^  •  •  •  • 
+  4«  +  p  +  44  +  *''' 

+  gi  +  6»  +  6*  "*" 


den  Werth  von  S'2  -\-  £'^  •\-  .  .  .  angeben.     Addirt  man 
aber  die  Horizontalreihen  nach  dbr  Formel : 

1  1.1 


-  =  ri+-,  +■ 


•    •    • 


a?  —  1         X        »*        05* 
indem  man  allmällch  o?  =  2,  4,  6  .  .  .  «eizt,  so  erhält  man 
als  Werth  der  Doppelreihe 

*  "*  I  +  ^  ~  T  +  y  "^  i  —  =  %  2  (f.  «8) 

also 

18)  T2  +  r3  +  T\  ....  =  log  2 

Bezeichnet  man  durch   ^"r  die   reciproke  rte  Potenzenreibe 
aller  ungeraden  Zahlen  von  3  an,  so  dass 

r'r  =  l  +  1  ^.  J:  ^.  _  .   so  ist  mithin   Tr  =  Jr  —  ^V 

6^       o**       7'* 

und  man  hat,  nach  Formel  9)  und  18) 


m 

der  am  Bade  des  iroriiergeheBden  f  gefnndeae  Sali  beiwt  uia 

20)        s'2  +  ri  -H  re  +....  =  i 

und  statt  der  Formel  IT)  kann  man  auch  schreil^en 

21)  :?''2  +  ^"4  +  ^"6  +....  ^  i 
Zieht  man  20)  von  18)  ab,  so  folgt 

22)  ra  +  -S'5  +...,  «  toj2  -  ^    . 
Zieht  man  21)  von  19)  ab,  so  hat  man 

23)  r'3  +  r'5  +....  =  -?  —  logi 

Man  findet  nach  den  früheren  Erörterungen  leicht,  das$  man 

1 
slatt  18)  auch  S  -~ — -  schreibea  kann,  wenn  man  hierunter 

die  Summe  aller  Brüche  versteht,  die  man  erhält,  indem  man 
statt  fi  alle  ganzen  Zahlen  von  2  an,  und  statt  x  alle  gera- 
den Zahlen,  die  keine  höhere  Potenz  sind,  setat,  so  wie  man 

statt  19)  ebenfalls  S  — — ~    setzen   kann,   wenn    damit    die 

'  05*  —  1  ' 

Summe  aller  Brüche  bezeichnet  wird ,  .welche  man  erhäl|,  wenn 
man  statt  n  alle  gaazen^  Zahlen  von  2  an  und  statt  »  alle  un- 
geraden Zahlen,  die  keine  höhere  Potenz  sind,  setzt. 

Setzt  man  in 

is=T ~ i« "'" i* "'' i«  **" «^^T-i    iTfi^ 

statt  «  allmaUck  die  Werthe  2,  6,  10  .  .  .,  «I.  h.  alle  ganxen 
Zahlen  voo  der  Form  i»  -\-  2,  so  folgt 

**)    2»Zri+6S=j+lÖ«^l"T 2^'~3"^5~^'*"-^-8 

(Note  IX  Form.  10). 

Zieht  man  diesen  Ausdruck  von  11)  ab,  so  hat  man 
1  1        ,  _  1         « 

WO  nun  für  9f  «löe  Zahlen  von  d?r  Form  4n  gesefzt  sind. 
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Setzt  man  statt  x  allmilich   3,  7,  11,  15  .  .  /-d.  h.  alle 
ganzen  Zahlen  von  der  Form  4m  -(-  3  so  findet  aaon 

_.         1       ,1,1.       _l,l        1,1        1      . 
^**'    pi::!  +  7»-l  +  IP^l  + 2^2~  4"''6"~8'"' 

Im         1.1         1         .         1  .      « 
=  4  (^  -  2  +  3  -   4  •  •  •)  =  4  ***  * 

nnd  wenn  man  diesen  Ausdruck  von  12]  abzieht 

hier  sind  für  x  aDe  Zahlen  von  der  Form  4ii  + 1  gesetzt 

7. 
Wenn  man  in  der  Formel 

«—1     «  ^  «*  ^  «•  ^  *♦  — 

—  •  stAtt  0  set^t,  so  wird  sie 

1    _i_j,_L_JL 

hieraus  folgt 

^1 1 i4.L_l4.i 

4  3-fl  "~      3  "f"  3»       3«  "*"  3*  ~ 


•  •  •  • 


4  —      5-  1  ~*  5  "*■  5»  "^  5«  "^^  5*  "*"•••• 

8            7-j-l  ~  *7    T"  7»        78   "•■  74  ~---' 

i 1_-  i  +  i+l.i. 

8           9^1—  9  ^  9»  ^  9»  ^  9*  ^•••' 


Denkt  man  sich  diese  Entwickelung  ins  Unendliche  fortgesetsl, 
indem  man  allmälich  statt  n  die  Werthe  0,  1,  2,  ^...setzend,' 

die  Brüche  ~  ^-J^^ ,   ^-^   in    der    angegebenen 

Weise  entwickelt,   und   addirt   man    alsdann   aHe  Ausdrücke, 
so  heben  sich  die  links  stehenden  auf,  und  man  erhält  demnach 
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+  I  +  I4.I  +  I  + 

3»  "^5»        7»  ~  9» 

''"3^"'"5*"^7^"'"9^"'" 


^ 


Nun  ist 

1,1       1,1     _,.      1,1       1,1       .    •         n      . 

f 

also    . 

2Ö)  4-1 3i'+"3^~3'* 

_  1  _  -L  _  i 

5»        6«         5* 

7«    »^  7g         746 


•  •  •  • 


•  «  •  « 


•  •  •  • 

5? 

1  _  J_  _  1' 

'  •     •     •     • 


9»        9»        9* 


» 


In  dieser  Entwickelung  sind  aUe  geraden  Potenzen  negativ, 
die  ungeraden  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sie  zu  Zah- 
len von  der  Form  4fi-^3  oder  von  der  Form  4» -|- 1  gehören. 

Man  hat  ferner  nach  Formel  12) 

^^^  4~3»''"3*"^P"'"'': 

.  +1  +  1  +  1  + 

«^  7a  ^  74  ^  76    '    •  •  • 


Terbindet  man  28)  und  29)  durch  Addition ,  so  folgt 

n         3  _    11  1    ; 

30)        4  ~  ~i  —  3^  ^  ^5  +  ^  + 


5»        5«        57  ^  "  •  "  • 

J^         I  1 

•■7»  ">    75  H"  TT  T"  •  •  •  • 

9«        9*        9'  ^  •  ' 
Verbindet  man  diesen  Ausdruck  mit  23)  durch  Addition,  so  folgt 

31)    J_to,2  =  2  [gV -f-i^+..+  ^+l+...+  l+i+...] 

WO  nun  alle  ungeraden  reciproken  Potenzen  aller  Zahlen  von 
der  Form  4ii-f-3  vorkommen.  Nun  ist  aber  zu  bemerken, 
dass  (4ii-|-3)^,  und  ebenso  jede  gerade  Potenz  von 4» -f  3, 
in  <ler  Form  4»  -f-  1  enthalten  ist,  während  (4«  -^  3)*  und 
ebenso  jede  ungerade  Potenz  von  4»  -f-  3  wieder  in  der  Form 
4n-\-9  enthalten  ist.  Man  wird  daher  statt  31)  auch  schrei- 
ben können 

1  -4-  _L  4-  -J-  J. 

3»  "^  (3»)»  ■'■  (3»)»  T"  •  •  •  • 

H"  95  +  na^  +  7ä5\T  +  •  •  •  • 


'    ^    _   logZ  SS    2 


3*    '   <3»)»     '     (35)i 


14-  1  4-  J-  4-  —  + 


p     m     • 


7»  ^  (78)«     '    (7*)' 

_l_    '    J-      *       4.     ^      4. 

+  75  +  (7i)F  ■+■  p9^  -f  •  •  '  • 


oder 

-  — %2  =  gTZTi  +  äiip  i-  3S_i  -T  3«-|-l^ 

1  1         ,        1         .         1       , 

+  tTITi  +  TiZfl  "•"  T»"^  "^  75  +  1"'"  ••" 

indem  man  nur  diejenigen  Zahlen  von  der  Form  4m  -|-  3  be- 
nutzt, die  kein«  höhere  Potenz  sind.    M4n  kann,  dies  in  Zei> 

chen,  wie  folgt,  ausdrttcketi.    Vef steht  man  unter  ^ -^jj^ — 

as        — 1 


und  S i die  Sunm«  aUer  Brüche,    die  man  erhalt, 

indem  man  in  diesen  Ausdrücken  statt  x  nur  Mtobe  ZaUett 
Ton  der  Form  4»  ^3  nimmt,  die  keine  höhere  Potenz  sind, 
statt  n  alle  ganzen  positiven  Zahlen,  so  ist 

32)  ^.,^i^2-^;^  +  2^^ 

=  £  ( ! + ! \  =  ^  ^^ 

Dieser  Satz  isl  von  Euler*).  Man  kann  durch  ähnliche  Be- 
trachtungen noch  drei  andere  Sfitze  finden,  die  ihn  gewisser* 
masaen  ergänzen.    Zieht  man  30)  ve«  23)  ab,  so  ergiebt'sich 

33)  __to^2--=2[_+-^-...+  _  +  ^+.,,+^+-+...] 

Hier  kommen  alle  ungeraden  reciproken  Poten«ett  aUer  Zah* 
Icn  von  der  Form  4ii  -}•  1  vor.  Da  nun  jede  Potenz  einer 
Zahl  von  der  Form  4ii  -f  1  wieder  von  der  Form  4ii  -f- 1  ist, 
so  hat  man  auch 

;    5«  ^  (5»)«  ^  (5«)»  ^  •  •  '  • 
3  1^  5«  ^  (5«)*  ^  (5»)»    T^  •  •  •  • 


r    9»  ^  (9*)»  ^  (9«j«  ^  '  •  ' 
T"  Q5  T"  ra«\i  ">"  «J?iT  +  •  •  •  • 


95  T    (9»)«    r  |5,,j, 


Versteht  man    daher    iinter   5  ■     .  . die   Summe    aller 

Brüche,  die  man  erhlllt,  indem  man  für  pralle  Zahlen  von  der 
Form  4»  +  1  (die  Einheit  ausgeschlossen )  die  keine  höhere 
Potenz  sind,  für  n  alle  ganzen  Zahlen  setzt^  so  ist 

*)  Comm.  Acad.  Petrop.  T.  9  p.  170. 
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3         Ug%         n                    \ 
'*'            4           2           8  *=  -*    *-+i     1 

X             —  1 

Mm  hat  feraer 

1                 1             111 
2+l~       3~       2        2»    '^2» 

1 

2* 

1                  tili 
4-l~3~       4        4*        4' 

1 

4* 

1                  1             1         I     .     1 

1 

6  +  1  ~       7  ~    /  6        6«    '    6» 

6* 

1                 1             11          1 

8  —  1             7""       8        8»        8« 

1 

8* 

•     • 


•     •     •     • 


Addirt  man  diese  Ausdrflcke  und  berücksichtigt  die  Gleichung 

ife^2==i(l-i-  +  1-1  +....) 
80  ergiebt  si 


I  I    .     *     I    1    . 

_l4_l_I_L. 

25   T"    4$  65    "T"    •    •    •   • 

+  1  +  1.1'. 

_  1  + 1  _  iL 

25  ~  45        6«  "^  '  *  *  * 


aber  nach  Formel  11) 


•  • '  •  • 


1-1+1+    ■ 

2  ~  2»  ^  2*  ^ 

+  4-«  +  i-*  + 

+  1  +  1  + 
^  6*  ^  6*  ^ 


•  •  • 


Subtrahirt    man    von   diesem  Ausdruck    den  vorhergehenden, 
so  folgt 


35)  !.(,  _to,2)  =  J-  +  ^^  +  ^l^+.... 


1  \  \ 


^      ''^*      TT     **'*      Tflr     *f"     k      V      *      • 


+  6i  "*"  6«  "*"  67  + 


Je  nachdem  man  diesen  Ausdruck  zu  22)  addirt  oder  davon 
abzieht,  findet  man 

37)|fei,2-l=:2[J,  +  ^,  +  p  +  ..  +  p  +  p+p+-] 

In  36)  kommen  alle  ungeraden  reciproken  Potenzen  (von  der 
dritten '^an)  aller  geraden  Zahlen  von  der  Form  4« +  2  vof^ 
in  37}  aller  geraden  von  der  Form  An. 

^un  sind  aber  die  Potenzen  einer  Zahl  von  der  Form  4n 
wieder  von  dieser  Form.  Statt  der  letzteren  Formel  kann  man 
daher  auch  schreiben 

Q  111 

—  to^  2  —  1  =  2  r 1 1 

2   »t/y  ^  L48  _  i  ^  8«  -  1  ^  12»  —  1 


•  •  • 


45  _  1    »   85  —  1   •   12«  -  1 

indem  man  nur  die  Zahlen  4,  8,  12  u.  s.  w.  benutzt,  welche 
keine  höhere  Potenz  einer  Zahl  von  der  Form  4«  sind.  Man 
hat  daher' 

38)  4  %  2  -  1  =  -S  * 


X  —1 

wenn  man  für  x  alle  Zahlen  von  der  Form  4«  nimmt,  die  keine 
höhere  Potenz  einer  Zahl  dieser  Form  sind,  und  für  n  alle 
ganzen  positiven  Zahlen. 

!■ . ' 
8. 

Fasst  man ,  die  wesentlichsten  Ergebnisse    der  vorherge- 
henden Untersuchung  zusammen,  so  hat  man  folgende  Sfttze« 


Wenn  man  die  Einheit  sowohl  ab  Basis  wie  als  Exponent 
ansschliessty  so  isC  die  Samme  der 

reciproiieQ  Potenzen  alier  ganien  Zahlen  =  1  (Form.  9) 

3 
reciproken  geraden  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  =  -j  (Form.  13] 

m 

reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  ==  —(Form.  14) 
reciproken  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  sas  fo^2  (Fdrin.  18) 
reciproken  geraden  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =:—  (Form.  20] 

reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =  toj^  2 — ^ 

(Form.  22) 

reciproken  Potenzen  aller  ungeraden  Zahlen  =  1  — fo^  2  (Form.  19). 

1 
Feoiproken  geraden   Potenzen  aller  «ii^eraden  Zahlen   =:  -r 

(Form.  21) 

reciproken     ungeraden     Potenzen     aller     ungeraden     Zahlen 
3 
—       —  log  2  (Form.  23) 

reciproken    ungeraden     Potenzen    aller    Zahlen    4n  -{-  S 

=  f  -  ^  (Form.  31) 

hg  2 
reciproken   geraden  Potenzen   aller  Zahlen  4ii  +  3   =  —^ 

(Forn^,  26) 

reciproken     ungeraden    Potenzen     aller    Zahlen    4«  ^  1    . 
3         log  2        n  , 

=  4 2 8   ^*^^*  ^^\ 

reciproken    geraden    Potenzen    aller    Zahlen     4n  -{-  I 
=  1  (1  —  log  2)  (Form.  27)  . 

reciproken    ungeraden    Potenzen    aller    Zahlen    in  -^  2 

loa  2 

=  -^  (Form.  36) 

reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n  4*2  =  tt  (Forin.24) 


4tT 

reciproken    angdradtn    iPöteiiteii    aller    Zalilefi    4fi 

3  1 

=  j  hg2  —  ^  (Form. 37) 

reciproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4«  ===  —  —  -  (Form.  25) 

■Han  sieht  leicht,  dass  sich  aus  dieser  2usainnienstellung 
noch  verschiedene  merkwürdige  Sätze  ableiten  lassen.  So  z.B. 
folgt  unmittelbar  ,  dass  die  Summe  der  reciproken  geraden 
Potenzen  der  Zahlen  von  der  Form  45+3  der  Summe  der 
reciproken  ungeraden  Potenzen  der  Zahlen  von  der  Form 
411  +  3  gleiek  ist. 

9. 
Aus  den  Formeln 

«—1         X         ««  ^  «•  ^  «♦  ^ 

1        1         1.1       1 


*     •     • 


<■•  /»»Ä  /■••  '■•4 


•     •     • 


folgt 

setzt  man  hier  statt  x  die  Zahlen  2,  3,  4  ....  so  folgt 

also  tiach  Form.  14) 

I  1  1  1 
^®^  rzTS  t  0:1  +  075  +  ••••=  4 
setzt  «an  o;  =2  2,  4,  6  .  .  ,  .  so  folgt  aus  Form.  22) 

und  wenn  man  d?  =  3,  5,  7  ...  setzt,  aus  Form.  23) 

^         2.3.4^4.6.6^6.7.8^  4        ^ 

Setzt  man^  =  !2,  6,  10  .  .  .  so  ist  (Form.  36) 

II  }  iog2 

*^^       TTiTs  "*■  sTO  "*"  9.10.11  "^  •*  "  '"4~ 


4«8 

setzt  man  0  ^e  4,  .8,  13  .  .  .  tmtik  ForaL  37) 

*^^     3X5  +  7X9  +  rr7T2i3+-'=4  *^*^- 2 

setzt  man  rc  =  3,  T,  11  .  .  .  .  nach  Farm.  31) 

'         2.3.4  "^  6.7.8  ''■  10.11. l«"'^*"      8  2 

setzt  man  a;  z=:  5,  9,  13  .  .  .  nach  Form.  33) 

^    4,5,6_       8.9.10  "^  12.13,1^"^*^~4         2  8 

In  der  Regel  leitet  man  die  Werthe  dieser .  fteiken  aus  viel 
höheren  Betrachtungen  ab.  Man  sieht  leicht,  dass  sich  aus 
ihnen  wieder  andere  merkwürdige  Reiben  ableiten  lassen. 
So  z.  B.  folgt  aus  42)  und  43) 

1  1  .  •  1  ^^19 


1.2.3  3.4.5     '    5.6.7       .7.8.9  .22 

aus  44)  und  45)  1 

2.3.4  4.5.6^6.7.8        8.9.10  ^••~       4 


10. 

•    1     ■ 
Versteht  man   unter  S  -— die   Summe  der  Brüche, 

2fi  «  '  ' 

X      —  1  ... 

welche  man  erhält,    wenn  man   für  a!  alle  gan^sen  Zahlen  die 
>*  1  und  keine  höhere  Potenz  sind,  für  n  alle  ganzen  Zahlen 

>1  setzt,  so  ist  zunfichst  wegen  ,-- "^ö"!""^"""^ 1 

0?  *— 1       •    »* — 1       »*+K 


auch  S  -z =  5-  i? -r  S ,  da  aber 

X    -l        ^        a?-~l         *       a?%l 

_J J_  ^1^  L    .    ±  4.  _L 

aj«  _  1        aj»  +  1        a?»  ^     an  "^     SU  "^     4i»  •  '  * 

^  .        X  0?,  0?. 

^X"  ^a«  "^      Sn  in  ""••;J   —  ^^  8»  +    i»    +  "  *  •' 

^  X  X  ^  '        X  X 

so  ist 


44Q 


=r  -S  4-  +  ^  -^   +*-?       '        4- 

«  (a?  )  (a:y- 

Indem  man  aber  in  dem  letzten  Ausdrucke  die  angegebeneo 
Werthe  von  a?  und  n  substituirt,  erhält  man  offenbar  die  Summe 
aller  reciproken  geraden  Potenzen  aller  Wahlen ,  die  recipro- 
ken  zweiten  Potenzen  ausgenommiDn.  Die  Summe  der  letz- 
teren ist  aber 

5     _  J_    ,     l     ,     1  n' 

^2   —  22    i"  p    '    4»  •  •  •  =^  "g 1    (§•  ^  dieser  Note) 

Mithin  nach  Formel  13) 

4ö)  S  — i -l^'^ 

«»        1         4  6 

OP      —  1  '  " 

und  nach  16) 

47)        S  — !—  =  2  — 12 ? =  ü*_  A 

a:"+l  a:--l  x^^^X        ^        « 

ferner 

Sucht  man,  unter  Beibehaltung  derselben  Bedeutung  von  x  und 

«,  den  Werth  von  S  — — -  abo  von  2  — 4-  2 

•.       3         ,                                                                     1 
+  2  —^ — =    +  ....   so    bemerke    man,    dass   2 

=  -^  ^  +  -2?  i~^  +  2  -—  +  .  .  .  =  ^2  ist,    ebenso 

2  3 

2  -T — ^  =  2  ^3,   2  — — T  =  3  24  U.S.W,  also 

*"  —  1  x^  —  1 

4Ö)  .S^^=l'2+  2^5+35++...  =  1  +  1  +  1  +.  • 
'      jp» 1         •*  '  •      *  ^  2'       3*       4* 

"'"^' 2* '^^■3*'^^'4* "*"••• 
29 
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Setzt  man 

OL ^     _ 

ik*  ^  *5    '    k* 


1       2    .  i  , 

S*  =  t;^   +   tj  +  t4  J> 


so  ist  mithin 

S  JLzl  =  52  4-  S3  -f  S4  + 

x" —  1 

Nun  ist 

1  111         _   t       2___L_ 

(l    -   -)   S*   =    j^-|rj^-4-4++--  — tn  *"*{*—  1) 

also 
und 

Ebenso  findet  man  S  tz^l^^^X    Setzt  man  nemlich 

12,3 
^»*"=  *5-  i5  +  44- 

so  ist       .       ,  ,  , 

ar* —  1 
Nun  ist 

1  1        - 1  *  -    —  1  —i  _i-_ 

(J  +  j)  ^1*   =*»2"~*5   +   **^ "*  *  +  l 

^'*   -   {*    +    1)» 

also 

51)  -2-   ^_j — =*-3S+4»T ^^  e-      ^*^2«'        6      f 

Zugleich  ist  i 

52)  2  ^~^i"^V'^  =  2-2  -  2^5  4-354 -  4^5  +  .  •  •" 

Verbindet  man   die  Formeln  49)   und  52)   durch  Addition  und 
Subtraktion  j  so  folgt  daher  mit  Rücksicht  auf  50)  und  51) 

n^         5 

53)  22  +  3-^4.  +  5^6   +    . . .  =  y  -  -^ 


4S] 


5  , 


54)  2,  +  2^5  +  3^7  +  .  .  .  =  -1 

lo 

Zieht  man  13)  von  53)  ab,  so  folgt 

55)        2,  +  2:s6>3:?8  +  ...-  =  ^-|i 

und,  wenn  man  l4)  von  54)  abzieht, 

56)  2,  +  22r^S2,  +  ....  =    * 

lo 

Aus  53)  folgt  noch,  wegen  J^a  = 1 

6  * 

57)  3:?,  +  5^6  +  7^8...=  |  =  :?3  + 3-^5  +  527... 
wie  sieh  aus  der  Addition  von  54)  und  56)  ergiebt. 

Multiplicirt  man  54)  mit  2  und  zieht  den  erhaltenen  Werlh 
von  53)  ab,  so  ergiebt  sich 

-^2  ~  22^5  +  3^4  -  4-2*5  +...=$_  I 

o  4 

Versieht  man  unter  2  —^  die  Summe  aller  Brüche,  dife  man 

ertält,  wenn  m«n  statt  a  alle  ganzen  Zahlen  von  2  ap  se^st, 
80  findet  man,  wenn  man 

57)  1-5  +  3^5  +  5^7  + =  1 

o  * 

von  53}  abzieht, 

^2   -   -Sl.+   3(2:4    -    -^5)    +   5(^6    -   27]    + 

=  ^^  +  3^?=1  +  5^^+  ...  =  ^   -   I  =  ^, 
a^  a^ .  c?  6 

und  mUhin 

^5  5=  ^2^  -:-  3-S5  -j-  5^5  —  ö-Sy  4"  •  •  •  • 
Man  kann  die  Formel  55)  noeh  unter  eine  andere  For«  brin-f 
gen.     Versteht  man  nemlich  wieder  unter  x  jede  ganze  Zahl 
>»  I ,  die  keine  hdhäre  Potenz  ist,  so  hat.  man 

1  „  1     .     _    1     ;^         [ 


^^   -  ^^^  =  ^i^  +  ^  f^*  ^  ^  te^4  + 


•  •  • 


««- 1 

u.  s.  w, 

29 
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mitbin 

I  1  «—1 

wenn  man  für  n  alle  ganzen  Zahlen  von  %  an  setzt.      Hithin 

58)  -^i^iCÖ-  12-16 

n- 1         n—  1         2(«— 1) 

Nun  ist  -— — ^  .  ,  =  -4^ ^  also 

a?"— 1         «»+1         a?2»— I  A 

59)  ^-j^  =  ^^^-2-^^,^j=-^(Form.50und58) 
Diese  Formeln  Hessen  sich  noch  sehr  vermehren. 


Note  XI. 
Her  Cotesische  und  loifre^sche  Lehrsati. 

1. 


In  $.  108  wurde  gezeigt,   dass  der  Ausdruck  1**    immer 

%lm 

n  verschiedene  Werthe  hat,    welche   in  der  Form   e  ^    oder 

cos  —   4-  sin  —  t  enthalten  sind,   wo    für   /  die  Zahlen  0, 
n  II  ' 

1,  2  ...  if — 1  zu  setzen  sind.     Bezeichnet  man  irgend  einen 

dieser  Werthe   durch  x,   so  sagt  dies,    dass   der  Gleichung 

jB»  =  l  oder  0?*  —  1=0   durch    die  verschiedenen  in  der 

Form  0?  =  e  **  enthaltenen  Werthe  Genüge  geleistet  wird. 
Verbindet  man  hiermit  den  in  %,  I  der  Note  VI  bewiesenen 
Satz ,  so  folgt ,  dass  man  den  Ausdruck  x^  —  1  als  ein  Pro- 
dukt von  fi  Faktoren   darstellen  kann,    die  sftmmtlicb  in  der 

Form  X  —  e  ^  enthalten  sind.  Unterscheidet  man ,  wie  in 
$.  108,  zwei  Fälle,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder  eine  un- 
gerade Zahl  ist  y  so  hat  man,  wenn  it=2ii},  die  zwei  Werthe 
X  s==  1  und  a?  =  —  1 ,  die  übrigen  n  —  2  Werthe   sind  in 

•      w^  'ihn  ^,      .     2kn ,  i»      ,   ,.    „, 

der  Form  cos  —  :^  stn  —  %  enthalten ,  wo  für  *  die  Wer- 
ft n 
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II 2 

the    1  bis  -y~  zu  setzen  sind.    Das  Produkt  der  zwei  Fakto- 

ren   o;  -  co,  ^-^-«„^^i  und  «  -  «,,  ?^  +  ««  ^-^  .•  i«t 

«  «  «  « 

aber  («  -  oo,  -^)V  («„  ?^)*=  x«  -  2  co*  ?^  «  +  I 
und  da  {«  — 1)  («+!)=  »«—1  so  hat  man  mithin 

Ist  dagegen  i»  ungerade  =  2ffi  +  1 ,   so  hat  man   ausser  dem 
Werthe    x  =  1    noch    n  —  1    Werthe,    die   in    der    Form 

oos  ~~  ±i  stn   —  t  enthalten  sind,   wo  für  k  alle  Werthe 
von  *  =  1  bis  A  =  m  zu  setzen  sind,  also  ist 

2)  *         .l=.{x-\][x»-2co,^-^x+]){x*-2co,^^s+l).... 
Nach  $.  113,  II  findet  man  ferner,  aus  den   dort   entwickel- 

r 

ten  Werthen  von  (—  1)»,   dass  ««  +  1   sich   in  n  Faktoren 
zerlegen  Iftsst,   und  zwar,  wenn  »  =  2iit,   sind   die   Werthe 

^         •     ^      o  (2*+l)7r  ^    .    (2A+1W 

von  X  in  der  Form  x  =  co$ — —  ±i  sin  - — -^—  i  ent- 

2ffi  2m  ^ 

halten,  wo  man  für  k  alle  Werthe  von  *  =  Obis*=»»— 1 

zu  setzen  hat.     Ist  dagegen  n  ungerade  =  2m  -|-  1  >   so  hat 

man  ausser  dem  Werthe  jp  =  —  1,  noch  2m  Werthe,  die  in 

.      _  (2*  +-l)7r  ^     .     (2*4.1)7r  . 

der  Form  co$  '— — -^  rt  sm  ~~-~-  i    enthalten    sind, 

cm  -|".i  2m  +  1  ' 

wo  wieder  für  k  alle  Werthe  von  At  =  0  bis  A=  m  —  1  zu 
setzen  sind.     Demnach  ist 

3)  *     +l  =  (x*-2co,  —  x-\^\)(x'-2cot~x-^\).... 

/  «      _       (2«  — 1)«        ,    ,, 
[x*-2cot^—^-  X  +  l) 
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4)  ir**"^ VlH*+l)(*^-^<«^«:7rTT*+  Ol^*'^-^ 


m+1 


2m+l 


(2m — \)n       .   ,, 


n 


7t+/ 


2. 

Diese  Sätze  lassen  eine  interessante  geometrische  Deu- 
tung zu.  Man  denke  sich  nemlich  einen  Kreis  mit  dem  Mit- 
telpunkt C,  dessen  Halbmesser 
=  1  gesetzt  wird,  und  dessen 
Umfang  ia  Zn  gleieha  Theile 
^so  der  halbe  Umfang  in  n 
gleiche  Theile)  gelheilt  ist.  Seyen 

PoPi;   P1P2;  "P^iP^   ^'®^® 
gleichen    Theile,    d^r   Winkel 

PoQ>i  ist  also  — ,  po^2=— 

U.S.W.  Man  nehme 
nun  einen  Punkt  P, 
innerhalb  oderausser«- 
halb  des  Kreises,  auf 

dem  Durchmesser poPn 
oder  dessen  Verlän- 
gerung und  ziehe  die 

Urnen  Ppi\Pp2,.Pp^^ 
so  istj  nach  einem  be- 
kannten    Elementarsatze 
[Ppi)^  =  PC'  +  Cp,^ 
man  PC  =  x  setzt, 


Fzi-f 


in    dem     Dreiecke    Pp^C^ 
2PC  .  Cp^  cos  p^CpQj  also  wenn 


n 


(/^i)2  =  x'  —  2cos~  X  -\-  1 


2n 


(Pp^)^  =  x'  ~  2cos—  X  -^  1 


n 


(Pp      )2  =  x^ 


2  cos  ' ~  x-^-l 


Mtui   B«hHie  zatral   an   der  Punkt  f  'liege  innerhalb   des 
Kreises. 

Ist  also  n  eine  gerade  Zahl  =2m  so  hat  man,  da  x* — 1 
=  iV»  -  PoC»  =  [PC  4-  poC)[PC  —  poC)  =  /^o- J^,,  nach  1) 

oder 

5)         (Po  O'"  -  CQ'"  =  ^Po  CP^)^  [Pp^f  . .  •  C^P^/  PPn 

Ist  n  =  2m  4-  1   so  folgt  ebenso,  da    l  — *  =  PoC  —  W? 
=  Ppo,  aus  2) 

6)   (Po  (f"^'  - (f ^""■'''  =  '^o  [pp2? [ppA'  ■ . .  [Pp^^y 

Ferner  nach  3)  wenn  n  =  2m 

7)      x'"+l  =(Pq""  +  {paC)"*=  (/ih)'(^5)'..-('V^/ 
und  nach  4),  wenn  «=  2m  +  1 ,  da  «  +  I  =PC-^Qtn  =  Pp» 

8)  x*''+'+i=[pq''''^\iPoCf'"'^'=(PpinPp^)UPp^,?PPn 

Da  Ppi  =  Pp        ;  Pp2  ==  fl»         u-  s.  w.  so  kann  man,  ohne 

die  Fälle,  wenn  n  gerade  oder  ungerade  ist,  zu  u^iierschei^ 
den,  statt  der  Formeln  5)  und  6)  auch  schreiben 

und  statt  der  Formeln  7)  und  8)  ,  ,. 

(PbCf  +  .iPCr  =  Ppi,Pp5-.  .  .  i^g^i 

Liegt  der  Punkt  P  ausserhalb  des  KreiseÄ,  so  bleiben  die  For- 
meln 7)  und  8)  unverändert,  dagegen  hat  man  in  den  For- 
meln 5)  und  6)  statt  (poC)*"*  -  (PC]*'^  nun  (PC)*"-(poC)** 

und  statt  (poC)''"+'  -  (/'C)»-+^  hun  (PC)'-+^-  m"^' 
zu  setzen,  weil  nun  Pp^  =  PC  —  p^G  ^  x  -^  1'  und 
*2  _  1  =  (Pdf  -  {PoC)''  ^  Pp»     PPo- 

-■'••■■  3.  ■•■    • 

Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  auch  der  Ausdruck  jc*H^il, 
wo  A  eine  reelle  positive  Grösse  bedeutet,  in  Faktoren  zer- 


45« 

legen,   ^etzt  man  nemlich  A^==a^  wo  a  reell  und  posiKv  ist, 

r  1 

so  ist  A""  zz::  a  .   V"  (§.  113), 

Indem  man  die  yorhergehenden  Betrachtungen  wiederholt, 
findet  man  hieraus 

,'"_o'*={*>_a»)(x«— 2a  «w— *4-o»)(*«— 2o  co»^-x-^ä*)... 
2W+1     2III4.1    ,       w  «  «>  2fr  „w  «  XI.  ^^  ..V 

(*-^'''''"2;;i^'+'') 

*     +  a     =  (JF*  —  2a  CO*  ^- jp  4-  a*)  (x* — 2aco*^-  *  +  a*).... 


f  o      «         (2»i —  1 )  fr      .     «, 


X 


2m 

/  «      »         (2m  — l)n  -^ 

Die  entsprechenden  Construktionen  bleiben  dieselben  wie  oben, 
nur  mit  dem  Unterschiede  dass  man  den  Halbmesser  nicht  =  1 
sondern  s=a  setzen  muss. 

Diese-  geometrische  Darstellung  der  Ausdrücke  «"qra'* 
als  ein  Produkt  von  Faktoren  wird  der  Cotesische  Lehr- 
satz genannt,  nach  dem  englischen  Mathematiker  Cotes 
(gest.  1716]  der  sie  zuerst  gegeben  hat. 

4. 

Die  Gleichung 

in  welcher  a  und  6  reelle  (positive  oder  negative]  Grössen 
sind,  verwandelt  sich,  wenn  man  «*  =  y  setzt,  in  die  qua- 
dratische 

y«  -|-  ay  +  6  =  0.. 
woraus 


IST 
folgt,  also  fiOr  y  wieder  seinen  Werth  gesetzt, 

9)         «-  +  |^k5Ei*«o 

Ist  ya^ — 46  reell,  so  setie  man  den  Ansdruck  -^ — , 

je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist,  «s  il  oder  =  —  A^ 
wo  A  eine  positive  Grösse  ist.  Die  Gleichung  9)  kommt  also 
auf  die  oben  betrachtete  Gleichung  x^^  A=:.Q  zurück ,  und 
mithin  kann  der  erste  Theil  dieser  Gleichung  als  ein  Produkt 
von  Faktoren  dargestellt  werden. 

Ist  dagegen  |/a^ — 46  imaginär,   also   a^  —  46    negativ, 
so  sey    c  eine  positive  Grösse  und   a^  —  46  =  —  c^  also 

a-:iz\/a^ — 46        «47©»     _  ^  ^  c 

^ s=     ^    .    Setzt  man  Are  tg  ^  =  q>  so  hat 

2  2  a 

man,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  wenn  i?t=s^ —     ' 

gesetzt  wird,  nach  §.  106 

a-^-ct  a — cj 

—-—  •=z±Lm[co%ifA^wii^.i\\  —^ —  =^1»  (coiy— my.i) 

mithin 

SS  [jc*  ±1  m  {cot  (p  —  m  9  .  i)]   [jp*  d..  m  (co*y  -f-  *«•  y. i] 
=  (x*:ti»co*9)*-f-  (wm  y)*  =  «**±:2jii  co^y  .  *"  -f  *•* 
Ans  9]  folgt  aber 

also  je  nachdem  a  negativ  oder  positiv 

jc*  =  m  [cos  (p  :t.  $in  (p .%) 

oder 

**  =  —  m  (cos  9  ±  SMi  9 .  i) 

Im  ersten  Falle  hat  man  mithin 


X  =  m*  (cos  —  ±-  »in  ^i)  1»  =  m»  e"~"  '  .  1" 
^        n  « 

im  zweiten 


1  1  JL     -H^i  1 

*  =  m»  (CO*  ^  -^  sin  ^ij  (-  !)•  =  m"  .«"»'  (-  l)" 

n  n 

also  da  1*  =   CO«  —  :±.  «i»  —  «,   wo  für  *  alle  Werlhe 

it  n 

von  ib  =  0  bis  k  *^  ^  z^  setzen  sind ,  und 

V 

~  (2*  +  1)  fr  ^     .    (2A  +  i)  7»  .        ^  ...     . 

(_  \]n  =  COS  ^ ' —  ±  sin  ^ —  %y   wo  für  k 

^        '  n  n 

alle  Werthe  von  *  =  0  bis  k  =  — g-   zn  setzen  sind,  so 
hat  man  im  ersten  Falle    .  i 

—  '+—  i        ^ 1  —     !j_ )  • 

oder 

-  (ß±2k7t^.q>^2kn 

X  =:  m^   \cos  '- ^^  ^»     '    'j  «i 

ebenso  im  zweiten  Falle 

X  =  m""    [cos  ^ ^ — ^^-^—  ^  stn «J 

Im  ersten  Falle  lässt  sich  also  das  Produkt 

[x""  —  m  [cos  (f  +  sin  (f.i)]     [x»»  —  m  [cos  9  —  sin  (p.i] 

=  x^^  —  2m  cos  (p.x^  '\-  m^ 

in  Faktoren  von  der  Form 

1  '     '  •■        ■ 

.c  -  m*   r«>«  Z.=:-_  +;  «in  ^    .   -      f]    und    von   der 


J  1 


-          rt)  rh  2*n:          .    w  ±^  ikn «        , 
Form  Ä?  —  m*  [co*  ^^^ — -^ stn  '^ — i]  verlegen, 

das  Produkt  dieser  zwöi  Faktoren  ist  aber 

x'*    —    2m*  cos  ?^— == a?    +    m**      «l^o      ,'«^sst      sich 
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^^n  —  2m  cos    g),x^  -^^  m^  in   quadratische   Faktoren    von 

1  2 

g)  ±L2kn 


der  Form  a?*  —  2m*  cos 


n 


X  -{-  m^    zerlegen.      Im 


zweiten  Falle  folgt  ebenso,  dass  man  das  Produkt 

[jF*  +  m  [cos  gt  -]-  sin  g).  i)]     [x^  -|-  m  (cos  g  -^  sin  (p,  %)] 
=  jp**  -f-  2m  CO*  y , «"  +  m* 

in  quadratische  Faktoren  von  der  Form 


x^  —  2m*'  cos 


n 


jT  -(-  m*  zerlegen  kann. 


Diese  Faktoren  kann  man  aber  wieder  geometrisch  dar- 
stellen. 

Man  nehme  von  einem  Punkte 
A  des  Kreises  aus,  einen  Bogen 

ÄpQ  =  —  und    theile   von  p^ 

aus  den  Umfang  des  Krpises  iti 
2n  gleiche  Theile,  so  ist  wie^ 
der,  wie  früher, 

n  2n 

PoPi  =  -)  P0P2  =—  us.w. 


also  ÄCpi  = 


g-^-n 


ACp2  = 


n 

9  +  27r 

n 


u.  s.  w.    Demnach 


Pp,a  ^  ^pcf  _  2PC  .  p^C  cos  ?^-±-^  +  (Pi^)* 


n 


[PP2?    =    [PC\' 


2PC  .  P2C  cos  ^  '^  ^^  +  ip^Cf 


n 


u.  s.  w. 


mithin^  wenn  man  PC  =  j?,  pjC  =  P2C  =  ...z=zm^  setzt, 

Jl  2 

(/^^j)2  =  jir2  _  2m*    cos  ^  X  +  m* 


(^Pi)^   =  X 


2 


1  2 

2m*   cos  ^^ —  a:  -f  w** 


n 
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(Pp^)^  =.  0?»  - 


2m"   cos  ^ — X  -{- 


n 


u.  s.  w. 


wodurch  die  einzelnen  in  den  Formeln 

1  ^  2 

y    4-    2*71 


x^  —  2m'*   COM 


x^  —  2m*    cos 


n 


X  -{-  m 


y  +  (2k+l)n 


x  + 


8 


Enthaltenen   Ausdrücke  construirt    sind.     Zugleich    sind   aber 
hierdurch  auch  die  in 

1  8 

x^  —  2m*    cos X  4-  tn^ 

H 
1  8 

x^  —  2m*   cos ^ — ±-J—  X  '\^  m^ 


enthaltenen  Ausdrücke  construirt,  denn  da 

(cp  —  2k7i,  w         2kn    ,      .    0)     .     2kn 

cos  ^ 1  =  cos  —  cos H  «»  —  «»  

n  n  n  n  n 

2k7t  ,„  2kn^  [n  —  *)  2n 

und  cos  —  =  cos  (27r )  =  cos —  ; 

n  n  n 


.    2kn  .     ^ 

s%n  —  ==  —  stn  (2n 

n  ^ 


2kn,  .    (»  ~  *)  2n 

— )  =  —  Mn  ^ i — 

n  n    ' 


so  ist      cos -)    rz    COS , 


n 


ebenso    cos 


y  ^  (2*+l)7r  _         y  +  (2(ii-t)-l)ir 


4«1 

also  da  n  —  k  positiv,   so  siod   diOse  WerÜie  in  4ea  schon 
betrachtoten  enthalten. 

Man  hat  demnach,  der  Punkt  P  mag  ianerhalb  oder  ausser- 
halb  des  Kreises  liegen, 
«*"  —  21»  CO*  y«»+»»»  =  (Pq^"*  —  2(piC)»(PC)"  «»y  +  (piC)»« 

x«f  -f  2m  cosifa^  +  m«  =  {PC)»''+2(piC)'»  (PC)"  co»9)+ (piC}«" 

Diese  Darstellung  von  a?**  -±  am  co«  yo?*  -f"  ^^  nennt  man 
den  Moivre'schen  Lehrsatz,  nach  dem  engHschen*)  Mathe- 
matiker Moivre  (gest.  1754);  setzt  man  <p=:0  ^Iso  cos  g>=\ 
so  geht  a?*»* ±  2m  cos  ya:'*  +  m^  in  x^^  J±2wa?'*  +  m^  =  (a?«  ±Lm)^ 
über,  und  man  hat  wieder,  übereinstimmend  mit  dem  Cotesi* 
sehen  Lehrsatz,  wenn  man  die  Quadratwurzeln  nimmt, 

x""  +  m:=  (pcr  +  (Po^r  =  ppi.pp5 " '  pp^^^ 

wobei,  wenn  P  innerhalb  des  Kreises  liegt,  (PoQ"  —  [PC]^ 
stau  (Pdf  —  {p^Cy  zu  setzen  ist. 

Note  XU. 

Verwaudlviig  der  hypergeoHetrischen  Reihe   in  einen  Kettenkmch. 

Beweis  der  Irrationalität  rerschiedener  Ausdrucke. 

l. 

In  Kap.  13  §.  158  wurde  gezeigt,  wie  man  jede  Reihe  in 
einen  Kettenbruch  verwandeln  kann.  Dies  schliesst  nicht  aus, 
dass  man  Reihen  von  bestimmter  Form  in  Kettenbrüche  ver- 
wandeln Icann,  welche  ganz  anders  gestaltet  sind,  als  dieje- 
nigen, die  man  nach  jenem  Verfahren  finden  würde.  Eine 
solche  Verwandlung  lässt  sich  mit  der  Reihe 

«(«  +  l)...(«  +  r-l)/>(/?-t-l)-(/?-f'-~l) 
■•■      1  .  2  .  .  .  r  .y  .  (y+l)  .  .  .  (y  +  r-1         '^"' 


*)  MoiTre  wurde  in  Vitri  in  der  Champagne  1667  geboren,  brachte 
aber  den  grössten  Theil  seines  Lebens  in  England  zu ,  auch  sind  seine 
Ari^eiteo  in  englischer  Sprache  geschrieben. 


I 


4M 

I 

m 

vornehniea,  weldie  man  die  hypergeomelriiche  zq  nen-- 
nen  pflegt  und  welche  die  wichtigsten  in  der  Analysis  vor- 
kommenden Reihen  als  besondere  Fftlie  enthilt.  Es  versteht 
sich  von  selbst,  dass  y  weder  Null  noch  eine  negative  ganze 
Zahl  seyn  darf^  weil  die  Reihe  sonst  Glieder  mit  dem  Nenner 
Null  enthielte;  dagegen  können  a und /?  jeden  endlichen  Werth 
haben,  sind  sie  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl,  so  bricht 
die  Reihe  ab  und  ist  also  eine  endliche,  im  entgegengesetz- 
ten Falle  ist  sie  eine  unendliche. 

Ist  die  Reihe  eine  unendliche,  so  wird  sie  convergiren 
oder  divergiren,  je  nachdem  der  Zahlenwerth  von  x  grösser 
oder  kleiner  als  die  Einheit  ist.     Wenn  man  nemlich  dasr+lte 

Glied  — ^ — - — ^-7—^ — ^  ^  ^  — -i — - — ^—^ — ^-x         durch  das  rte 
1.2...(r+l)/(y+l)...(y  +  r) 

«(«+!). ..(«^r-~l)/y  (/?+!).. .(/?+r-l) 

l.2-...r.r(r4-I)...(;'  +  r-l) 


a^dividirt,  so  ist  der 


^      .        («+»•)  (Ä+r)  '^      r       ^  r"^ 

Quotient  ;       ,    ;        [x  =  — — ; x.      Nun   nähert 

('•+1)  [r-^-A         I  I  y+i    ,    r_ 

r  r* 

sich  r-z mit  wachsendem  r  unbegrenzt  der  Ein- 

r  r* 

heit,  die  Grenze  des  Quotienten  wird  also  grösser  oder  klei. 
ner  als  die  Einheit  werden  und  mithin  die  Reihe  divergireii 
oder  convergiren ,  je  nachdem  der  Zahlenwerth  von  x  grösser 
oder  kleiner  als  die  Einheit  ist  (§.  49). 

Ist  d?  =  1  ,  so   kann   man  den  Quotienten   in   der  Form 

o     \     .   Is    T        darstellen.      Nach   8.  67   wfrd    also    die 

Reihe  convergiren,  wenn  / -|- 1  — («+/*>  1  d.  h.  ;'>>a+i^, 
in  allen  anderen  Fällen  divergiren. 


2. 

Die  Reihe  Ij  bleibt  ungeändert,  wenn  man  a  und  f^  ver- 


4^ 

tauscht.  Bezeichnet  man  diese  Reihe  dMrch  F(tt,'ß,  y,  x]  so 
hat  man  daher 

2)  F  (a,  /J,  y,  «)  =  F  (/?,  a,  y,  X) 

Setzt  man  in  der  Reihe  I)  /$  -(-  1  statt  ß  und  y  -\-  \  statt  y, 
90  erhält  man  eine  neae  Reihe,  welche  nach  dem  Vorherge- 
henden durch  F(ci,ß-{-i,y-\-\,x)  zu  bezeichnen  ist, 
und  man  findet  F  [a,  ß-{-  1,  y+1,  x)  —  F  [a,  ß,  y,  x) 
_a{r-ß)x        («+])(/?.fl)        («-(-l)(«|.2K/;-}-1)(/?+2)  , 

~r{r  +  ir'^    r+'i       ^     l.2.(y+2)(y+3    '^^•••^ 

d.  h. 

3)         F[a,ß+l,y^\,x)-F(a,ß,y,x) 

=  Y^(^^Fi<*+hß-}-hr+2,x) 

Hieraus  folgt  weiter 

F[a,ß,y,x)      ^a[y-ß)x  F{a+l,ß\.l,y+2,x) 
F{a,ß^l,y+\,x)       yiy+l)     i^(«,  /?+l,y  +  l,  x) 

oder  nach  Formel  2  ,      =    ^  ^'       ^^,7]  \    ^  '\^'  ! 

also 

A\    F{a,ß-\-\,y+l,m)  ^  ]1_ ^ 

*'  F(«,Äy,d>)  1  -a(y-ß}x  F{ß+\,a+l,y-\-2,x) 

yir+1        F(/J+l,a>+l,x) 
Seiet  iHin  ia  dieser  Formel  ß'\-l  statt  a,  a  statt  /S  und^'-f*! 
statt  y  so  findet  man 

'   Flß+h^r+h^)      \-iß+my+f-<»)xF{a-^l,ß+2,y+3,x) 

(r+l)(y+2|  F{a+l,ß\^\,y+2,x) 
Indem  man  aber  in  4)  a  +  1  statt  a,  ß  -{-  \  statt  /S,  und 
V  -{-  2  statt  7^  setzt,  ergiebt  sich 

F(a}-l,ß+2,y-\-S,x)_\ 

F[a  ^l,ß+l, y+2,x]     1  -{a+\){yj^\^}x  F(/?-|-2,«^2,y  f  4,x) 

(y+2)  (y^^3)     FiiS+2, a+1, y+3.i^ 

F(ä4-2,  «4-2,  y-|-4,x) 
nun  kann  man  wieder  „.\,   ■■ -^i r-5 —    nach  Form.  5) 

F[ß+2,  «-I-1,  y+i,  «)  , 

weiter  entwkfcehi,  indem  man  darin  ß  \-l  statt  /},  a-f-l  statt 
a,  y-^2  statt  ;^  setzt.  .  Auf  diese  Weise  kann  man  den  Aus- 
druck 4)  in  einen  Kettenbrucb  von  der  Form 
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f(tt,jM-l,r+».  «>)^1 

'         f  («,  A  y,  «)  l-fl.» 


1 — Ol« 


1— Oj« 


1— o,« 


1— 


entwickeln.    Hierbei  ist 

"       r[r  +  1)'    '  (y  +  l)(y +  2) 

„  _  («•fi)(r+ '-/>).  ^  _  (/?  +  2)  (y  +  2  —  «) 

'  ~      (r+ZKy  +  S)     '     '-        0'  +  3)(y  +  4) 
allgemein 

«    ^  («+»•)  (y +  >•- />)  ■-      _(/>■!- r+i)(y+»--tt-fi) 

«r  (y+2r)(y+2r+l)'  Sr+i  (;'4.2r+ l)(r+ 2r  +  2) 
Bleibt  man  in  der  Entwickelung  bei  a2^  stehen,  so  moss  man 
diesen  Ausdruck  noch  mit  ll''^'^l\''^T' '^^^^ 

multipliciren  um  den  vollständigen  Werth  von        ' -^ {— 

^(«,  P,  y,  a?) 

zu  erhalten;  bleibt  man  dagegen  bei  ^^  •    ^  stehen,  so  muss 

man  diesen  Ausdruck  noch  mit  —r—. — ,  /  TT    ,  ,' — ,  »    .  ^^ 

multipliciren.    Je  nachdem  das  Eine  oder  das  Andere  der  Fall 
ist,  hat  man  also 


^(«,  ft  y,  «)      l-«»o* 


1- 


-a       (P 

Sr-l 


l-«j^  Ft/J+r+ 1  ,«+H- 1  ,y.+2r+V) 
/i"(/J+r+l,  «+r,  y+2r+l,  >) 
oder 


4ti 


l-*id' 


1- 


F(a+r4  M+r+l,y+2r+2,ar) 


3. 


Ist  j?  =  0  so  ist  F(a,  /?,  y,  «)  =  1,  unter  dieser  Vor- 
aussetzung erhält  man  ms  7)  und  8],  wenn  man  y  —  1  statt 
y  setzt,  . 

9)  F(a,t,r,x)=^ 


1— ffl^a^ 


-Vi- 


l  —  GiX 

r 

2r-l 


l-a2rarir,r+l,a+ir+l,yf-er+l,a;) 


'm  .1 


F(H-l,«+r,y+2r,a!) 


oder 


1 


V. 


I  — 


■i  '1 


Hier  ist    a^,  ^  — ,  Oi  = 


allgemein 

{«  +  r)(y+r-I)      „  (r  +  1)  (y'+r-a) 


<*2r  == 


^-r.  a  = 


(y  +  2r- 0(^  +  2»-)'     2r+i        (r4-2r)  (y-|-2r+  II 

ao 
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Man  hat  aber  !  '        - 

und  es  ist  demnach  diese  Reihe   in   den  Kettenbruch  9]   oder 
10)  verwandelt. 


'\ 


4. 


Man  kaAn  F(a,  1,  r,  *)  ^^^^  »"   ®"n«»  KeUenbruch  von 
anderer  Gestalt  verwandeln.    Man  findet  nemlich 


und 

F(a,  ß,  r,  *)       ^       ß—tt-i  ^  F(«-i-i,  fty+1,  *) 
F{«+1, /»-l,  y,  •)  y  F(a+l,ß-l,r,*) 

Setzt  man  aber  in  4)  a  -|-  1  statt  a,  ß — 1    statt  ß ,  so  findet 
man  aus  7)  und  8j 

F{a+\,ß,r-¥l,m)     1  ^ 


") 


F(ai-l,ß'l,r^)     l-«o?_ 

1  -«1» 


1- 

'-«2^  F{ß+r,  a+r+2,  y+2r+2,  «) 
F(^  +  r,  a+r+l,y+2r+l,») 

oder 


12) 


%+l,/y-l,y,«)     1-a,« 


l^aj« 


1- 


"^     F  (a+f +2,  ß+r,  y+2r+2, ») 


wo  nun 


_  (a+r+l)(y+r+l-/y)  _       (/t+r)  (y+r--«) 

mithin  ^ 
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— -— — -^  I-— X  a=     l  '     >■' 4  JJ 

F[a-^l,ß~],r,x)  r  <•>  -r 

l-(«+i)(y+l^<q^  m^- 

J-/»{r-«) 


1— 


.    >+l){r+2) 


1- 

Setzt  man  ß  =  1,  also  F(a+1 ,  /»-  | ,  y,  a;)  =  1 ,  so  folgt 
hieraus  •' 

13)  F(a,l,y, «)=!+% 


1  —  On« 


1_  • 

•^-Oar»  ^r+1,  a+r+2,  y-{-2r-i-2,  a?) 
*Ir+l,o+r+l,y+2r+l,») 


oder 

14)  F(c,l,r, »)=!+-» 


1— «0* 


1- 


•    •     • 


.t  / 


/ta+r+2,r+l,y+2r+2,*) 


5. 

'Kann  man  bei   unbegrenzt  wachsendem  r  die   Faktoren^ 
mit  welchen  a   m  und  a    ,m  in  den    Formeln   7]   8)  9)  10) 

13)  14)  muitiplicirt  sind,  vernachlässigen,  so  wird  durch  die- 
selben         L      J       V —   **"^  '^(">  ^^;*)  *^  ®"*^  unend- 

^(«7    Pj    r>    *) 

liehen  Kettenbruch  verwandelt.  In  Beziehung  auf  die  FVage^^ 
wann  diese  Vernacl^ässigung,  erlaubt  ist,  kann  folgender  Satz 
mit  Nutzen  untfewandt  werden.) 

Werin  F  einen  bestimmten  endlichen  Werth  bedeutet  und 
man  hat 
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15) 

'--  +  ^  +  6. 

^ 

a 

m 

und  der  unendliche  Ketlenbruch 

-1 

-1    '     • 
a  k 

m   m 

16) 

a  +  6, 

«1  4-  *a 

convergirl,  so  wird  bei  unbeg^renzt  wachsendem  m 


• 


seyn,  wenn  figi  ^^^  wachsendem  m  imin^r  grösser  wird,  und 
zugleich  a^b^  ein  endlicher  Werth^  (oder  Null)  ist,  w&hrend 
k^  ^l  und  endlich  ist 

Aus  15)  folgt  nemlich 

,a   k   A     ,   -h  b   A 

„  flu    m     M-1  M     m-8 

"^  a   k   B        +  6    Ä   ~ 
also 

~  B„»  "~  a   k   B        4-  fr   Ä  a    ff        -4-  fr    B 

m    «    M-l  fl»    111-2  m     m-l  m     m-S 

rt     fr    (»     -1)  fi4         »      «— il        *        1 
m    m^  m  '  ^    m-l    m-2  m-2    m-l-"  y 

~  («AB        +  fr   ff      ]fi 

^  m    m    m-l  m    m-2'     m 

Nun  ist 

A      B    ^  --  A      B        =  ^-^ —\  ff      ff 

^m-l    m-2  m-2    m-l  Vff  ff        / 


m-l    m^8 
m-l  ^m-l 


mithin 
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S      B 


Ist  nun  i     ^  \  so   \s\  a   k   B        +  b   B        ^  a   B    ^ 

-f-6    fi    ^   d.  h.  "^  i)  .     Da   aber   B      mit  wachsendem   m 

immer  grösser   werden   soll,  so   ist  mithin 
B    ^B  , 

ein  endlicher  Werth.    Niin  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Ket- 

A 

lenbrorh  16]  con?ergirt,  mithin  nfthern  sich  die  Werthe 

B 

^  .  ,^       ^    . 

und  5 —  unbegrenzt ,  oder  es  ist  lim  [  ^ ^ —  1=0, 

also  auch  /tm  Tf  —  -^j  =  0  oder 

Wendet  man  dies  namentlich   aqf  die  Formeln  7)  und  8}   an, 

F(a,  ß+ly  y+1,  ») 
so  sieht  man  dass     '   ■    - — ^-^— — r — t   wenn    dieser    Aus- 

^  («,  A  y,  «) 

druck  einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat,  durch  den  ent- 
sprechenden, ins  Unendliche  verifingerten  Kettenbruch  ausge- 
drückt wird,  wenn  dieser  Kettenbruch  convergirt,  die  Nenner 
Sfd()Qr  Ndherung^werthO; wachsen,  ufid 

F{ß  +  r^l,a  +  r,r  +  ^r  +  \,x)        ^^^ 


F 

F 

(/»  + 
(«  + 

ß  + 

2r 
2r 

+  2, 

+  2, 

F  («  +  r  +  I ,  /»  +  r  4-  2,  y  +  2r  +  3,  4 

mit  wachsendem  r  sieh  der  Einheit  oder  einer  endlichen  Zahl, 

die  grösser  als  die  Einheit  ist,  nähern. 

Ein  Beispiel  liefert  folgende  Betrachtung. 
In  der  Reihe 
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"'  'i-y*-«-1.2y(y  +  l)  '  +  1.8.3.^(^-1- l)(y+2) 
tt  («  +  1)  .  .  .  (et  +  r)  /?  (/>  -f  1)  . . .  (/>  +  r)    r+i 

"^  I    .2...(r+l)y(y-fl)...(y  +  r) 

=  »  +  7'  +  rT2-7r4T) -'' 

+  1  .2.3.y(y+  I)(y>2)  '^'  '  '  * 

.  r+1    r-t-l  1  r  1  r 

+  1  .2  ...  (r  +  l)y(r  +  1)  ...(r+"7Ö        ' 


in  welcher  wir,  der  Einfochheit  wegen,  f  positiv  nehmen, 
setze  man  a  =  /}=--  a,«  =  (^~)    ^^  ff^'^^  ^'^  Reihe  in 

\  %  1  »      '    2  * 

'     1  »  r  * 

(1—-).  .  .  (1  ^  _) 

"^  1.2...(r+l)y(y+l)...(;^  +  r)  Vj; 

üben  Lässt  man  zugleich  r  unbegrenzt  wachsen,  so  ist 
mitbin    die    hierdurch    entstehende    unendliche   Reihe    durch 

F  (— g>  —  g>  r>  (ä~)  )  ^^  bezeichnen.     Diese  unendliche 

Reihe  wird  aber  convergiren,  sobald  man  a  ^^  kr  setzt  und 
ft  >'  1  nimmt.  Der  Quotient  zweier  auf.  einanderfolgender 
Glieder 

1*  2*  m— 1* 

(I  _  ±)    (1  -  -)    .  .  .  (1  ~ ')       . 

^  g '    ^  g'  a  »*"• 

1  .  2  .  .  .  m  .  y  (y+I)  .  .  .  \yJ^m  —  i)    ¥^  "" 

1     •  O    2  m    2 

(1  _     )2(i_     )   .  .  .  (1  _  :^)         ,«+, 


a 


1  .  2  .  .  .  (m-l-l)  y  (y  +  1)  .  .  .  (y  +  m)    «a«.+2 
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ist  nemlich   — nrr?— i — \  ^  welcher,  da  m  <  r  und  mit- 

i   ("»+1)  (/  +  "•)  «'  '  = 

'MS 

hin  m  <:  a^  also  auch  (1 )  <  1,  mit   wachsendem  m 

unter  jeden  angebbaren  Werth  sinkt,  welchen  endlichen  Werth 
aach  »  haben  mag. 

Die  Grenze  der  Reihe  18),  bei  unendlich  wachsendem  r, 
findet  man  durch  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  sie  in  §.  77 
a.  s.  w.  gebraucht  worden  ist. 

Man  bezeichne  den  Tbeil 

1  • 

"^   r    ^2^    "^  1  .  2  .  y  H-l)    ^2^ 

1    •  m  ^  2  ^ 

H ^  «  /l^ 

^1.2...    (m-  I)   y   (y+1)    ..   .    (y-|_«,_2)     ^2; 

durch  T,  bezeichnet  man  den  Rest  durch  R  und  setzt 

„_i,\..„_^,' 

1  .  2  .  f  .  JB.  y  (y+1)  .  .  .(y-}-m_|)    \2f  . 
so  ist 


(m-f-l)(y-}-m)V2/      (M+l)(i»+2)(y+m)(y+«-l-l)^>2- 


»  ^  « 


(1   ——),...  (1  —  -)  ^    Ir^-iwta 

+  (m  +  l)  ...  (r  +  I)(y+m)...  (y  +  r)    ^ t) 

Man  lasse  nun  r  unbegrenzt  wachsen,    w&hrend  m  denselben 
Werth  behält.    Da  alle  Glieder  In  ü  positiv  sind^  so  hat  mau 

^^*"^(m+l)(rW^^  "'"(IW+ 1  )(m+2)(y+m){y+m+rr  2'^  "'"''' 

1  /Ä    * 

Nun  ist  die  Reihe  1  4-  ; ; — r--- — ; r  («)  +  ...  con- 

(iii  4-  I)  (y  +  m)  ^  2  ^ 

vergent,  da  der  Quotient  der  zwei  aufeinanderfolgenden  Glieder 


im 


; —  (■—\     und 

+  m)  .  .  .  (y+w  +  i— 1)  ^2^ 


(m  +  1)  .  .  .  {m+*)  (y 

(w+l)  .  .  .  (w  +  4  +  1)  (r  +  m)  .  .  .  (y  +  »  +  *)  ^2^ 

den  Werth  ; — .-  ,  .  .,  , '■ — -  -    hat,    welcher   <;   1    ist, 

(«i+*+l)  (y  +  m  +  *)  .  ' 

sobald  ft  >  y.    Demnach  hat  U  einen  bestimmten   endlichen 

Werth.  Dieses  Verhältniss  bleibt  dasselbe  ^  wenn  man  auch 
m  unbegrenzt  wachsen  lässt,  sobald  nur  m  <  r  ist,  also, 
nach  unserer  Voraussetzung,  um  so  mehr,  m  <^  a.     Nun  ist 

%  a« 

1       *  .«.*«  1  ^2^ 


Ij    2m  } 

^vV    ^ ri.«...{m— 


1.2...m.y(y-|-l)...(y-fiii— J)^2^      ^[1.2...{m— I)]*  /. 
Nimmt  man  aber  m  beliebig  gross,  so  ist  nach  §.  77 


%   "* 


also  auch 

fim^,  -    ■ — rrr^=0,  umsomehr  /iwr— — .  ,,    ,    . *  s=eO 

[I.2...(m-I)]*  1.2..m.r(y+l)...(;^+»i-l) 

Da  nun  CT  eiRen  endlichen  Werth  hat ,  so  fol^t  hieraus  weiter 

«m  A  =s  0 
und  mithin  nach  18) 

Nun  ist 

'»)    '■<'  +  7(|)'+,.,.U+„(|)'--- 

"•"  i.2...(«i»~i)y(y+i)...(y+«~2)  ty-' 


«TS 

Man  kann  aber  immer  einen  Ausdruck  k  finden,  so  beschaf- 
fen dass 

1  2  m.     u  2 

ist  (§.  77),   und  um  so  mehr  jeder  der  Ausdrücke    (1  —  —), 

2 

(1  ^  —)  .  .  .  ,  grösser  als  1  —  A  ist.    Man  hat  demnach 

,   "^   1.2...(m-l)y(y+l)...ö'-t-«-2)    ^2^        J 

und  da  man  h  mit  wachsendem  a  unter  jede  (grenze  sinken 
lassen  kann,  so  folgt  aus  19]  20)  und  21)  j 

Djieselbe  Reihe  würde  man  aber  erhalten  haben,  wenn  man 
statt  der  Reihe  17)  die  Reihe  j 

y  1.2./.  (y+1) 

genommen  und   darin   a  =  /S=t^a,   a?  =  (^s-)     gesetzt 

hatte,  so'dai^  mithin  der  Werth  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
a  4.  1 ,  a  -f  2  .  .  .  statt  a  und  /3  -|-  1 ,  /?  +  2,  .  .  .  statt 
ß  schreibt. 


7. 

» 

Setzt  man  in  Form.  17)  für  x  den  Werth  ^.  wo  •*=—  1 

^  2a' 

(§.  87),  so  erhftlt  man  statt  der  Reihe  18)  die  Reihe 

7^  2^  ^Üi^lr+lr  2^  "-     1.2...(r+l);^(y+l)...(y+r)'^  2>' 

und  beweist,  wie  im  vorhergehenden  Palle,    dass   die  Grenze 
dieser  Reihe  dieselbe  ist,  wie  die  Grenze  der  Reihe 
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1  » 


y   ^2^     "'"  1  .  2  .  y(y  -I-  I)    ^2^ 


(1  _  !)•      (1  _  üLii^i' 

-21    V2/ 


1.2...  («— I)  r  (y+l)--.(y+«»-2)  ^2 

also 

F[^a,^  o,  y,  Q*)  =/imr 

Beihflit  h  seine  frtthere  Bedeutung,  so  ist  demnach  (vgl.  $.77) 

r'^ij. L c*^*-!- \ r-'iV 

^   ^1.2.y(r+l)^2''  Tl.2.3.4yO'+l)(y4-2)(y+3)^2>'  ^-' 
-('-*)    L7  ^ 2^    •  •  •  +  1.2...(tii-l)y...(y+m— 2)^  2 ^        J 

>(l-»)'[l+,  2.y(y+i)(2)  +1.2.3.4.yO'+l)0'+2)(y+3/2)  +"J 

~  Lr  ^2^  "'"  r2:Hy+T)^  2^  "*"! .2...(iii- 1  )y..(y+i»-2)y        J 
und  mithin 

23)    F  (-.a.  -a,  y.  Q')  =  «m  T  =  1  -  I  (|)* 
"^  1.2.y{y+l)W^  1.2.3.y(y-hl)0'  +  2j^2>'   "^ 


8. 

1  3 

Setzt  man  in  22]  fttr  y  die  Werthe  -^  und  —  so  erhalt 


man  (§.  127) 


» I   "* 

e  +e 


24)    F(_a,_a,l,(A)')=,,+»^  +  ^^+....=^ 


( 


25)  F(-a,  -a,  -,  (^-J  )  =  1  +1X8+1:2:3X5 +-=^.- 
und  demnach 


4W 

CO) 


*  .■+.-  ^(-.,-.,',(1-)*) 


Setzt   man 


2  '  ^2o< 

3       «    » 


nun   F(-  a,     _  a   +   1,     2^,  (^)  )   statt 

F( — a,  — a,  y,  (--)  ),    was    nach    dem   Vorhergehenden 
(§.  6  dieser  Note)  erlaubt  ist,  so   findet  man  aus  Formel  6), 

d.  «0*  =  -  -j— y-  (^i)  =  -  o  (*  +  2o^'  ''"^*^' 

2   *   2 
da  a  unbegrenzt  gross  ist,  —  =-  gesetzt  werden  kann, 


F(-«.-«,|.(^')        , 


Allgemein  ist  hier 


2 


O-   .  .»  = 


>r+l  3  5 

(|-+2'-)(2+2'') 


W  "^        (4r  +  3)  (4r  +  5) 


wofür  man 


»«  »a 


^r  *=      (4r+l)  (4r  +  3)'  ''jr+i'^  ~      (4r  +  3)  (4r+5) 
setzen  kann. 

Unter  Berücksichtigung  der  Formeln  7)  und  8]  folgt  da- 
her aus  26) 


4T(( 


1       e    —  e 


\ 


e    -\-  e  ' 
1 


'+»' 


1+ 


oder 
1 


l+»i 


3  -  .'  . 

F(-fl+r+I,-a+r+l,2r+|,  (^)*) 
Nun  ist  zu  bemerken,  dass  der  Werth  der  Reihe 

welche  für  jeden  endlichen  positiven  Werth  von  x  einen  end- 
lichen positiven  W^th  hat,  kleiner  ist  als  die  Reihe 

X  1       f  *  {  x^ 

^  +  7  +  rr2  ?  ^  T7276  •  p  +  •  •  • 

* 

X 

d.h.  kleiner  als  eY .    Da  nun  bei  wachsendem  y    ' 

lim  eY  »  t^  ==  \ 
ist,  so  ist,  unter  dieser  Voraussetzung,  nm  so  mehr' 
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also,  wenQ  man  x  =  (— )    setzli  nach  29]  auch 

IMI  F  (— a,  — fl,  r,  (g^)  )  =a  1 
und  da  die  Grenze  dieselbe  UeiU»  wean  man 

i^  (-  a  +  r  +  l,   _  a  +  r  +  1,  y,  (£)')  oder 


F(~»4.r  +  1,  _a  +  r  +  2,  r,  (^)  )  oder  «aeii 

F(—  Ä  +  r-fl,  —  a  +  r,  r,  (ö")    »'«»^     w    folgl 
dass  hier  bei  unbegrenzt  wachsendem  r  die  Ausdrücke 


F(/»  +  r+l,a  +  r+   l,y  +  2r  +  2,  «) 

F  (_  a  +  r  +  1  ,  -  a  +  r,  2r  -f  1,  (^)*) 


F  (_  a  +  r+  1,  -  a  +  r  +  1,  2r  4-  |,  (^)*) 
and 

y  («  -f  r  t<-  1 ,  /?  -f  »  +  ^ .  y  +  '^  +  »>  «) 

F  (a  +  r  4-  I , /»  +  r  ,+  2,  r  +  2r  +  3,  jc) 

F  (-  a  +^  -f  1.   -  «  +  r  +  1,  ir«+  |-,  (A)*) 


-V— — •- 


■7     ,» 


F  (-  a  +  r  +  1,   -  a  +  r  +  2,   2r  +  2  ,  Q  ) 

sich  unbegrenzt  der  Einheit  nfihern.     Der  ins  Unendliche  forl- 
gesetzte Kettenbruch 


1 


1  +  »' 


1.3 


1+»» 


3.5 


1  + 


(4r+l)(4r-t-3) 

1      + 
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convergirt  aber,   wie  man  sich   leicbl  überzeugt,   wenn    man 
auf  denselben  die  Regeln  des  §.  146.  ip wendet.     Denn   setzt 

man  6i  =  l,  62  =  j^(  i5  =  jy^,  64Äg4;^tt.Ä;W.  «1=02=... 

sl  so  geht  die  dortige  Ruilile  17)  Ah  - 

,1-1-5  +  9  +  13,+  ...         ,         . 

also  in  eine  divergirende  Reihe  über.  ^  Die  Nenner  der  Nähe- 
ningswerth^  diesep  Kettenbrucbea.  \i(achsen ,  da  ^r  nur  posi- 
tive Glieder  enthftity  und  die  Theilnenner  sämmtlich  =  1  sind*). 
Dofonach  finden  kier  idiet  ia  §<5  «dieser  Note  gesteUlen  Be4 
dingungen  statt  und  man  hat  daher    * 


1 

e  — e            1 

» 

1.3 

3,5 

1  + 

wofür   man   auch,  indem   man    die  Brüche  aufhebt,    schrei- 
ben kann 

27)      ' 


* 
e 

—  e"" 

as: 

• 

+  e- 

1+»» 

3  +  »» 
5  +  »» 

7  + 


.1 


9. 

Nach  dem   Vorhergehenden    ist,    bei   unbegrenzt   wach- 
sendem JTf 


*)  Die  Formel  3)   des  $.  139  geht  nemlich  nun  in  B.  =  fi. 
+  b,  Ä.   j  ober,  also  B,  >  Ä.   ^. 


in 

m 

Nimmt  man  aber  die  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen,  so 
muss  auch 

X  1  ^  \ 

^7   ~    1.2.r(r-hl)  ""^  "^  1.2.3.y(y+l)(r+2)  "^^ 

'  »♦  -f.  . . .)  =  0 


1.2.3.4.r(r+l)(y-h2)(y+3) 

seyn.    Denn  sobald  /  >  «  hat  jedes  Glied  dieser  Reihe  einen 

grösseren   Zahlenwerth  als   das  folgende,   der  Werth    dieser 

üß               sc 
Reihe  ist  also  dann  (nach  6,59)  grösser  als r-— r— , 

und  kann  mithin  nicht  negativ  seyn.  Da  er  aber  jedenfalls 
kleiner  ist  als  der  Werth  der  Reihe,  welche  dieselben  Glie- 
der, aber  alle  mit  positiven  Zeichen,  enthält,  so  muss  er  bei 
unbegrenzt  wachsendem  7",  ebenfalls  Null  zur  Grenze  haben. 

Demnach  ist  auch 

X  x^  x^ 

**^V^  7"^n27(7P)~n23^^^ 

Setzt  man  hier  wieder  x  »=  (^j    so  folgt  aus  23) 


»•  » 


/•mF(-  «,  —  «,  r,  (2^  )  —  1  ii«Hl 

1       e  — d         ia^       ^  2     ^2o^  -^ 

-,  .  !^-i-='^= ; r^(S.95Fonn.9u.lO) 

I 

Da  nun  <der  unendliche  Keltenbruch 

3  —  »» 


5  —  »« 


.7  — 


convergirt,  wenn  »^  nicht  grösser  als  2  ist,  und  dann  zu- 
gleich, die  Nenner  der  Nftherungswerlhe  immer  grösser  wer- 
den, wie  aus  §.  154  folgt  ^  so  sind  auch  in  diesem  Falle  die 
Bedingungen  des  §.  5  erfüllt  und  man  hat     ^  . 


(M 


"~ 

1 
1 

»» 

3- 

-»» 

5- 

.»4 

7  — 


oder 

28)  ig  %  =  % 


1— » 


% 


3—»» 


7  — 


Diese  Gleichung  ist  indessen  nicht  blos  auf  die  ßediigung 
s^  ^  2  eingeschrilqkt,  sondern  giltfilr  jeden  endlichen  Werth. 
Da  nemiich  die  Theilneoner  des  Kettenbruches  unbeschrftnkf 
wachsen,  so  kommt  man  immer  an  einen  solchen,'  der,  wie 
alle  folgencten,  den  TiieU;»ähler  y^  um  eine  Einheit  oder  mehr 
übertrifft,  so  dass  man  also  den  Werth  von  tg  %  nur  bis  an 
diese  Stelle  xtt,.ent wickele  bnau^ht,  um  von  di^  fu  die  obigen 
Schlüsse  ungeändert  zu  wiederholen. 

Man  bemerke  bei  dieser  Gelegenheit  noch  folgendes. 
Obgleich  diö  Ausdrücke  F(a,  /J-f-l ,  y-f  1,  x\  und  f(a, /»,;',  o?) 
endliche  Werthe  hablein,  'so  wird  doch,  wenn  der  letztere  Aus- 
druck den  Werth  Null  hat,    ^  ■     /,"^  a    ^"^'--^^   und  «Isd 

auch  wenn  man  diesen  Quotienten  nach  6)  in  einen  unendli- 
chen Kettenbruch  entwickeln  kann,  dieser  Kettenbruch  selbst, 
keinen  endlichen  Werth  mehr  haben.     Dies  ist  z.  B.  der  Fall, 

wenn  man  in  28)  für  s  den  Werth  —  setzt. 

n  n 

•  •        ^^_^  •  .  ^^ 

Dam  ist  nemiich  e    +e'     =e^    +«*    =2co*— =  0, 
mithin  /^  »  ==  oo       ' 
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und 


flO  = 


n 
s  2 


1^»» 


3  —  »* 


'  -(?) 


'-..     »-a 


oder  nach  Aufhebung  der  Brüche 

n 


00     =5 


2-^« 


6  — TT^ 


10-  «» 

14- 

• 
4 

Hieraus  folgt  wieder 

» 

2         -• 

—  0 

^         6- 

-«* 

1  ■■      VF 

10- 

-R« 

14- 


oder 

29) 

Z-"' 

~  6  — fr« 

10  —  «» 

14  — 

• 
• 
• 

Hätte  man  in  28)  für  %  den  Werth   k  gesetzt,  so  fände  man, 
da  /jr  TT  *=  0 

folglich 

31 


46t 


5  — ff« 

7  — 


und  daher 

-0  =  3- 


nr« 


5  —  » 


« 


7  — 

■ 
•        •  • 

oder 

30)  3  = 


«» 


5  —  »» 


7  — 


10. 

Die  Kettenbrüche  27]  und  28)  sind  einzelne  Fälle  aus  ei- 
ner Galtung  Kettenbrüche,  welche  eine  sehr  merkwürdige  Ei- 
genschaft hat.  Wenn  nemlich  in  einem  unendlichen  Ketlen- 
bruche 

31)  bi_ 

«1  +h 


die  Theilzähler  und  Theilnenner  säinmtlich  positive  ganze 
Zahlen  sind  und  es  ist  allgemein  bf^J^a^^  so  kann  der  Ket- 
tenbruch keinen  rationalen  Werth  haben.  Wäre  der  Werth 
desselben  rational,   so  könnte  man 

6i _    B 

Ol  4"  *2  ^ 

02  + 

setzen,  wo  B  und  A  zwei  ganze  Zahlen   sind.     Da   nach  der 


488 

B 

Voraussetzung  bj   höchstens  =%  ai   ist,   so    ist  -.   ein   ftchter 

ja  JL 

Bruch,   also  B  <^  A   und  zugleich     .    <1  — .     Hieraus  folgt, 

A         Ol 

_        bi         B        biA  —  Gl  B     ,  ...  „.    ^.     .   . 

dass ssa  -i -— —    einen   positnren    Werth    itl, 

Ol         A  aiA 

und  setzt  man  biA  —  aiB  =  C,  so  ist  C  eine  ganze  posi-» 

1  61 

live  Zahl.     Aus  61  il  =  ai  fi  +  C  folgt  aber  --  =  — ^-Vt^ 

A        Oiu  -j-  0 

oder  —  =  — 3s.       Mithin       ■    =    r—     woraus  wie- 

A         «1  -+-  C  B  «2  +  A3 

C        b 
der  C  <C  B  und  —  <<  —folgt.    Setzt  man  62A—<'2^=''s<^ 

B         O2 

muss  wieder  D  eine  ganze  positive  Zahl  seyn  und  man  findet 
wieder 

ß    _*5_ 

D        bx 
also  D  ^  C  und  7^  <1  —.    Setzt  man  diese  Betrachtung  fort, 

so  sieht  man,  dass  man  auf  diese  Weise  von  der  bestimmton 
ganzen  positiven  Zahl  A  ausgehend,  eine  unendliche  Reihe 
ganzer  positiver  Zahlen  erhielte,  von  denen  jede  folgende  klei- 
ner als  die  vorhergehende  wäre,  was  nicht  seyn  kann.  Dem- 
nach kann  auch  der  Kettenbruch  31]  nicht  rational  seyn. 

Auch  in  dem  Falle,  wenn  die  Bedingung  b^^a^  nicht 
schon  bei  den  ersten  Theilzählern  statt  findet,  sondern  erst 
von  einem  bestimmten  Theilzfthler  b^  an,    ist  der  Werth   des 

bk  1 

Kettenbruches  ein  irrationaler.     Denn   man  setze  -^  =  -- 

so  ist  B  nach  dem  Vorhergehenden  irrational.    Nun  ist^  wenn 

man  -^— p    =  -—-^  und  -i-—    =  -— ^  setzt,  der  Werth  des 
«,+         B^_^  a,+  B^_^ 


+  Vi  +*; 


ifc-2 
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Kellenbruchcs  31]  nach  §.  139 


R  .  B 


+    B 


Bitte   also  dioter  Ketienbruch    den   rationalen   Werth    —  so 

A 

hätte 


woraus 


Ä  «  — i^ — 

folgte,  d.  h.  R  mttsste  ebenfalls  einen  rationalen  Werth  haben, 
gegen  die  Voraussetzung. 

Sind  wieder  in  dem  Kettenbrücke 

32)  6i 

«2  — 


« 


sämmtliche  Theilzfthler  und  Theilnenner  ganze  positive  Zahlen, 
und  ist  aligemein  6,,,  <C  a^  (also  höchstens  ft«  =  ^m  '~~  ']» 
so  kann  der  Kettenbruch  keinen  rationalen  Werth  haben,  aus- 
genommen, wenn  allgemein,  von  irgend  einem  Theilzähler  an, 
b^^  a„,—  \  ist. 

Findet  nemlich  der  Ausnahmefall  nicht  statt,  so  ist (§.154) 

hl >  0  63 >  0 

fl,_6^     <  1  0^,^-65     <  1  U.S.W. 

■■  ■  ■  ■  ■ 

«3  —  Ö5— 


Hätte  nun   der  Kettenbruch  32)    einen  rationalen    Werth,  so 

könnte  man  diesen  ss  -—  setzen,  wo  A  und  B  ganze  positive 

B        bi 
Zahlen  sind  und  B  <,  A.    Nun  ist  -7  >  — ,   man  setze  da- 

A         Ox 

her  OiB  —  ft^il  =  C,  so  ist  C  eine  ganze    positive  Zahl. 


48$ 

Zugleicn  folgt  hieraus  -    =  — - — -  oder  —  = ^ 

B 

C        b<. 


also 


B         «2  —  *^ 


«5  — 


• 
ond  C  <i  B,    Auf  diese  Weise  erhielte  man  also  wieder,  von 

der  bestimmten  ganzen  positiven  Zahl  A  ausgehend,  eine  un- 
endliche Reihe   abnehmender   ganzer   positiver  Zahlen.     Der 
Kettenbruch  32]  muss  daher  einen  irrationalen  Werth  haben. 
Wfire  dagegen  von  irgend  einem  Theilzähler  frj^  an,  all- 
gemein 6,1^  =  AfH  —  ^  ^^  \k9Aie  man  (§.  154) 


h 


a  —6 
*       Ä+i 


=  1 


«IL     I  

Ä+1  . 


mithin  kann  alsdann  auch  der  Ketten  brach  32)  keinen  irratio- 
nalen Werth  haben. 

Auch  hier  kann  man  wieder,  wie  im  früheren  Falle,  be- 
weisen, dass  der  Werth  des  Kettenbruches  32)  auch  dann  noch 
irrational  ist,  wenn  nur  von  einem  gewissen  Theilzähler  6j^ 
an,      allgemein    b^   ^    a„i    und     nicht    zugleich    allgemein 


6^  =  a,„  —  1  ist. 


11. 


e  —  e 


Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass für  jeden  endlichen 

e  -f"  * 
rationalen  Werth  von  s  irrational  seyn  muss.     Denn  setzt  man 

n 

»  =  — ,    WO  p  und  q  ganze  Zahlen  sind    und   q  auch    =  1 

seyn  kann,  so  folgt  aus  27) 

»  -» 

e    —  e  p 


e*  +  e"*        9  +  P 


5g-f-p* 
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Die  Theilzähler  bleiben  dieselben,  wfihrend  die  Theilnenner 
unbegrenzt  wachsen;  man  kommt  also  immer  an  einen  Theil- 
zflbler,  von  welchem  an  alle  Theilzähler  kleiner  sind  als  die 
dazu  gehörenden  Theilnenner. 


^     ^  £  '—  e            e    —  1,      ,        €  —  e  2e 

Aus  ^, = folfft  I  —  — 


e  ^  €  e    -j-l  e  -f-e  c-f-e 
y  mithin  muss  auch  e      und  um  so  mehr  e*  eioe 


e     -f-  ' 
irrationale  Zahl  seyji.,    d.  h.  jede  rationale  Potenz   der 

Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist  irrational. 
Früher  (§.  80  und  Tfolp  IV)  war  dieser  Satz  nur  für  die  be- 
sonderen Fälle  s  =r  1  und  s  =  2  bewiesen  worden. 

Soll  also  die  Zahl  e*  rational  seyn,  so  muss  s  irrational 
seyn ,  d.  h.  im  natürlichen  Logarithmensysteme  sind  die  Loga- 
rithmen rationaler  Zahlen  irrational. 

In  derselben  Weise  folgt  aus  28],  dass  für  jedes  ratio- 
nale s  noth wendig  ig  z   irrational  ist,   d.  h.    die  Tangente 

einer  rationalen  Zahl  ist  irrational.    Nunistlyj  =  ]^ 

n 
mithin  muss  j-  und  also  auch  die  Zahl  n  eine  irrationale  Zahl 

4 

seyn,  d.  h.  (nach  $.  101)  wenn  man  den  Halbmesser  ei- 
nes Kreises  der  Einheit  gleich  setzt,  kann  die 
Länge  der  Peripherie  nicht  durch  eine  rati^inale 
Zahl  ausgedrückt  werden. 

Aus  29]  folgt  auch  noch,  dass  n^  ebenfalls  irrational  seyn 

P 
muss.     Denn  wäre  tt'^  =  ^ ,  wo  p  und  q  ganze  Zahlen  sind, 

9 
so  hätte  man 

P 


2  = 


6q^p 


10— p 


\4q 


18- 


• 

d.h.  die  rationale  Zahl  2  wäre  dem  irrationalen  Kettenbruche 
gleich.  Wahrscheinlich  hat  die  Zahl  n  dieselbe  Eigenschaft 
wie  die  Zahl  e,  dass  nemlich  jede  rationale  Potenz  derselben 
irrational  ist;  es  ist  aber  bis  jetzt  nicht  gelungen  dies  für  eine 
höhere  Potenz  als  die  zweite  nachzuweisen. 
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